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We study the structure of the set of solutions, which are continuous and bounded for t ∈ R+, for a certain
class of systems of nonlinear functional-difference equations with a nonlinear deviation in the argument
that depends on unknown functions.

Дослiджено структуру множини неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв одного класу
систем нелiнiйних функцiонально-рiзницевих рiвнянь iз нелiнiйним вiдхиленням аргументу, що
залежить вiд невiдомих функцiй.

Рассмотрим систему нелинейных функционально-разностных уравнений вида

x (t+ 1) = x (t) + f (t, x (t) , x (ϕ (t, x (t)))) , (1)

где t ∈ R+ = [0,∞) , f : R+ ×Rn ×Rn → Rn, ϕ : R+ ×Rn → R+.

Многие частные случаи таких систем (например, когда ϕ (t, x) ≡ t) достаточно хо-
рошо изучены. Особенно это касается вопросов существования и единственности перио-
дических и почти периодических решений, асимптотического поведения решений, кото-
рые возникают при исследовании дифференциальных и дискретных разностных уравне-
ний [1, 2]. Однако решения систем уравнений вида (1) имеют и специфические свойства,
которые отсутствуют у решений дифференциальных и дискретных разностных уравне-
ний и имеют особое значение для развития теории таких уравнений. В настоящей работе
продолжается исследование вопросов, поставленных в [3, 4] и касающихся существова-
ния непрерывных и ограниченных при t ∈ R+ решений системы (1), удовлетворяющих
при t → ∞ условию

x (t) = ω (t) + o (1) , (2)

где ω (t) — непрерывная, 1-периодическая вектор-функция размерности n.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) вектор-функция f (t, x, y) является непрерывной при t ∈ R+ = [0,∞) , x, y ∈ Rn,

и удовлетворяет соотношению∣∣f (t, x′, y′)− f (s, x′′, y′′)∣∣ ≤ η1 (t, s) |t− s|+ η2 (t, s)
(∣∣x′ − x′′∣∣+

∣∣y′ − y′′∣∣) ,
*Выполнена при финансовой поддержке Государственного фонда фундаментальных исследований при

Министерстве Украины по вопросам науки и технологий.

c© Г. П. Пелюх, 2004
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2004, т . 7, N◦ 1 115



116 Г. П. ПЕЛЮХ

где η1 (t, s) , η2 (t, s) — некоторые непрерывные, неотрицательные функции, t, s ∈ R+,
x′, x′′, y′, y′′ ∈ Rn и |x| = max

1≤i≤n
|xi| ;

2) функция ϕ (t, x) является непрерывной и неотрицательной при t ∈ R+, x ∈ Rn и
удовлетворяет условию Липшица

|ϕ (t, x)− ϕ (s, y)| ≤ l1 |t− s|+ l2 |x− y| ,

где l1, l2 = const > 0 (l1 ≤ 1, l2 ≤ 1) , t, s ∈ R+, x, y ∈ Rn;
3) ряды

H1 (t, s) =
∞∑
i=0

η1 (t+ i, s+ i),

H2 (t, s) =
∞∑
i=0

η2 (t+ i, s+ i)

равномерно сходятся при всех t, s ∈ R+ и H1 (t, s) ≤ θ1,H2 (t, s) ≤ θ2 <
1
2
.

Тогда для произвольного непрерывного, ограниченного и удовлетворяющего усло-
вию

|γ (t)− γ (s)| ≤ k |t− s| , k = const > 0, t, s ∈ R+, (3)

решения γ (t) системы уравнений (1) существует непрерывная, 1-периодическая, удов-
летворяющая условию

|ω (t)− ω (s)| ≤ l |t− s| , l = const > 0, t, s ∈ R+, (4)

вектор-функция ω (t) такая, что при t → ∞ выполняется условие (2).

Доказательство. Пусть γ (t) –– некоторое непрерывное, ограниченное и удовлетворя-
ющее условию (3) решение системы (1). Тогда

γ (t+ 1) ≡ γ (t) + f (t, γ (t) , γ (ϕ (t, γ (t)))) ,

γ (t) = ω (t)−
∞∑
i=0

f (t+ i, γ (t+ i) , γ (ϕ (t+ i, γ (t+ i)))) ,

где ω (t) = γ (t) +
∞∑
i=0

f (t+ i, γ (t+ i) , γ (ϕ (t+ i, γ (t+ i)))) .

Отсюда и из условий 1 – 3 следует, что функция ω (t) является непрерывной при t ∈ R+

и условие (2) выполняется. Более того, покажем, что функция ω(t) является 1-периоди-
ческой и удовлетворяет условию (4).
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Действительно,

ω (t+ 1) = γ (t+ 1) +
∞∑
i=0

f (t+ 1 + i, γ (t+ 1 + i) , γ (ϕ (t+ 1 + i, γ (t+ 1 + i)))) =

= γ (t) +
∞∑
i=0

f (t+ i, γ (t+ i) , γ (ϕ (t+ i, γ (t+ i)))) = ω (t) ,

∣∣ω (t)− ω (s)
∣∣ ≤ |γ (t)− γ (s)|+

+
∞∑
i=0

∣∣∣f (t+ i, γ (t+ i) , γ (ϕ (t+ i, γ (t+ i))))−

− f (s+ i, γ (s+ i) , γ (ϕ (s+ i, γ (s+ i))))
∣∣∣ ≤

≤ k |t− s|+
∞∑
i=0

η1 (t+ i, s+ i) |t− s|+

+
∞∑
i=0

η2 (t+ i, s+ i)
(
|γ (t+ i)− γ (s+ i)|+

+ |γ (ϕ (t+ i, γ (t+ i)))− γ (ϕ (s+ i, γ (s+ i)))|
)
≤

≤ k |t− s|+ θ1 |t− s|+ θ2 (k |t− s|+ k (l1 |t− s|+ l2k |t− s|)) ≤ l |t− s| ,

где l = k + θ1 + θ2k (2 + k) .
Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1 – 3 теоремы 1. Тогда система уравнений
(1) имеет единственное непрерывное, ограниченное, удовлетворяющее условиям (2) –
(4) решение γ (t).

Поскольку в силу условий 1 – 3 произвольное непрерывное, ограниченное, удовлетво-
ряющее условию (3) решение задачи (1), (2) удовлетворяет системе уравнений

x (t) = ω (t)−
∞∑
i=0

f (t+ i, x (t+ i) , x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))) , (5)

а произвольное непрерывное, ограниченное, удовлетворяющее условию (3) решение сис-
темы (5) является решением системы (1) (в этом легко убедиться непосредственной под-
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становкой (5) в (1)) и удовлетворяет при t → ∞ условию (2), для доказательства теоре-
мы 2 достаточно доказать существование единственного непрерывного, ограниченного
и удовлетворяющего условиям (2), (3) решения системы уравнений (5).

Пусть C0 (R+) — множество непрерывных и ограниченных при t ∈ R+ вектор-функ-
ций x (t). С помощью соотношения

ρ (x (t) , y (t)) = ‖x (t)− y (t)‖ = sup
t∈R+

|x (t)− y (t)|

введем в C0 (R+) метрику ρ. Тогда множество вектор-функций C0 (R+) с метрикой ρ яв-
ляется полным метрическим пространством.

Обозначим через C0,k (R+) множество вектор-функций x (t), которые принадлежат
C0 (R) и удовлетворяют условиям

|x (t)| ≤ M, t ∈ R+, (6)

|x (t)− x (s)| ≤ k |t− s| , t, s ∈ R+, (7)

где M = (1− 2θ2)−1M ′, M ′ = max
t
|x (t)| ,

k =
1− 2θ2

2θ2
+

1− 2θ2

2θ2

√
1− 4θ2

(1− 2θ2)2 (l + θ1), l + θ1 ≤
(1− 2θ2)2

4θ2
.

Нетрудно убедиться, что множество C0,k (R+) является компактным в себе. С помо-
щью соотношения

Tx (t) = ω (t)−
∞∑
i=0

f
(
t+ i, x (t+ i) , x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))

)
(8)

определим отображение T и покажем, что оно является сжатым отображением множест-
ва C0,k (R+) в себя.

В самом деле, если x (t) ∈ C0,k (R+), то в силу (8) и условий 1 – 3 функция Tx (t) яв-
ляется непрерывной при t ∈ R+ и удовлетворяет условию (6). Далее, учитывая условия
1 – 3, получаем ∣∣Tx (t)− Tx (s)

∣∣ ≤ |ω (t)− ω (s)|+

+
∞∑
i=0

∣∣∣f(t+ i, x (t+ i) , x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))
)
−
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− f
(
s+ i, x (s+ i) , x (ϕ (s+ i, x (s+ i)))

)∣∣∣ ≤
≤ l |t− s|+

∞∑
i=0

η1 (t+ i, s+ i) |t− s|+

+
∞∑
i=0

η2 (t+ i, s+ i) (k |t− s|+ k (l1 |t− s|+ l2k |t− s|)) ≤

≤
(
l + θ1 + θ2

(
2k + k2

))
|t− s| = k |t− s| .

Следовательно, отображение T преобразует множество C0,k (R+) в себя и для завер-
шения доказательства остается показать, что оно является сжатым. Действительно, если
x (t) , y (t) ∈ C0,k (R+), то в силу (8) и условий 1 – 3 получаем

∣∣Tx (t)− Ty (t)
∣∣ ≤ ∞∑

i=0

∣∣∣f(t+ i, x (t+ i) , x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))
)
−

− f
(
t+ i, y (t+ i) , y (ϕ (t+ i, y (t+ i)))

)∣∣∣ ≤
≤
∞∑
i=0

η2 (t+ i, t+ i)
(
|x (t+ i)− y (t+ i)|+

+
∣∣x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))− y

(
ϕ (t+ i, x (t+ i))

)∣∣+

+ |y (ϕ (t+ i, x (t+ i)))− y (ϕ (t+ i, y (t+ i)))|
)
≤

≤
∞∑
i=0

η2 (t+ i, t+ i)
(
|x (t+ i)− y (t+ i)|+ kl2 |x (t+ i)− y (t+ i)|+

+
∣∣x (ϕ (t+ i, x (t+ i)))− y (ϕ (t+ i, x (t+ i)))

∣∣) ≤
≤ θ2 (2 + kl2) ‖x (t)− y (t)‖

и, следовательно,

‖Tx (t)− Ty (t)‖ ≤ θ ‖x (t)− y (t)‖

или

ρ (Tx (t) , T y (t)) ≤ θρ (x (t) , y (t)) ,
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где θ = θ2 (2 + k). Поскольку k <
1− 2θ2

θ2
, то

θ = θ2 (2 + k) < θ2

(
2 +

1− 2θ2

θ2

)
= 1,

т. е. отображение T сжато.
Таким образом, отображение T , определенное с помощью соотношения (8), преобра-

зует C0,k (R+) в себя и является сжатым. Тогда, как известно, T имеет единственную не-
подвижную точку x (t) ∈ C0,k (R+) и

x (t) = lim
m→∞

Tmx0 (t) ,

где x0 (t) — произвольная вектор-функция из множества C0,k (R+).
Теорема 2 доказана.
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