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We consider the initial value problem
∑

16i+j+k62

aijkt
ixj(x′)k+f(t, x, x′) = 0, x(0) = 0,where a000 = 0,

a001 = 0, a002 = 0, and prove that there exist continuously differentiable solutions x : (0, ρ] → R with
required asymptotic properties.

Розглядається задача Кошi
∑

16i+j+k62

aijkt
ixj(x′)k+f(t, x, x′) = 0, x(0) = 0, де a000 = 0, a001 = 0,

a002 = 0. Доведено iснування неперервно диференцiйовних розв’язкiв x : (0, ρ] → R з потрiбними
асимптотичними властивостями.

Проблема существования и числа решений сингулярной задачи Коши для дифференци-
альных уравнений, разрешенных относительно производных неизвестных, подробно ис-
следовалась многими авторами (см., например, [1 – 5]). Значительное внимание уделялось
и задаче Коши для дифференциальных уравнений неявного вида; рассматривались как
общие вопросы о разрешимости и числе решений [6 – 9], так и признаки сходимости к
решению последовательных приближений [10 – 13]. Однако асимптотическое поведение
решений задачи Коши для дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно
производных неизвестных, исследовалось сравнительно мало, причем не только в сингу-
лярном, но и в регулярном случае. В предлагаемой работе авторы сделали попытку рас-
смотреть сингулярную задачу Коши для дифференциального уравнения неявного вида.
Доказано существование непустого множества непрерывно дифференцируемых реше-
ний с требуемыми асимптотическими свойствами. В то же время исследуется и асимпто-
тическое поведение первых производных этих решений. При определенных условиях дан
ответ на вопрос о числе решений указанного вида. Используются методы качественной
теории дифференциальных уравнений [2, 14 – 18].

1. В настоящей работе рассматривается задача Коши∑
16i+j+k62

aijkt
ixj(x′)k + f(t, x, x′) = 0, (1)

x(0) = 0, (2)

где t ∈ (0, τ) — действительная переменная, x : (0, τ) → R — действительная неизвест-
ная функция переменной t, все aijk — постоянные, i, j, k ∈ {0, 1, 2}, a001 = a002 = 0,
f : D → R— непрерывная функция,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x| < r1t, |y| < r2},

c© А. Е. Зернов, Ю. В. Кузина, 2004
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2004, т . 7, N◦ 1 67



68 А. Е. ЗЕРНОВ, Ю. В. КУЗИНА

|f(t, x, y)| 6 t2α(t), (t, x, y) ∈ D, где α : (0, τ) → (0,+∞) — непрерывная функция,
lim
t→+0

α(t) = 0.

Определение. Для каждого ρ ∈ (0, τ) непрерывно дифференцируемая функция x :
(0, ρ] → R называется ρ-решением задачи (1), (2), если:

1) (t, x(t), x′(t)) ∈ D, t ∈ (0, ρ];
2) x тождественно удовлетворяет уравнению (1) при t ∈ (0, ρ].

В первой части работы предполагаем, что выполнены условия A:
1) если P(s) = a011s

2 + (a010 + a101)s + a100, b(s) = −(a101 + a011s), то уравнение
P(s) = 0 имеет действительный корень s = c, удовлетворяющий условиям

|c| < min{r1, r2}, P ′(c) 6= 0, b(c) 6= 0;

2) |f(t1, x, y)− f(t2, x, y)| 6 lt(µ)|t1 − t2|, 0 < µ 6 t1, t2 < τ, (ti, x, y) ∈ D,

|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 lx(t)|x1 − x2|, (t, xi, y) ∈ D,

|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6 lyt|y1 − y2|, (t, x, yi) ∈ D,

i ∈ {1, 2},
где lt : (0, τ) → (0,+∞) — непрерывная функция, 0 < t1 < t2 < τ ⇒ lt(t1) > lt(t2), lx :
(0, τ) → (0,+∞) — непрерывно дифференцируемая функция,

lim
t→+0

t
l′x(t)
lx(t)

= Lx, −∞ < Lx 6 0,

ly — постоянная, ly < |b(c)|.
Обозначим через U1(ρ,M, q, r) множество всех непрерывно дифференцируемых фун-

кций u : (0, ρ] → R таких, что

|u(t)− ct| 6 Mt1+r,
∣∣u′(t)− c∣∣ 6 qMtr, t ∈ (0, ρ]; (3)

здесь ρ,M, q, r — постоянные, ρ ∈ (0, τ), M > 0, q > 0, r ∈ (0, 1].

Теорема 1. Пусть выполнены условияA и bP ′(c) > 0. Тогда существуют ρ,M, q, r та-
кие, что задача (1), (2) имеет бесконечное множество ρ-решений, принадлежащих мно-
жеству U1(ρ,M, q, r). Если при этом постоянная ξ удовлетворяет условию |ξ − cρ| <
< Mρ1+r, то задача (1), (2) имеет ρ-решение xξ : (0, ρ] → R, принадлежащее множеству
U1(ρ,M, q, r), такое, что xξ(ρ) = ξ.

Обозначим через U2(ρ,M, q) множество всех непрерывно дифференцируемых фун-
кций u : (0, ρ] → R таких, что

|u(t)− ct| 6 Mt2,
∣∣u′(t)− c∣∣ 6 qMt, t ∈ (0, ρ]; (4)

здесь ρ,M, q — постоянные, ρ ∈ (0, τ), M > 0, q > 0.
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Теорема 2. Пусть выполнены условия A и

bP ′(c) < 0,
P ′(c)
b
− 1 < Lx 6 0.

Тогда существуют ρ,M, q такие, что задача (1), (2) имеет ρ-решение, принадлежащее
множеству U2(ρ,M, q).

Доказательство теоремы 1. Вначале выберем постоянные ρ,M, q, r. Пусть r <
P ′(c)
b

,

M >
|a200|+ |a020|c2 + |a110||c|(

P ′(c)
b − r

)
|b|

, q >
1
|b|

(
|a010 + a011c|+ |P ′(c)− rb|

)
.

Условия, определяющие выбор ρ, здесь не приводим ввиду ограниченности объема ста-
тьи. Отметим лишь, что ρ ∈ (0, τ), ρ достаточно мало. Обозначим через B пространство
непрерывно дифференцируемых функций x : [0, ρ] → R с нормой

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(|x(t)|+ |x′(t)|). (5)

Пусть U — подмножество B, каждый элемент u : [0, ρ] → R которого удовлетворяет
условиям (3), причем u(0) = 0, u′(0) = c и при этом

∀µ ∈ (0, ρ] ∀ti ∈ [µ, ρ], i ∈ {1, 2} : |u′(t1)− u′(t2)| 6 K(µ)|t1 − t2|, (6)

где

K(µ) = 2((|b| − ly)µ)−1
(
lt(µ) + lx(µ)(|c|+ 1) + 2|b||c|+ 2|a010 + a011c||c|+ |a011||c|+ 1

)
.

Множество U замкнуто, ограничено, выпукло и (на основании теоремы Арцела) ком-
пактно. Преобразуем уравнение (1) к виду

bt(x′ − c) = (a010 + a011c)(x− ct) + a200t
2 + a020x

2 + a110tx+

+ a011(x− ct)(x′ − c) + f(t, x, x′) (7)

и далее будем рассматривать дифференциальное уравнение

x′ = c+ (bt)−1
(

(a010 + a011c)(x− ct) + a200t
2 + a020x

2 + a110tx+

+ a011(u(t)− ct)(u′(t)− c) + f(t, u(t), u′(t))
)
, (8)

где u ∈ U — произвольная фиксированная функция.
Пусть

D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], x ∈ R}.
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В D0 для уравнения (8) выполнены условия теоремы существования и единственности
решения и непрерывной зависимости решений от начальных данных. Обозначим

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| = Mt1+r},

D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| < Mt1+r},

H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρ| < Mρ1+r}.

Пусть функция A1 : D0 → [0,+∞) определяется равенством A1(t, x) = (x− ct)2t−2(1+r) и
a1 : D0 → R— производная функции A1 в силу уравнения (8). Нетрудно убедиться в том,
что a1(t, x) > 0 при (t, x) ∈ Φ1. Докажем, что если (t0, x0) ∈ Φ1 — любая точка и J0 :
(t, x0(t)) — интегральная кривая (8), проходящая через точку (t0, x0), то при достаточно
малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D1 при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D1 при t ∈
∈ (t0 − δ, t0). Действительно,

A1(t0, x0(t0)) = A1(t0, x0) = M2, a1(t0, x0(t0)) = a1(t0, x0) > 0,

поэтому если t0 ∈ (0, ρ), то существует δ > 0 такое, что

sign(A1(t, x0(t))−A1(t0, x0(t0))) = sign(t− t0), |t− t0| < δ,

или
sign(|x0(t)− ct|t−1−r −M) = sign(t− t0), |t− t0| < δ;

если же t0 = ρ, то существует δ > 0 такое, что

A1(t, x0(t)) < A1(t0, x0(t0)), t ∈ (ρ− δ, ρ),

или
|x0(t)− ct|t−1−r < M, t ∈ (ρ− δ, ρ).

Отсюда можно сделать вывод, что каждая из интегральных кривых (8), пересекающих
множество H, определена при t ∈ (0, ρ] и лежит в D1 при всех t ∈ (0, ρ]. Действительно,
каждая из этих интегральных кривых при убывании t от ρ до 0 не может иметь общих
точек с Φ1. Пусть G(ρ, xG) ∈ H — произвольная фиксированная точка. Рассмотрим инте-
гральную кривую Ju : (t, xu(t)) уравнения (8), проходящую через точку G. Как следует
из изложенного, Ju : (t, xu(t)) лежит в D1 при t ∈ (0, ρ]. Поэтому

|xu(t)− ct| 6 Mt1+r, t ∈ (0, ρ].

Легко видеть, что
|x′u(t)− c| 6 qMtr, t ∈ (0, ρ],

и

∀µ ∈ (0, ρ] ∀ti ∈ [µ, ρ], i ∈ {1, 2} : |x′u(t1)− x′u(t2)| 6 K(µ)|t1 − t2|. (9)
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Если положить xu(0) = 0, x′u(0) = c, то xu ∈ U . Определим оператор T : U → U равен-
ством Tu = xu. Отметим, что xu(ρ) = xG при любом выборе функции u ∈ U в правой
части уравнения (8).

Докажем, что T : U → U — непрерывный оператор. Пусть ui ∈ U , i ∈ {1, 2}, —
произвольные фиксированные функции. Обозначим Tui = xi, i ∈ {1, 2}. Если u1 = u2,
то и x1 = x2. Пусть, далее, ‖u1 − u2‖B = h, h > 0. Положим

Φ2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = ηhνt(1+r)(1−ν)lx(t)},

D2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < ηhνt(1+r)(1−ν)lx(t)},

где η, ν — постоянные, определяемые следующими условиями:

0 < ν < 1, η >
4(2M)1−ν

|b|
(
P ′(c)
b − r

) .
Пусть функция A2 : D0 → [0,+∞) определяется равенством

A2(t, x) = (x− x2(t))2(t(1+r)(1−ν)lx(t))−2

и a2 : D0 → R— производная функции A2 в силу уравнения

x′ = c+ (bt)−1
(

(a010 + a011c)(x− ct) + a200t
2 + a020x

2 + a110tx+

+ a011(u1(t)− ct)(u′1(t)− c) + f(t, u1(t), u′1(t))
)
. (10)

Поскольку

|u1(t)− u2(t)| = |u1(t)− u2(t)|ν |u1(t)− u2(t)|1−ν 6

6 ‖u1 − u2‖νB(|u1(t)− ct|+ |u2(t)− ct|)1−ν 6 hν(2Mt1+r)1−ν ,

|u′1(t)− u′2(t)| = |u′1(t)− u′2(t)|ν |u′1(t)− u′2(t)|1−ν 6

6 ‖u1 − u2‖νB(|u′1(t)− c|+ |u′2(t)− c|)1−ν 6 hν(2qMtr)1−ν ,

t ∈ (0, ρ],
нетрудно убедиться в том, что a2(t, x) > 0 для всех точек (t, x) ∈ Φ2, удовлетворяющих
условию

|x− ct| 6 Mt1+r, t ∈ (0, ρ]. (11)
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Отсюда следует, что если взять любую точку (t0, x0) ∈ Φ2, удовлетворяющую условию
(11), и рассмотреть интегральную кривую J0 : (t, x0(t)) уравнения (10), проходящую че-
рез эту точку, то при достаточно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D2 при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь
t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D2 при t ∈ (t0 − δ, t0). Это доказывается так же, как и аналогич-
ное утверждение для Φ1. При этом x1(ρ) = x2(ρ) = xG. Существенным является то
обстоятельство, что для интегральной кривой J1 : (t, x1(t)) уравнения (10) выполнено
условие |x1− ct| 6 Mt1+r, t ∈ (0, ρ]. Поэтому если бы эта интегральная кривая имела об-
щую точку с кривой Φ2, то для такой точки неизбежно было бы выполнено условие (11),
которое предполагалось выполненным при рассмотрении знака a2(t, x) в точках кривой
Φ2. Из изложенного следует, что если t уменьшается от ρ до 0, то интегральная кривая
J1 : (t, x1(t)) уравнения (10) не может иметь общих точек с Φ2. Значит, эта интегральная
кривая лежит в D2 при всех t ∈ (0, ρ] и поэтому

|x1(t)− x2(t)| 6 ηhνt(1+r)(1−ν)lx(t), t ∈ (0, ρ]. (12)

Поскольку для каждого i ∈ {1, 2} функция xi : (0, ρ] → R является решением уравнения
(8), где u = ui соответственно, с помощью (12) легко доказать, что

|x′1(t)− x′2(t)| 6 lx(t)
t
hνω(t), t ∈ (0, ρ], (13)

где ω : (0, ρ] → (0,+∞) — непрерывная функция, lim
t→+0

ω(t) = 0. Из (12), (13) следует

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 lx(t)
t
hν , t ∈ (0, ρ]. (14)

Перейдем непосредственно к доказательству непрерывности оператора T : U → U .
Пусть дано ε > 0. Существует такое tε ∈ (0, ρ), что

2Mt1+r + 2qMtr 6
ε

2
при t ∈ (0, tε].

Поэтому если t ∈ (0, tε], то

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 |x1(t)− ct|+ |x2(t)− ct|+ |x′1(t)− c|+ |x′2(t)− c| 6 ε

2
.

Пусть, далее, t ∈ [tε, ρ]. Тогда
lx(t)
t
6
lx(tε)
tε

и из (14) имеем

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 lx(tε)
tε

hν , t ∈ [tε, ρ]. (15)

Положим

δ(ε) =
(

εtε
2lx(tε)

) 1
ν

. (16)
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Если h < δ(ε), то согласно (15)

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 ε

2
, t ∈ [tε, ρ].

Значит, если h < δ(ε), то

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 ε

2
при t ∈ (0, ρ],

и поэтому

max
t∈[0,ρ]

(
|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)|

)
6
ε

2
, т. е. ‖x1 − x2‖B 6

ε

2
.

В итоге для любого ε > 0 существует такое δ(ε) > 0, что если ‖u1 − u2‖B = h < δ(ε), то

‖Tu1 − Tu2‖B = ‖x1 − x2‖B 6
ε

2
< ε.

Проведенные рассуждения не зависят от выбора функций ui ∈ U , i ∈ {1, 2}. Непрерыв-
ность оператора T : U → U доказана.

Для завершения доказательства теоремы 1 остается применить к оператору T : U →
→ U теорему Шаудера о неподвижной точке.

Доказательство теоремы 2. Прежде всего выберем постоянные ρ,M, q. Пусть

M >
|a200|+ |a020|c2 + |a110||c|(

1− P
′(c)
b

)
|b|

, q >
|a010 + a011c|

|b|
+ 1− P

′(c)
b

.

Условия выбора ρ не приводим ввиду ограниченности объема статьи. Укажем только,
что ρ ∈ (0, τ) и ρ достаточно мало. Обозначим через B пространство непрерывно диффе-
ренцируемых функций x : [0, ρ] → R с нормой (5). Пусть U — подмножество B, каждый
элемент u : [0, ρ] → R которого удовлетворяет условиям (4), причем u(0) = 0, u′(0) = c
и при этом выполнено условие (6), где

K(µ) = 2((|b| − ly)µ)−1
(
lt(µ) + lx(µ)(|c|+ 1) + 2|b||c|+ 2|a010 + a011c||c|+ 1

)
.

Множество U замкнуто, ограничено, выпукло и (на основании теоремы Арцела) компа-
ктно. Пусть

D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], x ∈ R}.

Рассмотрим уравнение (8), где u ∈ U — произвольная фиксированная функция. В D0 для
уравнения (8) выполнены условия теоремы существования и единственности решения и
непрерывной зависимости решений от начальных данных. Обозначим

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| = Mt2},

D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| < Mt2},

H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρ| < Mρ2}.
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Пусть функция A1 : D0 → [0,+∞) определяется равенством A1(t, x) = (x− ct)2t−4 и a1 :
D0 → R — производная функции A1 в силу уравнения (8). Легко видеть, что a1(t, x) < 0
при (t, x) ∈ Φ1.Поэтому если (t0, x0) ∈ Φ1 — любая точка и J0 : (t, x0(t)) — интегральная
кривая (8), проходящая через точку (t0, x0), то при достаточно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D1

при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D1 при t ∈ (t0− δ, t0). Это доказывается теми
же рассуждениями, что и аналогичное утверждение относительно Φ1 при доказательстве
теоремы 1. Докажем теперь, что среди интегральных кривых (8), пересекающих H, най-
дется хотя бы одна интегральная кривая (обозначим ее через Ju : (t, xu(t))), которая
определена при t ∈ (0, ρ] и лежит в D1 при всех t ∈ (0, ρ]. Действительно, любая ин-
тегральная кривая (8), пересекшая Φ1 при t ∈ (0, ρ), при последующем возрастании t
не сможет иметь общих точек с Φ1. Поэтому она пересечет H. Определим отображение
ψ : Φ1 → H, сопоставив каждой точке P ∈ Φ1 точку ψ(P ) ∈ H, принадлежащую той же
интегральной кривой (8), что и точка P. Пусть ψ(Φ1) = {Q ∈ H : Q = ψ(P ), P ∈ Φ1}.
Множество ψ(Φ1) незамкнуто как образ незамкнутого множества Φ1. В то же время H
— замкнутое множество; поэтому множество H\ψ(Φ1) непусто. Тогда найдется хотя бы
одна интегральная кривая Ju : (t, xu(t)) уравнения (8) такая, что (ρ, xu(ρ)) ∈ H\ψ(Φ1).
Очевидно, что Ju : (t, xu(t)) определена при t ∈ (0, ρ] и лежит в D1 при t ∈ (0, ρ]. Нетруд-
но убедиться в том, что не только

|xu(t)− ct| 6 Mt2, t ∈ (0, ρ],

но и

|x′u(t)− c| 6 qMt, t ∈ (0, ρ],

и, кроме того, выполнено условие (9). Положим xu(0) = 0, x′u(0) = c. Тогда xu ∈ U . До-
кажем, что Ju : (t, xu(t)) — единственная интегральная кривая (8) с такими свойствами.
Иначе говоря, докажем, что если (t0, x0) — любая точка множества D1\{(0, 0)}, удовлет-
воряющая условию x0 6= xu(t0), то интегральная кривая (8), проходящая через точку
(t0, x0), выйдет из множества D1 при уменьшении t. Действительно, рассмотрим однопа-
раметрические семейства множеств

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νt2(− ln t)},

D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| < νt2(− ln t)},

где ν — параметр, ν ∈ (0, 1]. Пусть функция A2 : D0 → [0,+∞) определяется равенством

A2(t, x) = (x− xu(t))2(t2(− ln t))−2

и a2 : D0 → R — производная функции A2 в силу уравнения (8). Легко видеть, что
a2(t, x) < 0, если (t, x) ∈ D0 и при этом x 6= xu(t). В частности, a2(t, x) < 0, если
(t, x) ∈ Φ2(ν) для любого ν ∈ (0, 1]. Поэтому если взять любую точку (t0, x0) любой
кривой Φ2(ν), ν ∈ (0, 1], и обозначить через J0 : (t, x0(t)) интегральную кривую (8),
проходящую через эту точку, то при достаточно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D2(ν) при
t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D2(ν) при t ∈ (t0 − δ, t0). Это доказывается
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так же, как и аналогичное утверждение относительно Φ1. Пусть теперь P∗(t∗, x∗) — про-
извольная точка множества D1\{(0, 0)}, удовлетворяющая условию x∗ 6= xu(t∗). Суще-
ствует такое ν∗ ∈ (0, 1], что P∗ ∈ Φ2(ν∗). Из изложенного выше следует, что интеграль-
ная кривая J∗ : (t, x∗(t)) уравнения (8), проходящая через точку P∗, лежит вне D2(ν∗) при
всех t ∈ (t−, t∗), где (t−, t∗) — левый максимальный интервал существования решения
x∗. С другой стороны, существует такое t∗∗ ∈ (0, ρ), что если одновременно (t, x) ∈ D1,
t ∈ (0, t∗∗), то (t, x) ∈ D2(ν∗), так как

|x− xu(t)| 6 |x− ct|+ |xu(t)− ct| 6 2Mt2 < ν∗t
2(− ln t),

если t ∈ (0, t∗∗), где t∗∗ ∈ (0, ρ) достаточно мало. Пусть

t∗ = min{t∗, t∗∗}.

Из изложенного выше следует, что если t ∈ (t−, t∗), то интегральная кривая J∗ : (t, x∗(t))
уравнения (8) лежит внеD1, что и требовалось доказать. Определим оператор T : U → U
равенством Tu = xu. Докажем, что T : U → U — непрерывный оператор. Пусть ui ∈
∈ U , i ∈ {1, 2}, — произвольные фиксированные функции. Обозначим Tui = xi, i ∈
∈ {1, 2}. Если u1 = u2, то и x1 = x2. Пусть, далее, ‖u1 − u2‖B = h, h > 0. Положим

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = ηhνt2(1−ν)lx(t)},

D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < ηhνt2(1−ν)lx(t)},

где ν, η — постоянные, которые определяются следующими условиями:

0 < ν < min

{
−1

2

(
P ′(c)
b
− 1− Lx

)
, 1

}
, η >

4(2M)1−ν

|b|
(

1 + Lx − P
′(c)
b − 2ν

) .
Пусть функция A3 : D0 → [0,+∞) определяется равенством

A3(t, x) = (x− x2(t))2(t2(1−ν)lx(t))−2

и a3 : D0 → R— производная функции A3 в силу уравнения (10). Поскольку

|u1(t)− u2(t)| 6 hν(2Mt2)1−ν , |u′1(t)− u′2(t)| 6 hν(2qMt)1−ν , t ∈ (0, ρ],

нетрудно убедиться в том, что a3(t, x) < 0 для всех точек (t, x) ∈ Φ3, удовлетворяющих
условию

|x− ct| 6 Mt2, t ∈ (0, ρ]. (17)

Отсюда следует, что если (t0, x0) — любая точка Φ3, удовлетворяющая условию (17), и
J0 : (t, x0(t)) — интегральная кривая уравнения (10), проходящая через эту точку, то при
достаточно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D3 при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D3
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при t ∈ (t0− δ, t0). Это доказывается так же, как и аналогичное утверждение для Φ1. При
этом

|x1(t)− x2(t)| 6 |x1(t)− ct|+ |x2(t)− ct| 6 2Mt2 < ηhνt2(1−ν)lx(t),

если t ∈ (0, t(h)], где t(h) ∈ (0, ρ) достаточно мало. Значит, интегральная кривая J1 :
(t, x1(t)) уравнения (10) лежит в D3 при t ∈ (0, t(h)]. Отметим, что для интегральной кри-
вой J1 : (t, x1(t)) выполнено условие |x1(t) − ct| 6 Mt2, t ∈ (0, ρ]. Поэтому если бы
J1 : (t, x1(t)) имела с Φ3 общую точку, то в такой точке условие (17) обязательно было
бы выполнено. Из изложенного следует, что если t увеличивается от t(h) до ρ, то инте-
гральная кривая J1 : (t, x1(t)) уравнения (10) не может иметь общих точек с Φ3. Следова-
тельно, J1 : (t, x1(t)) лежит в D3 при всех t ∈ (0, ρ] и поэтому

|x1(t)− x2(t)| 6 ηhνt2(1−ν)lx(t), t ∈ (0, ρ].

Далее, проводя те же рассуждения, что и в соответствующей части доказательства тео-
ремы 1, получаем неравенства (13), (14) и (15), где tε ∈ (0, ρ) столь мало, что

2Mt2 + 2qMt 6
ε

2
при t ∈ (0, tε].

Как и при доказательстве теоремы 1, покажем, что если δ(ε) определяется формулой
(16) и ‖u1 − u2‖B = h < δ(ε), то ‖Tu1 − Tu2‖B = ‖x1 − x2‖B 6

ε

2
< ε. Проведенные

рассуждения не зависят от выбора функций ui ∈ U , i ∈ {1, 2}. Следовательно, оператор
T : U → U непрерывен.

Для завершения доказательства теоремы 2 достаточно применить к оператору T :
U → U теорему Шаудера о неподвижной точке.

2. Во второй части работы предполагаем, что выполнены условия B:
1) a010 = 0, a100 = 0;
2) a101 6= 0;
3) если обозначить D∗ = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x| < r3t

2, |y| < r4t} и считать D∗ ⊂ D,
то

|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 lxt|x1 − x2|, (t, xi, y) ∈ D∗,

|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6 lyt|y1 − y2|, (t, x, yi) ∈ D∗,

i ∈ {1, 2},
где lx, ly — постоянные;

4)
∣∣∣∣a200

a101

∣∣∣∣ < min{2r3, r4};

5)
∣∣∣∣a110 −

a200a011

a101

∣∣∣∣+ lx + ly < |a101|;

6) α : (0, τ) → (0,+∞) — непрерывно дифференцируемая функция, lim
t→+0

t
α′(t)
α(t)

=

= α0, lim
t→+0

t

α(t)
= lα, где 0 6 α0 < +∞, 0 6 lα < +∞.
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Пусть постоянная c определяется равенством c = − a200

2a101
. Обозначим через U3(ρ,M)

множество всех непрерывно дифференцируемых функций u : (0, ρ] → R таких, что∣∣u(t)− ct2
∣∣ 6 Mt2α(t),

∣∣u′(t)− 2ct
∣∣ 6 Mtα(t), t ∈ (0, ρ]; (18)

здесь ρ,M — постоянные, ρ ∈ (0, τ), M > 0.

Теорема 3. Пусть выполнены условия B. Тогда существуют ρ,M такие, что задача
(1), (2) имеет ρ-решение, принадлежащее множеству U3(ρ,M), и притом единственное.

Доказательство. Вначале выберем постоянные ρ,M . Пусть

M > (|a110|+ 2|a001||c|)|c|lα + 2.

Условия, определяющие выбор ρ, не приводим ввиду ограниченности объема статьи.
Укажем только, что ρ ∈ (0, τ), ρ достаточно мало. Обозначим через B пространство
непрерывно дифференцируемых функций x : [0, ρ] → R с нормой (5). Пусть U — под-
множество B, каждый элемент u : [0, ρ] → R которого удовлетворяет при t ∈ (0, ρ]
условиям (18), причем u(0) = 0, u′(0) = 0. U — ограниченное и замкнутое множество.

Преобразуем уравнение (1) к виду

−
(
a101 + a011

x

t

)
t(x′ − 2ct) = a020x

2 + (a110 + 2a011c)tx+ f(t, x, x′)

и далее будем рассматривать дифференциальное уравнение

x′ = 2ct−
(
a101 + a011

u(t)
t

)−1

t−1
(
a020(u(t))2 + (a110 + 2a011c)tu(t) +

+ f(t, u(t), u′(t))
)
, (19)

где u ∈ U — произвольная фиксированная функция. Пусть

D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], x ∈ R}.

В D0 для уравнения (19) выполнены условия теоремы существования и единственности
решения и непрерывной зависимости решений от начальных данных. Положим

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct2| = Mt2α(t)},

D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct2| < Mt2α(t)},

H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρ2| < Mρ2α(ρ)}.

Пусть функцияA1 : D0 → [0,+∞) определяется равенствомA1(t, x) = (x−ct2)2(t2α(t))−2

и a1 : D0 → R — производная функции A1 в силу уравнения (19). Легко видеть, что
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a1(t, x) < 0 при (t, x) ∈ Φ1. Отсюда следует, что если (t0, x0) ∈ Φ1 — любая точка и
J0 : (t, x0(t)) — интегральная кривая (19), проходящая через точку (t0, x0), то при доста-
точно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D1 при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и (t, x0(t)) ∈ D1 при t ∈
∈ (t0 − δ, t0). Это доказывается так же, как и аналогичное утверждение относительно Φ1

при доказательстве теоремы 1. Отсюда следует, что среди интегральных кривых уравне-
ния (19), пересекающих H, найдется одна и только одна интегральная кривая (обозначим
ее через Ju : (t, xu(t))), которая определена при t ∈ (0, ρ] и лежит в D1 при всех t ∈ (0, ρ].
С этой целью проводятся те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 2; сейчас
рассматриваются однопараметрические семейства множеств

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νt2α(t)(− ln t)},

D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| < νt2α(t)(− ln t)},

где ν — параметр, ν ∈ (0, 1), и доказывается, что производная в силу уравнения (19) от
функции A2, определенной равенством

A2(t, x) = (x− xu(t))2(t2α(t)(− ln t))−2,

отрицательна во всех точках (t, x) ∈ D0 таких, что x 6= xu(t). Нетрудно убедиться в том,
что

|xu(t)− ct2| 6 Mt2α(t), |x′u(t)− 2ct| 6 Mtα(t), t ∈ (0, ρ].

Положим xu(0) = 0, x′u(0) = 0. Тогда xu ∈ U . Определим оператор T : U → U равен-
ством Tu = xu. Докажем, что T : U → U — сжимающий оператор. Пусть ui ∈ U , i ∈
∈ {1, 2}, — произвольные фиксированные функции и Tui = xi, i ∈ {1, 2}. Если u1 = u2,
то и x1 = x2. Пусть, далее, ‖u1 − u2‖B = h, h > 0. Положим

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = ηht},

D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < ηht},

где η — постоянная, удовлетворяющая условию

η > |a101|−1(|a110 + a011c|+ lx + ly).

Определим функцию A3 : D0 → [0,+∞) равенством

A3(t, x) = (x− x2(t))2t−2.

Пусть a3 : D0 → R— производная функции A3 в силу уравнения

x′ = 2ct−
(
a101 + a011

u1(t)
t

)−1

t−1
(
a020(u1(t))2 + (a110 + 2a011c)tu1(t) +

+ f(t, u1(t), u′1(t))
)
, (20)
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Легко видеть, что a3(t, x) < 0 при (t, x) ∈ Φ3. Отсюда следует, что если (t0, x0) ∈ Φ3

— любая точка и J0 : (t, x0(t)) — интегральная кривая (20), проходящая через точку
(t0, x0), то при достаточно малом δ > 0 (t, x0(t)) ∈ D3 при t ∈ (t0, t0 + δ) (здесь t 6 ρ) и
(t, x0(t))∈D3 при t ∈ (t0−δ, t0).Это доказывается так же, как и аналогичное утверждение
относительно Φ1 при доказательстве теоремы 1. При этом

|x1(t)− x2(t)| 6 |x1(t)− ct2|+ |x2(t)− ct2| 6 2Mt2α(t) < ηht,

если t ∈ (0, t(h)], где t(h) ∈ (0, ρ) достаточно мало. Следовательно, интегральная кривая
J1 : (t, x1(t)) уравнения (20) лежит в D3 при t ∈ (0, t(h)]. Из изложенного выше следует,
что если t возрастает от t(h) до ρ, то интегральная кривая J1 : (t, x1(t)) не может иметь
общих точек с Φ3.Поэтому указанная интегральная кривая лежит вD3 при всех t ∈ (0, ρ].
Это означает, что

|x1(t)− x2(t)| < ηht, t ∈ (0, ρ]. (21)

Для каждого i ∈ {1, 2} функция xi : (0, ρ] → R обращает в тождество уравнение (19), в
котором соответственно u = ui. Из этих двух тождеств с помощью (21) получаем

|x′1(t)− x′2(t)| <
(
|a110 + 2a011c|+ lx + ly

|a101|
+ ω(t)

)
h, t ∈ (0, ρ], (22)

где ω : (0, ρ] → (0,+∞) — непрерывная функция, lim
t→+0

ω(t) = 0. Из (21), (22), учитывая
достаточную малость ρ, имеем

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6 θh, t ∈ (0, ρ], (23)

где θ =
1
2

(
1 +
|a110 + 2a011c|+ lx + ly

|a101|

)
; в соответствии с условием 0 < θ < 1. Из (23)

следует

max
t∈[0,ρ]

(
|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)|

)
6 θh, т. е. ‖x1 − x2‖B 6 θh,

или, окончательно,
‖Tu1 − Tu2‖B 6 θ‖u1 − u2‖B, 0 < θ < 1.

Проведенные рассуждения не зависят от выбора функций ui ∈ U , i ∈ {1, 2}. Таким обра-
зом, доказано, что T : U → U — сжимающий оператор.

Для завершения доказательства теоремы 3 остается применить к оператору T : U →
→ U принцип Банаха сжатых отображений.
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