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ДОСЛIДЖЕННЯ НЕПЕРЕРВНО ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ
I ОБМЕЖЕНИХ НА R

2 РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
I ЛIНIЙНО ПЕРЕТВОРЕНИМИ АРГУМЕНТАМИ

М. I. Гром’як

Тернопiл. пед. ун-т, Україна

For a system of integral partial differential functional equations with linearly transformed arguments, we
prove a theorem on existence of a solution that is continuously differentiable and bounded on R2.

Доведено теорему iснування неперервно диференцiйовного i обмеженого на R2 розв’язку систе-
ми iнтегро-диференцiальних функцiональних рiвнянь з частинними похiдними i лiнiйно перетво-
реними аргументами.

1. Вступ. У данiй роботi дослiджуються питання, пов’язанi з iснуванням неперервно дифе-
ренцiйовного та обмеженого на R2 розв’язку системи нелiнiйних iнтегро-диференцiаль-
них функцiональних рiвнянь з частинними похiдними i лiнiйно перетвореними аргумен-
тами. Для деяких аналогiчних рiвнянь цi проблеми розглядались у роботi [1].

2. Основна теорема. Розглянемо систему iнтегро-диференцiальних функцiональних
рiвнянь вигляду

ut(t, x) + Λux(t, x) = Au(t, x) +

+ f

t, x, u(t, x), u(λt+ a, x), u(t, µx+ b), u(λt+ a, µx+ b),

h(t,x)∫
0

φ(t, x, s, u(t, x))ds

 , (1)

де Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λn), λi, i = 1, . . . , n, — дiйснi числа A = diag (a1, a2, . . . , an), ai =
const, i = 1, . . . , n; λ, µ, a, b — довiльнi дiйснi числа (λ, µ 6= 0), t ∈ R, x ∈ R, f(t, x, v1, v2, v3,
v4, v5) : R×R×Rn×Rn×Rn×Rn×Rn → R

n i u(t, x) — невiдома n-вимiрна вектор-функцiя.

Теорема. Нехай виконуються умови:
1) Re ai > 0, i = 1, . . . , p, Re aj < 0, j = p+ 1, . . . , n;
2) вектор-функцiя φ(t, x, s, u(t, x)) та функцiя h(t, x) є неперервно диференцiйовними

за всiма своїми змiнними i при t ∈ R , x ∈ R , s ∈ R , u ∈ R маємо

|h(t, x)| ≤ K,
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∣∣φ(t, x, s, ũ)− φ(t, x, s, ˜̃u)
∣∣ ≤ d

∣∣ũ− ˜̃u
∣∣ ,

де d ≤ l

K
;

∣∣∣(v5(t, x, ũ))′x −
(
v5(t, x, ˜̃u)

)′
x

∣∣∣ ≤ l
∣∣ũ− ˜̃u

∣∣ ,

v5(t, x, u(t, x)) =

h(t,x)∫
0

φ(t, x, s, u(t, x))ds,

|φ(t, x, s, u)| df= max
1≤j≤n

|φj(t, x, s, uj)| ;

3) вектор-функцiя f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5) та її частиннi похiднi

di1+i2f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5)
dxi1dxi2j

,

i1 + i2 = 1, j = 1, . . . , 5, неперервнi за всiма своїми змiнними, i при t ∈ R , x ∈ R , v1 ∈ R ,
v2 ∈ R , v3 ∈ R , v4 ∈ R , v5 ∈ R маємо

sup |f(t, x, 0, 0, 0, 0, v5)| = N,

sup

∣∣∣∣∣di1+i2f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5)
dxi1dvi2j

∣∣∣∣∣ ≤ l,

де N, l — деякi додатнi сталi i

|f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5)| df= max
1≤j≤n

|fj(t, x, v1, v2, v3, v4, v5)| ;

4) вектор-функцiя f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5) та її частиннi похiднi першого порядку по
x, v1, v2, v3, v4, v5 задовольняють умову Лiпшиця

∣∣f(t, x, ṽ1, ṽ2, ṽ3, ṽ4, ṽ5)− f(t, x, ˜̃v1, ˜̃v2, ˜̃v3, ˜̃v4, ˜̃v5)
∣∣ ≤

≤ l
(
|ṽ1 − ˜̃v1|+ |ṽ2 − ˜̃v2|+ |ṽ3 − ˜̃v3|+ |ṽ4 − ˜̃v4|+ |ṽ5 − ˜̃v5|

)
,
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dxi1dvi2j
(t, x, ṽ1, ṽ2, ṽ3, ṽ4, ṽ5)− di1+i2f

dxi1dvi2j
(t, x, ˜̃v1, ˜̃v2, ˜̃v3, ˜̃v4, ˜̃v5)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ l

(
|ṽ1 − ˜̃v1|+ |ṽ2 − ˜̃v2|+ |ṽ3 − ˜̃v3|+ |ṽ4 − ˜̃v4|+ |ṽ5 − ˜̃v5|

)
,

де (t, x, ṽ1, ṽ2, ṽ3, ṽ4, ṽ5), (t, x, ˜̃v1, ˜̃v2, ˜̃v3, ˜̃v4, ˜̃v5) ∈ R× R× Rn × Rn × Rn × Rn × Rn.
Тодi при достатньо малому значеннi l iснує неперервно диференцiйовний i обмеже-

ний на R2 розв’язок системи рiвнянь (1).

3. Доведення теореми. Вважаючи

f

t, x, u(t, x), u(λt+ a, x), u(t, µx+ b), u(λt+ a, µx+ b),

h(t,x)∫
0

φ(t, x, s, u(t, x))ds


вiльним членом, розглянемо систему рiвнянь

ui(t, x) =

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)fi

(
τ, λj(τ − t) + x,

u(τ, λj(τ − t) + x), u(λτ + a, λj(τ − t) + x),

u(τ, µ(λj(τ − t) + x) + b), u(λτ + a, µ(λj(τ − t) + x) + b),

h(τ,λj(τ−t)+x)∫
0

φ(τ, λj(τ − t) + x, s, u(τ, λj(τ − t) + x))ds
)
dτ, i = 1, . . . , n, (2)

де G(t) = (Gij(t)) визначається спiввiдношенням

G(t) =

{
−diag (eA1t, 0), t < 0;

diag (0, eA2t), t > 0,

причому A1 = diag (a1, . . . , ap), A2 = diag (ap+1, . . . , an).
На пiдставi властивостей функцiї G(t) [1] неперервно диференцiйовний i обмежений

на R2 розв’язок W (t, x) системи рiвнянь (2) є також обмеженим на всiй площинi розв’яз-
ком системи iнтегро-диференцiальних функцiональних рiвнянь (1).

Розв’язок системи (2) побудуємо за допомогою методу послiдовних наближень, якi
визначимо формулами

u0
i (t, x) = 0
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та

umi (t, x) =

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)fj

(
τ, λj(τ − t) + x,

um−1(τ, λj(τ − t) + x), um−1(λτ + a, λj(τ − t) + x),

um−1(τ, µ(λj(τ − t) + x) + b), um−1(λτ + a, µ(λj(τ − t) + x) + b),

h(τ,λj(τ−t)+x)∫
0

φ(τ, λj(τ − t) + x, s, um−1(τ, λj(τ − t) + x)ds
)
dτ, (3)

i = 1, . . . , n,m = 1, 2, . . . .

Покажемо, що при всiх m ≥ 1, t ∈ R, x ∈ R виконується оцiнка∣∣umi (t, x)− um−1
i (t, x)

∣∣ ≤ Mθm−1, (4)

де 0 < θ < 1. Для
∣∣u1
i (t, x)− u0

i (t, x)
∣∣, i = 1, . . . , n, згiдно з зображенням (3), властивостя-

ми функцiї G(t), а також умовами 2 та 3 теореми одержимо∣∣u1
i (t, x)− u0

i (t, x)
∣∣ =

∣∣u1
i (t, x)

∣∣ ≤
≤

+∞∫
−∞

max
i

n∑
j=1

|Gij(t− τ)| |fj(τ, λj(τ − t) + x, 0, 0, 0, 0, v5)| dτ ≤

≤ N
+∞∫
−∞

|G(t− τ)| dτ ≤ N
2L
α
.

Покладаючи M = N
2L
α

, переконуємося, що оцiнка (4) справедлива для m = 1. При-

пустимо, що оцiнка (4) справджується для деякого m > 1, i покажемо, що вона не змiни-
ться при переходi вiдm доm+1. Справдi, на пiдставi (3), властивостей функцiїG та умови
4 теореми маємо

∣∣um+1
i (t, x)− umi (t, x)

∣∣ ≤ Mθm−15l

+∞∫
−∞

|Gij(t− τ)| dτ ≤ Mθm−1 10L
α
l.

Нехай θ таке, що
10L
α
l < θ < 1 при достатньо малому l. Тодi оцiнка (4) виконується

для m+ 1, а значить, i для всiх m ≥ 1.
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Отже, послiдовнiсть функцiй

um(t, x) = (un1 (t, x), um2 (t, x), . . . , umn (t, x)), m = 0, 1, . . . ,

рiвномiрно збiгається при t ∈ R, x ∈ R до деякої неперервної i обмеженої функцiї
W (t, x) = (W1(t, x),W2(t, x), . . . ,Wn(t, x)). Переходячи в (3) до границi при m → ∞, пере-
конуємося, що W (t, x) є розв’язком системи (2).

Залишилось довести, що знайденi функцiї Wi(t, x) мають неперервнi першi похiднi по
t i x. Насамперед зауважимо, що з умов теореми випливає, що всi наближення, побудованi
при доведеннi iснування розв’язку, мають неперервнi похiднi по t i x. Тодi, продиференцi-
ювавши по t i x рiвнiсть, яка визначає m-те наближення, одержимо

dumi (t, x)
dx

=

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)

(
dfj(〈m− 1〉)

dx
+

+
dfj(〈m− 1〉)

dv1

dum−1(τ, λj(τ − t) + x)
dx

+

+
dfj(〈m− 1〉)

dv2

dum−1(λτ + a, λj(τ − t) + x)
dx

+

+ µ
dfj(〈m− 1〉)

dv3

dum−1(τ, µ(λj(τ − t) + x) + b)
dx

+

+ µ
dfj(〈m− 1〉)

dv4

dum−1(λτ + a, µ(λj(τ − t) + x) + b)
dx

+

+
dfj(〈m− 1〉)

dv5

d
(h(τ,λj(τ−t)+x)∫

0

φ(τ, λj(τ − t) + x, s, um−1(τ, λj(τ − t) + x))ds
)

dx

)
dτ (5)

та

dumi (t, x)
dt

=fi (〈m− 1〉) + aiu
m
i (t, x) +

+

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)

(
−λj

dfj(〈m− 1〉)
dx

−

− λj
dfj(〈m− 1〉)

dv1

dum−1(τ, λj(τ − t) + x)
dx

−
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− λj
dfj(〈m− 1〉)

dv2

dum−1(λτ + a, λj(τ − t) + x)
dx

−

− λjµ
dfj(〈m− 1〉)

dv3

dum−1(τ, µ(λj(τ − t) + x) + b)
dx

−

− λjµ
dfj(〈m− 1〉)

dv4

dum−1(λτ + a, µ(λj(τ − t) + x) + b)
dx

−

− λj
dfj(〈m− 1〉)

dv5

d
(h(τ,λj(τ−t)+x)∫

0

φ(τ, λj(τ − t) + x, s, um−1(τ, λj(τ − t) + x))ds
)

dx

)
dτ, (6)

i = 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . ,

де

〈m− 1〉 =
(
τ, λj(τ − t) + x, um−1(τ, λj(τ − t) + x),

um−1(λτ + a, λj(τ − t) + x), um−1(τ, µ(λj(τ − t) + x) + b),

um−1(λτ + a, µ(λj(τ − t) + x) + b),

h(τ,λj(τ−t)+x)∫
0

φ(τ, λj(τ − t) + x, s, um−1(τ, λj(τ − t) + x))ds
)
.

З (5), (6) безпосередньо випливає, що для доведення iснування неперервних перших по-
хiдних по t, x достатньо довести, що послiдовностi

dumi (t, x)
dx

, i = 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . ,

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R, x ∈ R.
Покажемо, що при всiх m ≥ 1, t ∈ R, x ∈ R виконуються оцiнки

∣∣∣∣dumi (t, x)
dx

−
dum−1

i (t, x)
dx

∣∣∣∣ ≤ M̃θm−1, i = 1, ..., n, (7)

де M̃ — деяка достатньо велика стала.
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Враховуючи (5) i умову 3 теореми, при m = 1 маємо

∣∣∣∣∣dumi (t, x)
dx

−
dum−1

i (t, x)
dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
−∞

n∑
j=1

|Gij(t− τ)|
∣∣∣∣dfj(τ, λj(τ − t) + x, 0, 0, 0, 0, v5)

dx

∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣dfj(τ, λj(τ − t) + x, 0, 0, 0, 0, v5)

dv5

dv5

dx

∣∣∣∣ dτ ≤
≤ l(1 +M)

2L
α
≤ M̃, i = 1, . . . , n,

тобто в цьому випадку оцiнки (7) виконуються. Мiркуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнки (7) для деякогоm > 1 встановлено, i покажемо, що вони не змiняться при переходi
вiд m до m+ 1. Справдi, на пiдставi (4), (5), (7) i умов 2 – 4 одержуємо

∣∣∣∣dum+1
i (t, x)
dx

− dumi (t, x)
dx

∣∣∣∣ ≤ 5lMθm−1 2L
α

+ (3 + 2|µ|)lM̃θm−1 2L
α

+

+ (3 + 2|µ|)l M̃

1− θ
2L
α

5Mθm−1 ≤ M̃θm,

де θ таке, що при достатньо малому l виконуються спiввiдношення

1 > θ >


10L
α
l +

10L
α
MM̃−1l +

50L
α(1− θ)

Ml при |µ| ≤ 1;

2(3 + 2|µ|)L
α

l +
10L
α
MM̃−1l +

10(3 + 2|µ|)L
α(1− θ)

Ml при |µ| > 1.

Таким чином, оцiнки (7) виконуються для всiх m ≥ 1 i t ∈ R, x ∈ R i, отже, послi-

довностi
dumi (t, x)

dx
, i = 1, . . . , n,m = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються при t ∈ R, x ∈ R до

неперервних функцiй
dWi(t, x)

dx
, i = 1, . . . , n. Оскiльки

dW (t, x)
dx

=
∞∑
m=1

[
dumi (t, x)

dx
−
dum−1

i (t, x)
dx

]
, i = 1, . . . , n,
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то на пiдставi (7) маємо ∣∣∣∣dW (t, x)
dx

∣∣∣∣ ≤ M̃

1− θ
, i = 1, . . . , n.

Теорему доведено.

Зауваження. Якщо λ (6= 0) — цiле число i вектор-функцiя f(t, x, v1, v2, v3, v4, v5) є
T -перiодичною по t, то побудований розв’язок системи (1) також буде T -перiодичним
по t.
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