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СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ОДНИМ ЗАГАЮВАННЯМ
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Укр. ун-т водн. госп-ва та природокористування
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We consider a necessary condition for absolute exponential stability of a system of linear parabolic di-
fferential equations with one deley.

Розглядається виконання необхiдної умови абсолютної експоненцiальної стiйкостi систем лi-
нiйних параболiчних диференцiальних рiвнянь з одним загаюванням.

Стiйкiсть розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь i систем рiвнянь iз загаювання-
ми вивчена достатньо повно (див., наприклад, [1 – 10]). Аналогiчне питання для рiвнянь
з частинними похiдними вивчено в меншiй мiрi. Це обумовлено труднощами технiчного
характеру, висвiтленими в [10].

У роботах [11, 12] отримано необхiднi i достатнi умови абсолютної експоненцiальної
стiйкостi за рiзними парами норм розв’язкiв лiнiйних параболiчних рiвнянь iз загаювання-
ми. Метою даної статтi є дослiдження абсолютної експоненцiальної стiйкостi розв’язкiв
лiнiйних параболiчних систем диференцiальних рiвнянь з одним загаюванням.

Розглянемо мiшану задачу для рiвняння теплопровiдностi iз загаюванням

∂U(x, t)
∂t

= A
∂2U(x, t)
∂x2

+B
∂2U(x, t− τ)

∂x2
, t > 0, x ∈ [0, π],

U(x, t) = Φ(x, t), (x, t) ∈ [0, π]× [−τ, 0],

U(0, t) = U(π, t) = O, t ≥ −τ,

(1)

де A i B — сталi дiйснi квадратнi матрицi n-го порядку, причому A — додатно визначена,
U(x, t), Φ(x, t) — вектори-стовпцi n-го порядку, O — нульовий вектор, τ = const ≥ 0. Для
Φ(x, t) припускається iснування неперервних частинних похiдних Φ′′xx та Φ′′′xxt.

Нехай розв’язок задачi (1) iснує i при кожному t є вектором з елементами iз L2(0, π).
Його можна шукати методом Фур’є у виглядi

U(x, t) =
∞∑
k=1

sin kxTk(t), (2)

де вектори Tk(t) — розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь iз загаюванням

T ′k(t) + k2ATk(t) + k2B Tk(t− τ) = O, t > 0, k ∈ N, (3)
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якi задовольняють початковi умови

Tk(t) = Ψk(t) =
2
π

π∫
0

sin kxΦ(x, t)dx, t ∈ [−τ, 0].

Рiвнянням (3) вiдповiдають характеристичнi квазiполiноми

hk(s) = det
(
sI + k2A+ k2e−τsB

)
, s ∈ C, k ∈ N.

Зауважимо, що для абсолютної експоненцiальної стiйкостi розв’язкiв задачi (1) необ-
хiдно, щоб iснувало таке ε > 0, що при всiх k ∈ N

{s, hk(s) = 0} ⊂ {λ,Reλ < −ε} . (4)

Нижче наводиться достатня умова виконання (4).

Теорема. Якщо ⋃
|z|=1

σ(A+ zB) ⊂ {λ,Reλ > 0}, (5)

то iснує таке ε > 0, що {s : hk(s) = 0} ⊂ {λ : Reλ < −ε} при k ∈ N.

Доведення. Нехай виконується (5). Оскiльки при |z| = 1 множина σ(A + zB) ком-
пактна i вiдображення z → σ(A + zB) є неперервним, то

⋃
|z|=1

σ(A + zB) є компактною

множиною, зокрема замкненою. Тому з (5) випливає⋃
|z|=1

σ(A+ zB) ⊂ {λ,Reλ > 0}. (6)

У статтi [7] доведено, що якщо виконується (6), то⋃
|z|≤1

σ(A+ zB) ⊂ {λ,Reλ > 0}.

Множина
⋃
|z|≤1

σ(A+ zB) — компактна, як i
⋃
|z|=1

σ(A+ zB). Тому iснує спрямлюваний

контур L, що охоплює множину
⋃
|z|≤1

σ(−A− zB), але не перетинається з нею, i повнiстю

лежить у лiвiй пiвплощинi {λ,Reλ < 0}.
Позначимо через G область, яку обмежує контур L, Gc = C \G — її доповнення у C.
Доведемо, що оператор-функцiя (λI +A+ zB)−1 обмежена при λ ∈ Gc, |z| ≤ 1.
Справдi, оператор-функцiя (λI + A + zB)−1 неперервна за сукупнiстю змiнних (λ, z)

на замкненiй множинi L×K, де K = {z ∈ C, |z| ≤ 1}. Тому вона обмежена на нiй:

sup
λ∈L, z∈K

‖(λI +A+ zB)−1‖ = M1 < +∞,
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де ‖A‖ — операторна норма матрицi A у просторi квадратних матриць n-го порядку.
Аналогiчно (λI + A + zB)−1 обмежена на множинi {(λ, z) ∈ Gc × K, ρ(λ,G) ≤ 1}, де
ρ(λ,G) = inf

µ∈G
|λ− µ|.

Якщо ж ρ(λ,G) > 1, то при |z| ≤ 1

∥∥(λI +A+ zB)−1
∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∫
L

1
λ− µ

(µI +A+ zB)−1dµ

∥∥∥∥∥∥ ≤ M1

∫
L

|dµ|.

Отже, iснує таке M > 0, що для всiх λ ∈ Gc, z ∈ K

‖(λI +A+ zB)−1‖ ≤ M.

Тепер доведемо, що при δ = 1/M для будь-якого оператора X , який вiддалений за
нормою вiд множини операторiв {−A − zB, z ∈ K} менше, нiж на δ, σ(X) ⊂ G. При
таких X , z i λ ∈ Gc

λI −X = λI +A+ zB − (A+ zB +X) =

= (λI +A+ zB)(I − (λI +A+ zB)−1(A+ zB +X)).

Але λI +A+ zB — оборотний i I − (λI +A+ zB)−1(A+ zB +X) також, тому що

‖(λI +A+ zB)−1(A+ zB +X)‖ < δM = 1.

Отже, σ(X) ⊂ G.

Позначимо ε = min
{

1
τ

ln
(

δ

‖B‖
+ 1
)
, inf
µ∈L

(−Reµ)
}

.

Якщо s ∈ {λ, Reλ > −ε}, то знайдеться таке z ∈ K, що оператор −A − e−τsB вiд-
далений вiд −A − zB менше, нiж на δ, i його спектр, згiдно з доведеним вище, лежить в
областi G. Тому s не є власним числом матрицi −A− e−τsB i det (sI +A+ e−τsB) 6= 0.

Але для s ∈ {λ, Reλ > −ε} при всiх k ∈ N також i
s

k2
∈ {λ, Reλ > −ε}, тому анало-

гiчно det
( s
k2
I +A+ e−τsB

)
6= 0.

Теорему доведено.

Зауваження 1. В одновимiрному випадку умова (4) еквiвалентна спiввiдношенню |B| <
< A, що є необхiдним i достатнiм для абсолютної експоненцiальної стiйкостi розв’язкiв
задачi (1).

Зауваження 2. В задачi (1) вiдрiзок [0, π] лiнiйною замiною можна перетворити у будь-
який iнший вiдрiзок.
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