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IТЕРАЦIЙНИЙ МЕТОД ПОБУДОВИ РОЗВ’ЯЗКIВ
РIВНЯНЬ З МАЛОЮ НЕЛIНIЙНIСТЮ ТА ОБМЕЖЕННЯМИ

Т. А. Кучерук

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул Терещенкiвська, 3

One method for studying the problem for weakly nonlinear equations with restrictions is considered.
Application of the iteration method to the problem is substantiated.

Розглядається один з пiдходiв до дослiдження задачi для рiвнянь з малою нелiнiйнiстю та обме-
женнями. Обґрунтовується застосування до цiєї задачi iтерацiйного методу.

Задачi для рiвнянь з малою нелiнiйнiстю та обмеженнями часто зустрiчаються в рiзних
областях природознавства i технiки. Розглянемо одну з таких задач, а саме

x = f +Kx+ εCFx, Sx = p, (1)

де f ∈ X, p ∈ E — заданi елементи; K : X → X, C : X → X, S : X → E — лiнiйнi непе-
рервнi, а F : X → X — нелiнiйний лiпшиц-неперервний оператори; ε — малий додатний
параметр; X,E — банаховi простори.

Сумiснiсть задачi (1) означає, що iснує елемент x ∈ X , який задовольняє одночасно i
рiвняння, i умову.

Задачi вигляду (1) дослiджувалися в лiтературi (див., наприклад, [1 – 3]). Дана стаття
узагальнює результати лiнiйного випадку, розглянутого в [4]. Встановлюються умови су-
мiсностi задачi (1) та обґрунтовується iтерацiйний метод побудови наближених розв’язкiв
задачi.

1. Задача з керуванням та умови сумiсностi задачi (1). Розглянемо задачу

y = f +Ky + εCFy, Sy = p+ Su, (2)

в якiй y ∈ X i u ∈ U — шуканi елементи, де U ⊂ X — пiдпростiр, причому dimU =
= dimE. Покажемо, що задача (2) зводиться до дослiдження деякого рiвняння. Для цього
розглянемо допомiжну задачу

y = z +Ku, Sy = p+ Su, (3)

в якiй z ∈ X вважаємо вiдомим елементом. Тут i далi припускаємо, що рiвняння

Sw − SKw = p ∀ p ∈ E, w ∈ U,

має єдиний розв’язок, тобто iснує такий оператор Γ : E → U , що справедливi спiввiдно-
шення

S(I −K)Γp = p ∀p ∈ E, ΓS(I −K)u = u ∀u ∈ U,
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де I — одиничний оператор в X . Тодi, як вiдомо [4], розв’язок задачi (3) має вигляд

u = Rz − w, y = (I +KR)z −Kw. (4)

Тут

R = ΓS, w = Γp. (5)

Запишемо задачу (2) у виглядi (3), поклавши в нiй

z = f +Ky −Ku+ εCFy. (6)

Оскiльки розв’язок задачi (3) виражається формулами (4), то, пiдставивши їх у спiввiдно-
шення (6), отримаємо рiвняння

z = g +Mz + εCF [Tz − r], (7)

в якому

g = f +Kh, M = KG, T = I +KR, r = Kw,
(8)

h = w −Kw, G = I +KR−R.

Таким чином, дослiдження задачi (2) звелося до дослiдження рiвняння (7).
Справедливi наступнi теореми.

Теорема 1. Якщо iснує оператор Γ : E → U , то задача (2) еквiвалентна рiвнянню
(7). Їхнi розв’язки пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

y∗ = z∗ +Ku∗.

Теорема 2. Якщо iснує оператор Γ : E → U , то задача (1) сумiсна лише тодi, коли
iснує розв’язок рiвняння (7), який задовольняє умову

Rz∗ = w.

Теорема 3. Якщо iснує оператор Γ : E → U , то задача (1) та задача

z = g +Mz + εCF [Tz − r], Rz = w

одночасно однозначно розв’язуванi.

Доведення теорем 1 – 3 аналогiчне доведенню цих теорем для лiнiйної задачi [4].

2. Iтерацiйний метод. Суть iтерацiйного методу стосовно задачi (1) полягає в тому, що
послiдовнi наближення будуємо за формулами

zk = f +Kxk−1 + εCFyk−1, (9)
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yk = zk +Kuk, uk ∈ U, (10)

Sxk = p, xk = yk − uk, k = 1, 2, 3, . . . (11)

Початкове наближення x0, u0 визначаємо iз задачi (10), (11) при k = 0 i заданому z0 ∈ X .
Для визначення елемента uk, виконавши нескладнi перетворення з урахуванням фор-

мул (10), (11), отримаємо рiвняння

Suk − SKuk = Szk − p, uk ∈ U. (12)

Згiдно iз зробленим вище припущенням iснує єдиний розв’язок рiвняння (12), який має
вигляд

uk = Rzk − w. (13)

Таким чином, послiдовнi наближення до шуканого розв’язку задачi (1) за методом (9) –
(11) будуються однозначно.

Нехай P — оператор проектування простору X на його пiдпростiр (I − K)U i Q =
= I − P . Введемо в розгляд оператори

L = QM, D = QC. (14)

Припустимо, що виконуються нерiвностi

‖CFx− CFy‖ ≤ a‖x− y‖,
(15)

‖DFx−DFy‖ ≤ b‖x− y‖ ∀x, y ∈ X.

Розглянемо матрицю A вигляду

A =

(
σ α
γ δ

)
,

в якiй

σ = εa‖T‖, γ = εb‖T‖, α = ‖M‖, δ = ‖L‖. (16)

Теорема 4. Нехай iснує оператор Γ : E → U . Тодi якщо спектральний радiус мат-
рицi A

ρ(A) < 1 (17)

i задача (1) сумiсна, то вона має єдиний розв’язок x∗ ∈ X i справедливi спiввiдношення

lim
k→∞

xk = x∗, lim
k→∞

uk = 0. (18)
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Доведення. Покажемо, що збiжнiсть iтерацiйного методу (9) – (11) зводиться до
збiжностi послiдовностi {zk, k ≥ 1}, побудованої за формулами

zk = g +Mvk−1 + εCF [Tzk−1 − r], (19)

vk = d+ Lvk−1 + εDF [Tzk−1 − r], (20)

де

vk = Qzk, d = Qg. (21)

Дiйсно, iз спiввiдношень (10), (11) випливає

xk = zk +Kuk − uk, (22)

а на основi рiвностей (13), (22), (8), (10) маємо

xk = h+Gzk, yk = Tzk − r. (23)

Пiдставивши (23) у формулу (9) i використавши властивiсть GQ = G та позначення (21),
(8), отримаємо спiввiдношення (19). Якщо застосувати до рiвностi (19) оператор Q i вра-
хувати позначення (14), (21), то будемо мати формулу (20).

Оскiльки виконується умова (17), то, як вiдомо [5], iснує єдиний розв’язок z∗ ∈ X
рiвняння (7), i послiдовнiсть {zk, k ≥ 1} збiгається за нормою в X до цього розв’язку,
тобто

lim
k→∞

zk = z∗. (24)

За умовою теореми задача (1) сумiсна, тобто вона має розв’язок x∗ ∈ X , при цьому згiдно
з теоремою 2 розв’язок z∗ ∈ X рiвняння (7) задовольняє умову

Rz∗ = w. (25)

Перейдемо до границi в рiвностi (13) i першому спiввiдношеннi (23), використавши при
цьому формули (24), (25), (8) та неперервнiсть операторiвR таG. В результатi отримаємо
рiвностi (18):

lim
k→∞

uk = Rz∗ − w = 0, lim
k→∞

xk = h+Gz∗ = x∗.

Єдинiсть розв’язку x∗ ∈ X задачi (1) випливає з єдиностi розв’язку рiвняння (7) та
теореми 3.

3. Застосування методу до iнтегральних рiвнянь з обмеженнями. Розглянемо iнте-
гральне рiвняння

x(t) = f(t) +

∫
Ω

K(t, τ)x(τ)dτ + ε

∫
Ω

C(t, τ)F [τ, x(τ)]dτ (26)
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з додатковими умовами ∫
Ω

Φs(τ)x(τ)dτ = γs, s = 1,m, (27)

де t ∈ Ω ⊂ Rν , f : Ω → R, ε— малий додатний параметр,K : (Ω×Ω) → R, C : (Ω×Ω) →
→ R, F : (Ω×R) → R — заданi функцiї, причому такi, що f ∈ L2(Ω),

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

K(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ k2

∫
Ω

x2(t)dt ∀x ∈ L2(Ω), k = const > 0,

функцiя F задовольняє умову

|F [t, z]− F [t, y]| ≤ l(t)|z − y| ∀ z, y ∈ R, t ∈ Ω, (28)

причому F0(t) =
∫
Ω

C(t, τ)F [τ, 0]dτ ∈ L2(Ω) i

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

|C(t, τ)l(τ)||x(τ)|dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ a2

∫
Ω

x2(t)dt ∀x ∈ L2(Ω); (29)

Φs : Ω → R; γs, s = 1,m, — вiдомi функцiї та множина чисел, Φs ∈ L2(Ω), L2(Ω) —
дiйсний простiр.

Задачу (26), (27) можна трактувати як частинний випадок задачi (1). Проiлюструємо
застосування до неї iтерацiйного методу. Його суть полягає в тому, що послiдовнi набли-
ження знаходяться за формулами

zk(t) = f(t) +

∫
Ω

K(t, τ)xk−1(τ)dτ + ε

∫
Ω

C(t, τ)F [τ, yk−1(τ)]dτ, (30)

yk(t) = zk(t) +

∫
Ω

K(t, τ)uk(τ)dτ, uk(t) =
m∑
i=1

λki ξi(t), (31)

∫
Ω

Φs(t)xk(t)dt = γs, s = 1,m, xk(t) = yk(t)− uk(t), k = 1, 2, 3, . . . , (32)

де {ξi(t), 1 ≤ i ≤ m} ⊂ L2(Ω) — задана система лiнiйно незалежних функцiй.
Для визначення невiдомих параметрiв λki , i = 1,m, на основi формул (31), (32) маємо

систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

m∑
i=1

asiλ
k
i = bks , s = 1,m, (33)
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де

asi =

∫
Ω

Φs(t)ηi(t)dt, bks =

∫
Ω

Φs(t)zk(t)dt− γs, (34)

ηi(t) = ξi(t)−
∫
Ω

K(t, τ)ξi(τ)dτ, i, s = 1,m. (35)

Припустимо, що матриця Λ системи рiвнянь (33) невироджена. Тодi послiдовнi набли-
ження за формулами (30) – (32) будуються однозначно.

Як i в загальному випадку, неважко показати, що задача (26), (27) рiвносильна задачi
вiдшукання розв’язку iнтегрального рiвняння

z(t) = g(t) +

∫
Ω

M(t, τ)z(τ)dτ + ε

∫
Ω

C(t, τ)F [τ,

∫
Ω

T (τ, ξ)z(ξ)dξ − r(τ)]dτ, (36)

який задовольняє умову

∫
Ω

R(t, τ)z(τ)dτ = w(t), (37)

де з урахуванням формул (5), (8)

g(t) = f(t) +

∫
Ω

K(t, τ)h(τ)dτ, M(t, τ) =

∫
Ω

K(t, ξ)G(ξ, τ)dξ,

r(t) =

∫
Ω

K(t, τ)w(τ)dτ, T (t, τ) = δ(t− τ) +

∫
Ω

K(t, ξ)R(ξ, τ))dξ,

h(t) = w(t)− r(t), G(t, τ) = T (t, τ)−R(t, τ), (38)

w(t) =

m∑
i=1

σiξi(t), R(t, τ) =

m∑
i=1

ξi(t)Γi(τ),

σi =

m∑
s=1

cisγs, Γi(τ) =

m∑
s=1

cisΦs(τ), i = 1,m,

δ(t− τ) — функцiя Дiрака, а cis — елементи матрицi Λ−1.
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З урахуванням позначень (38) очевидно, що умова (37) рiвносильна умовi∫
Ω

Γi(τ)z(τ)dτ = σi, i = 1,m.

Покажемо, що iтерацiйний метод (30) – (32) зводиться до iтерацiйного методу для рiв-
няння (36). Дiйсно, розв’язок задачi (31), (32) з урахуванням рiвностей (33) – (35), (38) зо-
бразиться формулами

uk(t) =

∫
Ω

R(t, τ)zk(τ)dτ − w(t),

(39)

yk(t) =

∫
Ω

T (t, τ)zk(τ)dτ − r(t),

а наближення xk(t) набере вигляду

xk(t) = h(t) +

∫
Ω

G(t, τ)zk(τ)dτ. (40)

Якщо пiдставити рiвностi (39), (40) у спiввiдношення (30) i врахувати позначення (38), то
отримаємо iтерацiйний метод для рiвняння (36):

zk(t) = g(t) +

∫
Ω

M(t, τ)zk−1(τ)dτ + ε

∫
Ω

C(t, τ)F [τ,

∫
Ω

T (τ, ξ)zk−1(ξ)dξ − r(τ)]dτ. (41)

Припустимо, що система функцiй {ηi(t), 1 ≤ i ≤ m} лiнiйно незалежна. НехайUm(Ω) ⊂
⊂ L2(Ω) — пiдпростiр, породжений цiєю системою. Ядро оператора проектування про-
стору L2(Ω) на пiдпростiр Um(Ω) має вигляд

P (t, τ) =

m∑
i=1

m∑
j=1

cijηi(t)ηj(τ),

де cij — елементи матрицi, оберненої до матрицi з елементами

pji =

∫
Ω

ηj(t)ηi(t)dt, i, j = 1,m.

Беручи до уваги властивiсть∫
Ω

G(t, τ)ηi(τ)dτ = 0, i = 1,m,
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рiвнiсть (41) можна записати у виглядi системи

zk(t) = g(t) +

∫
Ω

M(t, τ)vk−1(τ)dτ + ε

∫
Ω

C(t, τ)F

τ,∫
Ω

T (τ, ξ)zk−1(ξ)dξ − r(τ)

 dτ,
(42)

vk(t) = d(t) +

∫
Ω

L(t, τ)vk−1(τ)dτ + ε

∫
Ω

D(t, τ)F

τ,∫
Ω

T (τ, ξ)zk−1(ξ)dξ − r(τ)

 dτ,
де

vk(t) =

∫
Ω

Q(t, τ)zk(τ)dτ, d(t) =

∫
Ω

Q(t, τ)g(τ)dτ,

L(t, τ) =

∫
Ω

Q(t, ξ)M(ξ, τ)dξ, D(t, τ) =

∫
Ω

Q(t, ξ)C(ξ, τ)dξ,

а Q(t, τ) = δ(t− τ)− P (t, τ).

Таким чином, дослiдження збiжностi методу (30) – (32) звелося до дослiдження збiжно-
стi iтерацiйного методу (42).

Нехай виконуються нерiвностi

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

|D(t, τ)l(τ)||g(τ)|dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ b2
∫
Ω

g2(t)dt,

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

T (t, τ)g(τ)dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ d2
1

∫
Ω

g2(t)dt,

(43)∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

M(t, τ)g(τ)dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ d2
2

∫
Ω

|g(t)− gm(t)|2dt,

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

L(t, τ)g(τ)dτ

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ d2
3

∫
Ω

|g(t)− gm(t)|2dt,

де

gm(t) =

∫
Ω

P (t, τ)g(τ)dτ ∀g ∈ L2(Ω).
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Тодi на пiдставi спiввiдношень (28), (29), (43) та (15), (16) елементи матрицi A мають
вигляд

σ = εad1, γ = εbd1, α = d2, δ = d3.

Достатнi умови збiжностi методу (30) – (32) сформульовано в теоремi 4.
Побудову наближень за методом (30) – (32) можна здiйснити таким чином. Спершу

задаємо систему лiнiйно незалежних функцiй {ξi(t), 1 ≤ i ≤ m}. Будуємо матрицю Λ,
елементи якої обчислюємо за формулами (34), (35), i знаходимо Λ−1. Iз задачi (31), (32)
при k = 0 i заданiй функцiї z0(t) визначаємо початкове наближення x0(t), u0(t).

Нехай наближення xk−1(t), uk−1(t) побудовано. Тодi знаходимо функцiю

yk−1(t) = xk−1(t) + uk−1(t)

i виконуємо iтерацiю (30), в результатi чого отримуємо функцiю zk(t). Потiм формуємо
вектор bk = (bk1, . . . , b

k
m), координати якого обчислюємо за другою з формул (34). Пiсля

цього знаходимо вектор

λk = Λ−1bk = (λk1, . . . , λ
k
m)

i будуємо k-те наближення

xk(t) = zk(t)−
m∑
i=1

λki ηi(t),

uk(t) =
m∑
i=1

λki ξi(t).
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