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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â påäàêöèþ 26 äåêàápÿ 1995 ã.

Èçó÷åíî íåñòàöèîíàpíîå ïîâåäåíèå ìíîãîòåpìèíàëüíîãî ÑÊÂÈÄà — ñâåpõïpîâîäÿùåé ìèêpîñòpóêòópû
ñïåöèàëüíîé êîíôèãópàöèè. Ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè íàïpÿæåíèÿ â òîêîâîì êàíàëå îò ïpèëîæåííîãî ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, à òàêæå ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñîçäàâàåìîãî ÑÊÂÈÄîì, îò âpåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî â îï-
påäåëåííîé îáëàñòè ïàpàìåòpîâ ìíîãîòåpìèíàëüíûé ÑÊÂÈÄ pàáîòàåò â påæèìå ãåíåpàòîpà êâàçèïpÿìî-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñ ïåpåñòpàèâàåìîé ÷àñòîòîé.

Âèâ÷åíî íåñòàöiîíàpíó ïîâåäiíêó áàãàòîòåpìiíàëüíîãî ÑÊÂIÄà — íàäïpîâiäíî¿ ìiêpîñòpóêòópè ñïåöiàëüíî¿
êîíôiãópàöi¿. Ðîçpàõîâàíî çàëåæíîñòi íàïpóãè â ñòpóìîâîìó êàíàëi âiä ïpèêëàäåíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, à òàêîæ
ïîâíîãî ìàãíiòíîãî ïîòîêó, ñòâîpåíîãî ÑÊÂIÄîì, âiä ÷àñó. Ïîêàçàíî, ùî â ïåâíié îáëàñòi ïàpàìåòpiâ áàãàòî-
òåpìiíàëüíèé ÑÊÂIÄ ïpîöþº â påæèìi ãåíåpàòîpà êâàçiïpÿìîêóòíèõ iìïóëüñiâ ìàãíiòíîãî ïîòîêó ç ïåpåñòpîþ-
âàíîþ ÷àñòîòîþ.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñòàöèîíàðíûõ
ðåæèìîâ óïðàâëÿåìîãî òîêîì ìíîãîòåðìèíàëü-
íîãî ÑÊÂÈÄà (ÌÒÑÊÂÈÄ) [1], ïðåäñòàâëÿþùå-
ãî ñîáîé ñèñòåìó èç äâóõ ñâÿçàííûõ (èìåþùèõ
îáùèé öåíòð) äæîçåôñîíîâñêèõ ìèêðîìîñòèêîâ
(pèñ. 1). Â åãî òîêîâîì êàíàëå AOB ïðîòåêàåò
çàäàííûé òðàíñïîðòíûé òîê Ie , à ìàãíèòíûé
êîíòóð COD ïðîíèçûâàåòñÿ âíåøíèì ìàãíèòíûì
ïîòîêîì Φe . ÌÒÑÊÂÈÄ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì òàê íàçûâàåìûõ äæîçåôñîíîâñêèõ ìíîãîïî-
ëþñíèêîâ [2] — íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ, óïðàâëÿåìûõ òîêàìè è ìàãíèòíûì
ïîëåì.

Â ðàáîòå [1] áûëè èçó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ñîñòî-
ÿíèÿ ÌÒÑÊÂÈÄà è îïpåäåëåíà îáëàñòü â ïðîñ-
òðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (Ie , Φe), ãäå
òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðåàëèçóþòñÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ÌÒÑÊÂÈÄà, âîçíèêàþùåãî â ñëó÷àå,
êîãäà óïðàâëÿþùèé òîê Ie ïðåâûøàåò êðèòè÷åñ-
êîå çíà÷åíèå Ic(Φe). Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî
íèæå, ÌÒÑÊÂÈÄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåíåðàòîð
àâòîêîëåáàíèé ìàãíèòíîãî ïîòîêà, àìïëèòóäîé,
÷àñòîòîé è ôîðìîé êîòîðûõ ìîæíî ïëàâíî óïðàâ-
ëÿòü.

Ñîñòîÿíèå ÌÒÑÊÂÈÄà îïèñûâàåòñÿ äèíàìè-
÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ôàçàìè ϕi (i = 1, , 4)
ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â i-ì òåðìè-
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Ðèñ. 1.  Äæîçåôñîíîâñêèé ìíîãîïîëþñíèê (à). Ñõåìàòè÷åñ-
êîå èçîápàæåíèå ÌÒÑÊÂÈÄà (á).
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íàëå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþ-
öèþ ñîñòîÿíèÿ ÌÒÑÊÂÈÄà â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáî-
òû [1], èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dθ
dt  = J − k

1 + k
 sin θ − 2

1 + k
 sin θ2 cos ϕ2  cos χ ,

dϕ
dt  = 

ϕe − ϕ
l  − sin ϕ

1 + k
 − 2k

1 + k
 sin ϕ2 cos θ2 cos χ ,

dχ
dt  = − sin χ cos θ2 cos ϕ2  . (1)

Çäåñü θ = ϕ1 − ϕ4 ; ϕ = ϕ2 − ϕ3 ; χ = (ϕ1+ϕ4)/2 −
− (ϕ2+ϕ3)/2; òîê J = Ie/Ic1 íîðìèðîâàí íà êðèòè-
÷åñêèé òîê äæîçåôñîíîâñêîãî ïåðåõîäà 1–4; l =
= 2eLIc2/h/− — áåçðàçìåðíàÿ èíäóêòèâíîñòü êîí-
òóðà COD; ïàðàìåòð k ðàâåí îòíîøåíèþ êðèòè-
÷åñêèõ òîêîâ Ic1/Ic2 è îïðåäåëÿåò ñèëó ñâÿçè
ìåæäó äâóìÿ äæîçåôñîíîâñêèìè ìèêðîìîñòèêà-
ìè. Ôàçû ϕ è ϕe â (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîò-
âåòñòâåííî ïîëíûé è âíåøíèé ìàãíèòíûå ïîòîêè
â êîíòóðå COD â åäèíèöàõ Φ0/2π (Φ0 — êâàíò
ìàãíèòíîãî ïîòîêà).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñîäåðæèò òðè íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ è íå èìååò
ÿâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå
òàêèå ìîäåëè îáëàäàþò íåòðèâèàëüíîé äèíàìèêîé
è â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
äåìîíñòðèðóþò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå [3]. Îäíà-
êî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò äâóìÿ ñïåöèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè, âñëåäñòâèå êîòîðûõ õàîòè÷åñêèå ðå-
æèìû â äàííîì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò, à âñå óñòàíî-
âèâøèåñÿ ðåæèìû ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè âî
âðåìåíè.

Ïåðâîå èç ýòèõ ñâîéñòâ — ãðàäèåíòíîñòü ñèñòå-
ìû (1), áëàãîäàðÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà U(θ, ϕ, χ) (ñì. [1]), îãðàíè÷åííàÿ
ñíèçó ïî ϕ è θ è ñòðîãî óáûâàþùàÿ âäîëü ëþáîé
èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1):

U = 
(ϕ − ϕe)

2

2l(1 + k)
 − kJθ

1 + k
 − cos ϕ

(1 + k)2
 −

− k
2 cos θ
(1 + k)2

 − 4k cos (θ/2) cos (ϕ/2) cos χ
(1 + k)2

 .  (2)

Âòîðûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íàëè-
÷èå ó ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (2) äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé χ = 0 è χ = π (îòâå÷àþùèõ
∂U/∂χ = 0), ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äâóõ êëàññîâ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé (θ(t), ϕ(t), χ) c χ = 0, π. Òåïåðü ñôîðìó-
ëèðóåì äâà óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1).

1. Âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñ χ = 0, π àñèìïòîòè÷åñ-
êè âûõîäÿò íà ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû (ïðåäåëü-
íûå öèêëû), õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ (àìïëèòó-
äà, ïåðèîä è ôîðìà) íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ (θ0 , ϕ0).

2. Äðóãèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ χ ≠ 0, π  äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êðîìå íåêîòîðûõ âû-
äåëåííûõ, ïðèòÿãèâàþòñÿ ê îäíîìó èç ÷àñòíûõ
ðåøåíèé.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÌÒÑÊÂÈÄ â íåñòàöèî-
íàðíîì ðåæèìå ïîñëå ðÿäà ïåðåõîäíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, çàâèñÿùèõ îò åãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, âû-
õîäèò íà óñòàíîâèâøèéñÿ àâòîêîëåáàòåëüíûé
ðåæèì, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ
óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè Ie è ϕe , à òàêæå
çíà÷åíèÿìè l è k. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü îñîáûå óñòàíîâèâøèåñÿ ðåøåíèÿ (ñ
χ(t) ≠ 0, π ). Îäèí ïðèìåð îñîáîãî ðåøåíèÿ áóäåò
ðàññìîòðåí íèæå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó âûñêàçàí-
íûõ óòâåðæäåíèé. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî
ðåøåíèÿ ñ χ = 0, π îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äðóã
äðóãó, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñèììåò-
ðèåé îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ:
θ → θ + 2π, ϕ → ϕ, χ → π − χ. Èç ýòîé ñèììåò-
ðèè ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äâóõ
êëàññîâ îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû èëè íåóñòîé÷è-
âû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì òîëüêî
÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñ χ = 0. Âåëè÷èíû θ è ϕ äëÿ
ðåøåíèé ýòîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
óðàâíåíèé

dθ
dt  = J − k

1 + k
 sin θ − 2

1 + k
 sin θ2 cos ϕ2  ,  

dϕ
dt  = 

ϕe − ϕ
l  − sin ϕ

1 + k
 − 2k

1 + k
 sin ϕ2 cos θ2 ,  (3)

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïî θ
ïðàâîé ÷àñòüþ:

dϕ
dθ

 = 

ϕe − ϕ
l  − sin ϕ

1 + k
 − 2k

1 + k
 sin ϕ2  cos θ2

J − k
1 + k

 sin θ − 2
1 + k

 sin θ2 cos ϕ2

    (4)

(ïîñêîëüêó â íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå θ
.
 > 0, çíà-

ìåíàòåëü â (4) âñåãäà ïîëîæèòåëåí).
Ïðè èçó÷åíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (4) ìîæíî,

íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ϕe
íàõîäÿùèìèñÿ â èíòåðâàëå 0 ≤ ϕe ≤ 2π. Ïðè ýòîì
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (4) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé öèëèíäð (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ < ∞). Òàê êàê
íà ãðàíèöàõ öèëèíäðà (ϕ = 0 è ϕ = 2π) ïîëå
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ñêîðîñòåé dϕ/dθ íàïðàâëåíî âíóòðü îáëàñòè, ãäå
íåò îñîáûõ òî÷åê, èç òåîðèè Ïóàíêàðå-Áåíäèêñî-
íà [4] ñëåäóåò, ÷òî ïpè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ ðåøåíèå (4) âûõîäèò íà óñòîé÷èâîå ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå (ïðåäåëüíûé öèêë) ϕ

__
(t + τ) = ϕ

__
(t),

θ
__
(t +  + τ) = θ

__
(t) + 4π. Ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-

êè óñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðè ýòîì àâòîêîëåáàíèé
(èõ ïåðèîä, àìïëèòóäà è ôîðìà) çàâèñÿò îò çíà-
÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ J è ϕe , à òàêæå
âåëè÷èí l è k. ×òî êàñàåòñÿ óñòîé÷èâîñòè äàííîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà â ïîëíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñò-
âå (θ, ϕ, χ), òî îíà, êàê ýòî âèäíî èç óðàâíåíèé
(1), îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì èíòåãðàëà

i = ∫O  cos θ(t)2  cos ϕ(t)
2  dt ,

âçÿòîãî ïî óêàçàííîìó öèêëó: ïpè i > 0 ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ χ = 0 óñòîé÷èâû, à ïpè i < 0
íåóñòîé÷èâû. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü óñòîé÷èâîñòü
ïðåäåëüíîãî öèêëà ϕ(θ) äëÿ òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû (1), ïðè êîòîðûõ åãî ôîðìà èçâåñò-
íà, íàïðèìåð äëÿ ϕe = 0. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë,
îïðåäåëÿþùèé óñòîé÷èâîñòü öèêëà ϕ

__
 = 0:

i = ∫
0

4π

 
cos θ2 dθ

J − k
1 + k

 sin θ − 2
1 + k

 sin θ2 
 .

Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ðÿäà

i = ∑ 
n=0

∞

∫
0

4π

 dθ 

cos θ2 


k sin θ
1 + k

 + 2 sin θ/2
1 + k





n

Jn+1 
 .

Âñå ñëàãàåìûå ðÿäà ñ íå÷åòíûìè n îáðàùàþòñÿ â
íóëü, à ñëàãàåìûå ñ ÷åòíûìè n ïîëîæèòåëüíû
(ïðè k > 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ϕe = 0 ïðåäåëü-
íûé öèêë ϕ

__
 = 0 óñòîé÷èâ. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè i(ϕe , J) ïî ϕe ÿñíî, ÷òî öèêë îñòàíåòñÿ
óñòîé÷èâûì, ëèøü íåìíîãî äåôîðìèðóÿñü, è ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ϕe . Òàêèì æå îáðàçîì äîêàçû-
âàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü öèêëà ïðè ϕe = 2π, à òàêæå â
ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèÿ ϕ(θ) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ
çà ïåðèîä êîëåáàíèé. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå
ôîðìà ïðåäåëüíîãî öèêëà ÿâíî íå èçâåñòíà è
èñïîëüçîâàòü ïðÿìîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà óñòîé-
÷èâîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó
ïðèâåäåì àðãóìåíò, ïîêàçûâàþùèé ïðè÷èíó óñ-
òîé÷èâîñòè ÷àñòíûõ ðåøåíèé è èñêëþ÷èòåëüíîñòü
ðåøåíèé îñîáûõ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì òî÷íîå ñîîò-
íîøåíèå, ñëåäóþùåå èç (1):

d
dθ

 



ln sin2 θ/2

(sin χ)2/(1+k)



 =

= ctg θ/2 (J − k sin θ/(1 + k))
dθ/dt

 ≡ F . (5)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ôóíê-
öèÿ F â (5) ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé t, à
ñëåäîâàòåëüíî, è θ (ïîñêîëüêó θ

.
 > 0, ìåæäó θ è t

ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå). Òåïåðü
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè p(θ) ≥ 0, p(θ + 4π) = p(θ), îïðåäåëÿþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé θ. Óñðåäíèì
ñîîòíîøåíèå (5) ïî θ:

〈 d
dθ

 ln sin2 θ/2
(sin χ)2/(1+k)

 〉θ ≡ 1
4π

 ∫
0

4π

 p(θ) F(θ)dθ ≡ a .
(6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ïîâåäåíèå òèïè÷íîé òðàåê-
òîðèè ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì a. Ñëó÷àé
a < 0 äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà ñèñòåìû (1) ðåàëè-
çîâàòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê ïðè ýòîì ôóíêöèÿ
sin2(θ/2)/(sin χ)2/(1+k) äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ
ïðè t → ∞, ÷òî, î÷åâèäíî, íå âîçìîæíî. Åñëè
a > 0, òî èç (6) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî
sin χ → 0 ïðè t → ∞, ò. å. äàííàÿ òðàåêòîðèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ÷àñòíîìó ðåøå-
íèþ. È íàêîíåö, ñóùåñòâóåò âåpîÿòíîñòü ñëó÷àÿ a = 0,
îòâå÷àþùàÿ îñîáîìó ðåøåíèþ. Îäíàêî ââèäó îò-
ñóòñòâèÿ ðåøåíèé ñ a < 0 ÿñíî, ÷òî òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ëèøü ïðè íåêîòîðûõ
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íà-
ïpèìåp, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñëàáîé ñâÿçè k << 1.
Â ïðåäåëå k = 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðèíèìàåò
âèä

dθ
dt  = J − 2 sin θ2 cos ϕ2  cos χ ,

dϕ
dt  = 

ϕe − ϕ
l  − sin ϕ ,

dχ
dt  = − sin χ cos θ2 cos ϕ2  .

(7)

Â (7) ôàçà ϕ àâòîíîìíà è óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó
æå ópàâíåíèþ, êàê äëÿ îáû÷íîãî ÑÊÂÈÄà. Ðå-
øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû (ñì.,
íàïðèìåp, [5]): ïðè t > l, ϕ → ϕ(ϕe), ãäå ϕ(ϕe) —
ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

ϕe − ϕ
l  − sin ϕ = 0 . (8)
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Ïðè l < 1 ôóíêöèÿ ϕ(ϕe) îäíîçíà÷íà, à ïðè l > 1
óðàâíåíèå (8) â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå çíà÷å-
íèé ϕe èìååò òðè ðåøåíèÿ:
ϕ1(ϕe) ≤ ϕ2(ϕe) ≤ ϕ3(ϕe). Ðåøåíèÿ ϕ1 è ϕ3 óñòîé÷è-
âû (îòâå÷àþò ìèíèìóìó ìàãíèòíîé ýíåðãèè
U = (ϕ − ϕe)

2/2l − cos ϕ), à îäíî íåóñòîé÷èâî. Ðå-
àëèçàöèÿ â êîíòóðå COD îäíîãî èç óñòîé÷èâûõ
påøåíèé ϕ1 èëè ϕ3 ïðè l > 1 â îòñóòñòâèå ôëóê-
òóàöèé îïpåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ϕ0 .
Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå çíà÷å-
íèå ϕ(ϕe) â (7), äëÿ ôàç θ è χ ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

dθ
dt  = J − 2 sin θ2 cos 

ϕ(ϕe)
2  cos χ ,

dχ
dt  = − sin χ cos 

ϕ(ϕe)
2  cos θ2 .   

(9)

Â ïåðåìåííûõ α = θ/2 + χ è β = θ/2 − χ ñèñòåìà
(9) ðàçäåëÿåòñÿ:

dα
dt  = J

.

2 − sin α cos 
ϕ(ϕe)

2  ,

dβ
dt  = J2 − sin β cos 

ϕ(ϕe)
2  .

(10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî â íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå
ïðè J > 2 cos (ϕ(ϕe)/2) ôàçû α(t) è β(t), à ñëåäî-
âàòåëüíî, θ è χ çàâèñÿò îò âðåìåíè ñ ïåðèîäîì

T = 2π 



J2

4  − cos2 
ϕ(ϕe)

2




−1/2

.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé äëÿ
ÌÒÑÊÂÈÄà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ïî âðåìåíè íàïðÿ-
æåíèå â òîêîâîì êàíàëå V = (h/− /2e)〈θ

.
〉. Çàâèñè-

ìîñòü íàïðÿæåíèÿ V (â åäèíèöàõ π∆2/(4eTc)) îò
ïðèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕe ïðè k = 0
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

V = 〈dθdt 〉 = 〈dαdt 〉 + 〈dβdt〉 =

= 2



J2
4  − cos2 

ϕ(ϕe)
2





1/2

, (11)

êîòîpîå ñ ó÷åòîì äâóçíà÷íîñòè ϕ(ϕe) ïðè l > 1
ïîêàçûâàåò, ÷òî çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ â òîêî-
âîì êàíàëå ÌÒÑÊÂÈÄà îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà ϕe â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå âåëè÷èí ϕe
ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé ôóíêöèåé. Ðåàëüíî ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè ìåäëåííîì èçìåíåíèè ϕe è l > 1 â
ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ãèñòåðåçèñ, ò. å. ïðè óâåëè-
÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà îò 0 äî 2π ïðè çíà÷åíèè
ϕe
(1) ïðîèñõîäèò ñêà÷îê íàïðÿæåíèÿ ñ âåòâè 1 íà

âåòâü 2, à ïðè óìåíüøåíèè ϕe îò 2π äî 0 ïðè

çíà÷åíèè ϕe
(2) — îáðàòíûé ñêà÷îê ñ âåòâè 2 íà

âåòâü 1. Çíà÷åíèÿ ϕe
(1),(2) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

(dϕ/dϕe)
−1 = = 0 è äàþòñÿ âûðàæåíèåì

ϕe
(1),(2) = π ± arccos 1l  

−+  √l2 − 1 . (12)

Íà pèñ. 2 ïpåäñòàâëåíû äâå âåòâè çàâèñèìîñòè
íàïðÿæåíèÿ V â (11) îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà ϕe ñîîòâåòñòâåííî ïðè óâåëè÷åíèè (à) è
óìåíüøåíèè (á) âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî íàïðÿæåíèå V ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèåé ϕe .

Äàëåå ïî ïðè÷èíàì, èçëîæåííûì âûøå, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû
ÌÒÑÊÂÈÄà, îòâå÷àþùèå ÷àñòíûì ðåøåíèÿì ñ
χ = 0. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, õîòÿ
ïðàêòè÷åñêè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) âûõîäÿò
íà óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì àâòîêîëåáàíèé, âî ìíî-
ãèõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà êîíñòàíòû a â
(6) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëîé è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ôàçû χ ê «ðàâíîâåñíî-
ìó» çíà÷åíèþ áóäåò î÷åíü ìåäëåííîé. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ïåðåõîäíûå ðåæèìû â ÌÒÑÊÂÈÄå ïpåä-
ñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è çàñëóæèâà-
þò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

×òî êàñàåòñÿ óñòàíîâèâøèõñÿ àâòîêîëåáàíèé (ñ
χ = 0), òî èõ õàðàêòåðèñòèêè (ïåðèîä, àìïëèòóäà
è ôîðìà) îïðåäåëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåò-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü íàïpÿæåíèÿ V (â åäèíèöàõ π∆2/(4eTc))
îò ïpèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕe (â åäèíèöàõ ϕ0/2π)

ïpè óâåëè÷åíèè ϕe îò 0 äî 2π (à) è ïpè óìåíüøåíèè ϕe îò 2π
äî 0 (á), Je = 2,1; l = 2; k = 0.

a

á
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ðàìè J è ϕe , à òàêæå çíà÷åíèÿìè k è l. Ïåðèîä
àâòîêîëåáàíèé T (ïðè íå î÷åíü ìàëûõ k) â îñíîâ-
íîì çàâèñèò îò âåëè÷èíû òðàíñïîðòíîãî òîêà J, à
èõ ôîðìà è àìïëèòóäà — îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
äâóìÿ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè t1 = l è t2 = T.
Îñîáåííî íàãëÿäíî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå
ñèëüíîé ñâÿçè (k >> 1), êîãäà ñèñòåìà (1) â íóëå-
âîì ïðèáëèæåíèè ïðèíèìàåò âèä

dθ
dt  = J − sin θ ,

dϕ
dt  = 

ϕe − ϕ
l  − 2 sin ϕ2  cos θ2 .

(13)

Â äàííîì ñëó÷àå ñèëüíîé ñâÿçè ôàçà θ àâòîíîì-
íà è ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðè-
îäîì T = 2π/(J2 − 1)1/2. Íàïðÿæåíèå â òîêîâîì

êàíàëå V = (h/− /2e)(J2 − 1)1/2  íå çàâèñèò îò âå-
ëè÷èíû âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕe , à ôàçà
ϕ êîëåáëåòñÿ ñ ïåðèîäîì 2T, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäîì àâòîêîëåáàíèé. Ôîðìà è àìïëèòóäà êî-
ëåáàíèé ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕ(t) ðåçêî ðàçëè÷àþò-
ñÿ â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ: T >> l è T << l.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà T >> l ôàçà ϕ
ÿâëÿåòñÿ áûñòðîé ïåðåìåííîé è ïîäñòðàèâàåòñÿ ê
ëîêàëüíîìó çíà÷åíèþ θ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà
ïðåäåëüíîãî öèêëà ϕ(θ) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî
óñòàíîâëåíà èç ðåøåíèÿ «çàìîðîæåííîãî» óðàâ-
íåíèÿ

ϕe − ϕ
__
(θ)

l  − 2 sin ϕ
__
(θ)
2  cos θ2 = 0 . (14)

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕ (â åäèíè-

öàõ ϕ0/2π) îò âpåìåíè t (â åäèíèöàõ 2h/− Tc/π∆2) ïpè

Je = 1,1; l = 10; k = ∞ è pàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïpèëîæåííîãî

ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕe : 1,9π (à); π (á); 0,1π (â).

a

á

â

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕ (â åäèíè-

öàõ ϕ0/2π) îò âpåìåíè t (â åäèíèöàõ 2h/− Tc/π∆2) ïpè

ϕe = π, l = 10; k = ∞ è pàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íîpìèpîâàííîãî
òpàíñïîpòíîãî òîêà Je : 1,1 (à); 1,5 (á); 2 (â).

à

á

â
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Åñëè l < 1, òî èìååòñÿ òîëüêî îäíî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (14) ϕ(t) = ϕ

__
(θ(t)). Ïðè l > 1 âîçíèêàþò äâà

óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ ϕ1 è ϕ2 è ïðè îïðåäåëåííûõ
çíà÷åíèÿõ t ïðîèñõîäÿò áûñòðûå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ
îäíîé âåòâè ϕ(t) íà äðóãóþ, îíè ïðîÿâëÿþòñÿ â
âèäå õàðàêòåðíûõ èçëîìîâ íà çàâèñèìîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà â êîëüöå îò âðåìåíè. Ïðè âûïîëíå-
íèè äâîéíîãî íåðàâåíñòâà T >> l >> 1 ýòà çàâè-
ñèìîñòü ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä. Â
òàêîì ñëó÷àå ϕ1 ≈ 0 è ϕ2 ≈ 2π è ìàãíèòíûé ïîòîê
ïîïåðåìåííî ïðèíèìàåò ýòè äâà çíà÷åíèÿ, ïåðå-
êëþ÷àÿñü â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà cos (θ/2) îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü. Àâòîêîëåáàíèÿ ÌÒÑÊÂÈÄà
ïðè T >> l >> 1 èìåþò òèïè÷íûé ðåëàêñàöèîí-
íûé õàðàêòåð. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ôîðìà âîçíèêà-
þùèõ àâòîêîëåáàíèé ïî÷òè íå çàâèñèò îò ϕe è
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ϕe → 0. ÌÒÑÊÂÈÄ ðàáîòàåò
ïðè ýòîì â ðåæèìå ãåíåðàòîðà êâàçèïðÿìîóãîëü-
íûõ èìïóëüñîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà (ñ ïåðåñòðà-
èâàåìîé ÷àñòîòîé). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðè-
âoäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (13) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âíåøíå-
ãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ϕe (pèñ. 3) è òðàíñïîðòíîãî
òîêà J (ðèñ. 4). Ãåíåðàöèÿ ðåëàêñàöèîííûõ êîëå-
áàíèé ýíåðãèåé òðàíñïîðòíîãî òîêà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ íàì íàèáîëåå èíòåðåñíûì ýôôåêòîì ñ òî÷êè
çðåíèÿ âîçìîæíîãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ
ÌÒÑÊÂÈÄà.

Åñëè æå ìåæäó T è l âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå
ñîîòíîøåíèå T << l, òî ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ

ìàãíèòíîãî ïîòîêà çà ïåðèîä àâòîêîëåáàíèé íå
ïðîèñõîäèò. Ïðè l < 1 âåëè÷èíà ϕ(t) îñöèëëèðóåò
ñ ìàëîé àìïëèòóäîé âîêðóã çíà÷åíèÿ ϕ = ϕe , à
ïðè ñîîòíîøåíèè âðåìåí T << 1 << l ãèñòåðåçèñ
ñóùåñòâóåò, íî âûðàæåí ìåíåå ðåçêî, ïîñêîëüêó
ôàçà ϕ íå óñïåâàåò äîñòèãíóòü ñâîèõ «ðàâíîâåñ-
íûõ» çíà÷åíèé.
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The nonstationary behavior of 
a multi-terminal SQUID controlled 

by the transport current

E. D. Vol and A. N. Omelyanchouk

The nonstationary behavior of a multi-terminal
SQUID (MTS) which is the superconducting micro-
structure of special configuration, has been studied.
Dependence of the voltage in current channel on the
applied magnetic field as well as that of the total
magnetic flux in the ring on time, have been calcu-
lated. It is shown that within the specific domain of
the controlling parameters the MTS behaves as a
quasisquare wave form oscillator with a changeable
frequency.
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