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For a nonlinear differential-functional equation we establish the conditions of existence and uniqueness
of an analytical solution.

Одержано умови iснування i єдиностi аналiтичного розв’язку одного нелiнiйного
диференцiально-функцiонального рiвняння.

Вивченню питань iснування аналiтичних розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiв-
нянь вигляду

x′(t) = F (t, x(t), x(ϕ(t)), x′(f(t))), (1)

де F (t, x, y, z) : R × R3 → R, ϕ(t) : R → R, f(t) : R → R, присвячено велику кiлькiсть ро-
бiт. Зокрема, в [1 5] одержано умови iснування i єдиностi аналiтичних розв’язкiв окре-
мих класiв лiнiйних i нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь вигляду (1) з
лiнiйним вiдхиленням аргументу (ϕ(t) = λt, f(t) = λt, λ = const). Метою даної роботи
є встановлення достатнiх умов iснування i єдиностi аналiтичного розв’язку рiвняння (1),
що задовольняє початковi умови

x(0) = 0, x′(0) = 0. (2)

Для простоти далi будемо розглядати рiвняння вигляду

x′(t) = F (t, x(t), x(ϕ(t)), x′(f1t)), (3)

де F (t, x, y, z) : R × R3 → R,ϕ(t) : R → R, f1 = const. Як буде показано пiзнiше, дослi-
дження рiвняння (1) зводиться до дослiдження рiвняння (3).

Справедлива така теорема.

Теорема. Нехай виконуються умови:
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1) функцiї ϕ(t), F (t, x, y, z) розкладаються в ряди

ϕ(t) =
∞∑
i=1

ϕit
i,

(4)

F (t, x, y, z) =
∞∑

i1+···+i4=1

Fi1i2i3i4t
i1xi2yi3zi4 ,

якi збiгаються при |t| < a, |x| < b, |y| < b, |z| < b, де a, b деякi додатнi сталi;
2) 0 < ϕ1 < 1, 0 < f1 ≤ 1;
3) 1− F0001f

i
1 6= 0, i = 0, 1, . . . .

Тодi iснує розв’язок задачi (3), (2) у виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=2

xit
i, (5)

який збiгається при |t| ≤ ρ, де ρ деяка додатна стала (ρ < a).

Доведення. Спочатку покажемо, що при виконаннi умов 1 3 задача (3), (2) має фор-
мальний розв’язок у виглядi ряду (5). Для цього пiдставимо (4), (5) у рiвняння (3). В ре-
зультатi одержимо

∞∑
i=2

ixit
i−1 =

∞∑
i1+i2+i3+i4=1

Fi1i2i3i4t
i1

( ∞∑
i=2

xit
i

)i2  ∞∑
i=2

xi

 ∞∑
j=1

ϕjt
j

ii3

×

×

( ∞∑
i=2

ixi (f1t)
i−1

)i4
.

Виконавши в останньому спiввiдношеннi звичайнi формальнi перетворення i прирiвняв-
ши коефiцiєнти при однакових степенях ti, отримаємо рекурентну систему рiвнянь вiдно-
сно xi, i = 2, 3, . . . , вигляду

2x2 = F00012x2f1 + F1000,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ixi = F0001ixif

i−1
1 + Pi(x2, . . . , xi−1), i ≥ 3,

(6)

де Pi(x2, . . . , xi−1), i ≥ 3, деякi многочлени вiдносно своїх аргументiв з коефiцiєнтами,
що виражаються через Fi1i2i3i4 , i1 + i2 + i3+ +i4 ≥ 1, f1, ϕj , j ≥ 1, за допомогою лише
операцiй множення i додавання. На пiдставi умови 3 iз (6) однозначно знаходимо

x2 =
1

2(1− F0001f1)
F1000,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xi =

1
i(1− F0001f

i−1
1 )

Pi(x2, . . . , xi−1), i ≥ 3.

(7)
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Таким чином, ряд (5), коефiцiєнти якого визначаються спiввiдношеннями (7), фор-
мально задовольняє рiвняння (3). Для завершення доведення теореми достатньо показа-
ти, що в деякому околi точки t = 0 цей ряд збiгається.

Нехай a1 < a, b1 < b. Тодi iснують такi додатнi сталi L,M, що функцiї

F̃ (t, x, y, z) =
L(

1− t

a1

)(
1− x

b1

)(
1− y

b1

)(
1− z

b1

) − L,
ϕ̃(t) = ϕ1t+

M

1− t

a1

−M − M

a1
t,

розкладаються в ряди

F̃ (t, x, y, z) =
∞∑

i1+i2+i3+i4=1

F̃i1i2i3i4t
i1xi2yi3zi4 ,

(8)

ϕ̃(t) =
∞∑
i=1

ϕ̃it
i,

де F̃i1i2i3i4 =
L

ai11 b
i2+i3+i4
1

, i1 + i2 + i3 + i4 ≥ 1, ϕi =
M

ai1
, i ≥ 2, ϕ̃1 = ϕ1, якi збiгаються при

|t| < a1, |x| < b1, |y| < b1, |z| < b1 i є мажорантами для функцiй F (t, x, y, z), ϕ(t), тобто

|Fi1i2i3i4 | ≤ F̃i1i2i3i4 , i1 + i2 + i3 + i4 ≥ 1, |ϕi| ≤ ϕ̃i, i ≥ 1.

Позначимо через β таке додатне число, для якого при всiх i ≥ 0 виконуються спiв-
вiдношення β ≤ |1− F0001f

i
1| (в силу умов 2, 3 таке число завжди iснує).

Розглянемо рiвняння

βx̃′(t) = F̃ (t, x̃(t), x̃(ϕ̃(t)), x̃′(f1t))− F̃0001x̃
′(f1t) (9)

i покажемо, що воно має єдиний формальний розв’язок у виглядi ряду

x̃(t) =
∞∑
i=2

x̃it
i. (10)

Дiйсно, пiдставивши (8), (10) у рiвняння (9), одержимо

β

∞∑
i=2

ix̃it
i−1 =

∞∑
i1+i2+i3+i4=1

F̃i1i2i3i4t
i1

( ∞∑
i=2

x̃it
i

)i2  ∞∑
i=2

x̃i

 ∞∑
j=1

ϕ̃jt
j

ii3

×

×

( ∞∑
i=2

ix̃if
i−1
1 ti−1

)i4
− F̃0001

∞∑
i=2

ix̃if
i−1
1 ti−1.

Якщо тепер в останньому спiввiдношеннi виконати звичайнi формальнi перетворення i
прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях ti, то аналогiчно (7) однозначно отри-
маємо
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x̃2 =
1

2β
F̃1000,

(11)

x̃i =
1
iβ
P̃i(x̃2, . . . , x̃i−1), i ≥ 3,

де P̃i(x̃2, . . . , x̃i−1), i ≥ 3, є многочленами Pi, в яких x2, . . . , xi−1 замiнено на x̃2, . . . , x̃i−1,
а коефiцiєнти Fi1i2i3i4 , i1 + i2 + i3 + i4 ≥ 1, ϕi, i ≥ 1, f1, на коефiцiєнти F̃i1i2i3i4 , i1 +
+i2 + i3 + i4 ≥ 1, ϕ̃i, i ≥ 1, f1. Враховуючи (7), (11), неважко послiдовно показати, що
при всiх i ≥ 2 виконуються спiввiдношення

x̃i > 0, |xi| ≤ x̃i, i ≥ 2, (12)

i, отже, для доведення теореми достатньо довести збiжнiсть ряду (10) з коефiцiєнтами
(11).

Рiвняння

βx̄′(t) = F̃ (t, x̄(t), x̄(ϕ̃(t)), x̄′(t))− F̃0001x̄
′(t), (13)

яке одержується iз (9) при f1 = 1, також має єдиний формальний розв’язок у виглядi ряду

x̄(t) =
∞∑
i=2

x̄it
i. (14)

При цьому коефiцiєнти x̄i, i ≥ 2, однозначно визначаються за допомогою спiввiдношень

x̄2 =
1

2β
F̃1000,

(15)

x̄i =
1
iβ
P̄i(x̄2, . . . , x̄i−1), i ≥ 3,

де P̄i(x̄2, . . . , x̄i−1), i ≥ 3, є многочленами P̃i(x̃2, . . . , x̃i−1), в яких x̃2, . . . , x̃i−1 замiнено на
x̄2, . . . , x̄i−1, а коефiцiєнти F̃i1i2i3i4 , i1+ +i2 + i3 + i4 ≥ 1, ϕ̃i, i ≥ 1, f1, на коефiцiєнти
F̃i1i2i3i4 , i1 + i2 + i3 + i4 ≥ 1, ϕ̃i, i ≥ 1, 1.Отже, при всiх i ≥ 2 виконуються спiввiдношення

x̄i > 0, x̃i ≤ x̄i. (16)

Звiдси безпосередньо випливає, що для доведення збiжностi ряду (10) достатньо показа-
ти, що ряд (14) з коефiцiєнтами (15) збiгається у деякому околi точки t = 0.

Згiдно з [6], iснує єдиний розв’язок γ̃(t) рiвняння

γ̃(ϕ̃(t)) = ϕ1γ̃(t)

у виглядi ряду

γ̃(t) = t+
∞∑
j=2

γ̃jtj ,
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де γ̃j > 0, j ≥ 2, який збiгається при |t| < a2 < a1 (a2 деяке додатне число). Виконаємо
в (13) замiну змiнних

x̄(t) = y(γ̃(t)), γ̃(t) = τ, t = γ̃−1(τ). (17)

В результатi одержимо рiвняння

βy′(τ) = Φ(τ, y(τ), y(ϕ1τ), y′(τ)), (18)

де

Φ(τ, y(τ), y(ϕ1τ), y′(τ)) = β(1− γ̃′(γ̃−1(τ)))y′(τ)+

+F̃ (γ̃−1(τ), y(τ), y(ϕ1τ), γ̃′(γ̃−1(τ))y′(τ))− F̃0001γ̃
′(γ̃−1(τ))y′(τ).

Враховуючи властивостi функцiй F̃ (τ, x, y, z), γ̃−1(τ), γ̃′(τ), неважко показати, що фун-
кцiя Φ(τ, x, y, z) розкладається в ряд

Φ(τ, x, y, z) =
∞∑

i1+i2+i3+i4=1

Φi1i2i3i4τ
i1xi2yi3zi4 − Φ0001z,

який збiгається при |τ | < a3 < a2, |x| < b2 < b1, |y| < b2, |z| < b2. На пiдставi результатiв,
одержаних у роботi [5], рiвняння (18) має єдиний розв’язок y(τ) у виглядi ряду

y(τ) =
∞∑
i=2

yiτ
i,

який збiгається при |τ | < a4 < a3 (a4 деяке додатне число). Звiдси i з (17) випливає, що
рiвняння (13) має розв’язок x̄(t) = y(γ̃(t)) у виглядi ряду

x̄(t) =
∞∑
i=2

x̂it
i, (19)

який збiгається при |t| ≤ ρ, де ρ деяке додатне число (ρ < a4). Оскiльки ми показали,
що рiвняння (13) може мати не бiльше одного розв’язку у виглядi ряду (19), то цей ряд
спiвпадає iз рядом (14), тобто x̄i = x̂i, i ≥ 2. Цим самим доведено збiжнiсть ряду (14). Тодi
на пiдставi (16), (12) одержуємо, що ряд (5), коефiцiєнти якого визначаються спiввiдно-
шеннями (7), збiгається при |t| ≤ ρ. Теорему доведено.

Розглянемо тепер рiвняння (1). Припустимо, що функцiя f(t) розкладається в ряд

f(t) =
∞∑
i=1

fit
i,

який збiгається при |t| < a, i виконуються умови теореми.
Згiдно з [6], iснує єдиний розв’язок γ(t) рiвняння

γ(f(t)) = f1γ(t)
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у виглядi ряду γ(t) = t +
∞∑
i=2

γit
i, який збiгається при |t| ≤ a1 < a. Тодi, виконавши в (1)

замiну змiнних

x(t) = y(γ(t)), γ(t) = τ, t = γ−1(τ), (20)

одержимо рiвняння

y′(τ) = F1(τ, y(τ), y(ϕ1(τ)), y′(f1τ)), (21)

де

F1(τ, y(τ), y(ϕ1(τ)), y′(f1τ)) =
[
1− γ′(γ−1(τ))

]
y′(τ)+

+F
[
γ−1(τ), y(τ), y(ϕ1(τ)), γ′(f(γ−1(τ)))y′(f1τ)

]
, ϕ1(τ) = γ(ϕ(γ−1(τ))).

Беручи до уваги властивостi функцiй F (t, x, y, z), ϕ(t) i γ(t), можна показати, що функцiї
F1(τ, x, y, z), ϕ1(τ) розкладаються в ряди

F1(τ, x, y, z) =
∞∑

i1+i2+i3+i4=1

F 1
i1i2i3i4τ

i1xi2yi3zi4 ,

ϕ1(τ) =
∞∑
i=1

ϕ1
i τ
i, ϕ1

1 = ϕ1,

якi збiгаються при |τ | < a∗ < a, |x| < b∗ < b, |y| < b∗, |z| < b∗, де a∗, b∗ деякi додатнi
числа.

Таким чином, за допомогою взаємно однозначної замiни змiнних (20) дослiдження пи-
тання iснування i єдиностi аналiтичного розв’язку рiвняння (1), що задовольняє умови (2),
зводиться до дослiдження аналогiчного питання для рiвняння (21), яке має вигляд (3) i для
якого виконуються всi умови теореми.
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