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We prove that there is no solution, global in the time variable, of the first mixed problem for a certain class
of nonlinear fifth order evolution equations. An example of such an equation is the equation for beam
oscillations in Timoshenko’s model.

Доказано несуществование глобального по временной переменной решения первой смешанной
задачи для некоторого класса нелинейных эволюционных уравнений пятого порядка, примером
которых является уравнение колебаний балки в модели Тимошенко.

Нехай Ω — обмежена область у просторi Rn, n ≥ 1, з кусково-гладкою межею ∂Ω ∈ C1.
Позначимо Qτ = Ω × (0, τ), Sτ = ∂Ω × (0, τ), причому при τ = +∞ писатимемо Q, S
замiсть вiдповiдно Qτ i Sτ . Нехай Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}, τ ∈ (0,+∞).

В областi Q розглядаємо першу мiшану задачу для нелiнiйного рiвняння

utt +
∑

|α|=|β|=2

Dβ (aαβ(x)Dαut) +
∑

|α|=|β|=2

Dβ (bαβ(x)Dαu) +

+
∑
|α|=2

Dα(bα(x)|Dαu|q−2Dαu)− c0(x)|u|p−2u = 0 (1)

з початковими

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x) (2)

та крайовими

u|S = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0 (3)

умовами, де Dα =
∂|α|

∂x1
α1 . . . ∂xnαn

, α = (α1, . . . , αn), αi ∈ N ∪ {0}, i = 1, . . . , n, |α| =

= α1 + . . .+ αn, ν — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi ∂ Ω.
Рiвняння (1) є багатовимiрним нелiнiйним узагальненням вiдомого лiнiйного рiвнян-

ня коливань балки в моделi Тимошенка (див. [1] та наведену там бiблiографiю). Рiвняння
такого типу зустрiчаються в нелiнiйнiй моделi коливань Фойгта – Кельвiна, яка описує
згиннi коливання стрижня, виготовленого з гнучкого матерiалу [2], моделюють поширен-
ня збурень у в’язкопружному матерiалi пiд дiєю зовнiшнiх ультразвукових аеродинамiч-
них сил [3], iншi процеси подiбної природи.
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Нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння парного та непарного порядку з другою похiдною
за часовою змiнною в останнi десятилiття є предметом дослiджень багатьох вчених (див.,
наприклад, [4 – 14]). Мiшана задача в обмеженiй областi для сильнонелiнiйного рiвняння
типу коливань балки вивчалася в роботi [4]. Випадок слабконелiнiйного рiвняння в не-
обмеженiй за просторовими змiнними областi розглядався в [5, 6]. У працi [7] дослiджено
iснування єдиного узагальненого розв’язку мiшаної задачi для сильнонелiнiйного рiвнян-
ня типу коливань балки в областi Ω×(0,+∞) (Ω — обмежена область), а також поведiнку
цього розв’язку при t → +∞. В роботi [8] в такiй областi вперше розглянуто мiшану за-
дачу для нелiнiйного рiвняння третього порядку, доведено iснування єдиного класичного
розв’язку, стiйкого до збурень початкових даних, дослiджено поведiнку цього розв’язку
при t → +∞. Крiм того, у працi [9] отримано умови iснування локального та глобально-
го розв’язку вказаної задачi у просторах Соболєва. Випадок, коли показник нелiнiйностi
в головнiй частинi є функцiєю просторових змiнних, вивчено в [10]. Таке явище, як не-
iснування глобального за часовою змiнною розв’язку, яке також називають „режимом iз
загостренням” розглянуто для рiвнянь третього порядку в роботах [11, 12], для рiвнянь
четвертого порядку в працi [13] (див. також наведену там бiблiографiю). В [14], зокрема,
отримано достатнi умови неiснування глобального за часовою змiнною розв’язку мiша-
ної задачi для гiперболiчного рiвняння третього порядку з iнтегральним доданком, який
моделює так зване явище „пам’ятi” в коливних процесах. Достатнi умови iснування ло-
кального та неiснування глобального за часовою змiнною розв’язку задачi (1) – (3) у ви-
падку q = 2 отримано у працi [15].

Метою цiєї статтi є встановлення достатнiх умов неiснування глобального за часо-
вою змiнною узагальненого розв’язку мiшаної задачi (1) – (3) у припущеннi, зокрема, що
p > q > 2, c(x) > 0. Iснування так званого локального узагальненого розв’язку цiєї
задачi при виконаннi певних (сильнiших, нiж наведенi у цiй роботi) умов на вихiднi данi
доведено в [16].

Далi скрiзь припускаємо виконання таких умов:

(A) aαβ ∈ L∞(Ω), |α| = |β| = 2,∑
|α|=|β|=2

aαβ(x)ξαξβ ≥ A2

∑
|α|=2

|ξα|2 , A2 > 0,

для довiльних дiйсних чисел ξα, |α| = 2, та для майже всiх x ∈ Ω;
(B) bαβ ∈ L∞(Ω), |α| = |β| = 2,∑

|α|=|β|=2

bαβξαξβ ≥ B2

∑
|α|=2

|ξα|2 , B2 > 0,

для довiльних дiйсних чисел ξα, |α| = 2, та для майже всiх x ∈ Ω; bαβ(x) = bβα(x) для всiх
α, β, |α| = |β| = 2, та для майже всiх x ∈ Ω;

(B1) bα ∈ L∞(Ω), bα(x) ≥ b2 > 0 для майже всiх x ∈ Ω та для всiх α, |α| = 2;
(C) c0 ∈ L∞(Ω);
(PQ) p > q > 2;
(U) u0, u1 ∈ W 2,q

0 (Ω).

Означення. Функцiю u : Ω× [0, T ) → R (T — додатне число або +∞) таку, що

u ∈ C([0, T0];W 2,q
0 (Ω)) ∩ Lp((0, T0);Lp(Ω)), ut ∈ C([0, T0];W 2,q

0 (Ω)),
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utt ∈ L∞((0, T0);L2(Ω))

для довiльного числа T0 з iнтервалу (0, T ), називаємо узагальненим розв’язком задачi
(1) – (3) в областi QT , якщо вона задовольняє початковi умови (2) та iнтегральну то-
тожнiсть

∫
Ωt

uttv +
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x)DαutD
βv +

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβv +

+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q−2DαuDαv − c0(x)|u|p−2uv

 dx = 0 (4)

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для всiх v ∈ W 2,q
0 (Ω) ∩ Lp(Ω). Якщо T = +∞, то розв’язок

називаємо глобальним.

Позначимо

‖v‖r := ‖v‖Lr(Ω) =

∫
Ω

|v|r dx

1/r

, r > 1, ‖D2v‖2 :=

∫
Ω

∑
|α|=2

|Dαv|2 dx

1/2

,

E0 =
1

2

∫
Ω

(u1)2
t +

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)Dαu0D
βu0

 dx+

+
1

q

∫
Ω

∑
|α|=2

bα(x)|Dαu0|qdx−
1

p

∫
Ω

c0(x)|u0|p dx.

Теорема. Нехай виконуються вказанi вище умови i, крiм того, c0(x) ≥ C0 > 0, E0 <

< 0, p > 2, якщо n ∈ {1, 2, 3, 4}; 2 < p ≤ 2n

n− 4
, якщо n > 4; 2 < q <

p+ 2

2
. Тодi не iснує

глобального розв’язку задачi (1) – (3).

Доведення. Припустимо супротивне, тобто iснують глобальнi розв’язки задачi (1) –
(3). Позначимо

E(t) :=
1

2

∫
Ωt

u2
t +

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu

 dx+

+
1

q

∫
Ωt

∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q dx− 1

p

∫
Ωt

c0(x)|u|p dx, (5)

де u — будь-який глобальний узагальнений розв’язок даної задачi. З означення узагаль-
неного розв’язку випливає, що функцiя E(t), t ∈ [0,+∞), є неперервною i її звуження на
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довiльний вiдрiзок [0, τ ], τ > 0, є абсолютно неперервною функцiєю. Крiм того, очевид-
но, що E(0) = E0.

Покажемо cпочатку, що E(t) < 0 при t > 0. Для цього здиференцiюємо E :

E′(t) =

∫
Ωt

uttut +
∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβut

 dx+

+

∫
Ωt

∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q−2DαuDαut dx−
∫
Ωt

c0(x)|u|p−2ut dx (6)

для майже всiх t ∈ (0,+∞).

Зауважимо, що з умов даної теореми та теорем вкладення Соболєва [17, с. 47] випли-
вають такi неперервнi вкладення:

W 2,q
0 (Ω) ⊂ H2

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω). (7)

Тому в рiвностi (4) можемо покласти v(·) = ut(·, t), звiдки отримаємо

∫
Ωt

uttut +
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x)DαutD
βut +

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβut +

+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q−2DαuDαut − c0(x)|u|p−2uut

 dx = 0. (8)

Отже, з (6), (8) випливає

E′(t) = −
∫
Ωt

 ∑
|α|=|β|=2

aαβ(x)DαutD
βut

 dx ≤ 0 (9)

для майже всiх t ∈ (0,+∞). Звiдси та з умови E0 < 0 випливає, що E(t) < 0 для всiх
t > 0.

Тепер покладемо

H(t) := −E(t), L(t) := H1−α(t) + ε

∫
Ωt

uut dx,

де ε > 0, α ∈ (0, 1) — поки що довiльнi числа.
Зауважимо, що з означення узагальненого розв’язку задачi (1) – (3) випливає, що функ-

цiя L(t), t ∈ [0,+∞), є неперервною i її звуження на довiльний вiдрiзок [0, τ ], τ > 0, є
абсолютно неперервною функцiєю.
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Зауважимо, що оскiльки H ′(t) ≥ 0, то

0 < H(0) ≤ H(t) <
1

p

∫
Ωt

c0(x)|u|pdx ≤ C0

p
‖u‖pp, (10)

де C0 = ess sup
x∈Ω

|c0(x)| .

Крiм того,

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε

∫
Ωt

[u2
t + uutt] dx. (11)

Оскiльки на пiдставi (4) правильною є рiвнiсть

∫
Ωt

uttu+
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x)DαuDβut +
∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu +

+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
 dx =

∫
Ωt

c0(x)|u|p dx,

то з (11), використовуючи нерiвнiсть Кошi, отримуємо

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε

∫
Ωt

u2
t dx+ ε

∫
Ωt

c0(x)|u|p −
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x)DαuDβut −

−
∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu−
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
dx≥ (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε

∫
Ωt

u2
t dx+

+ ε

∫
Ωt

c0(x)|u|pdx− ε
∫
Ωt

 ∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
 dx−

− εA2

2δ0

∫
Ωt

∑
|α|=2

|Dαut|2 dx−
εδ0

2

∫
Ωt

∑
|α|=2

|Dαu|2 dx, (12)

де A2 = ess sup
x∈Ω

∑
|α|=|β|=2

|aαβ(x)|2 , δ0 > 0 — довiльна стала.

З нерiвностi (9) та умови (A) маємо

H ′(t) =

∫
Ωt

[ ∑
|α|=|β|=2

aαβ(x)DαutD
βut

]
dx ≥ A2

∫
Ωt

∑
|α|=2

∣∣Dαut
∣∣2dx.
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Тому з (12) одержимо

L′(t) ≥
[
(1− α)H−α(t)A2 −

εA2

2δ0

]
‖D2ut‖22 + ε‖ut‖22 + ε

∫
Ωt

c0(x)|u|pdx−

− ε
∫
Ωt

 ∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
 dx− εδ0

2
‖D2u‖22 =

=

[
(1− α)H−α(t)A2 −

εA2

2δ0

]
‖D2ut‖22 + ε‖ut‖22 + εp[−H(t) +H(t)]+

+ ε

∫
Ωt

c0(x)|u|pdx− ε
∫
Ωt

 ∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
dx− εδ0

2
‖D2u‖22.

На пiдставi (10) та очевидної нерiвностi H(t) > −δ1H(t), де δ1 ∈ (0, 1) — довiльна стала,
з останньої нерiвностi можна отримати

L′(t) ≥
[
(1− α)H−α(t)A2 −

εA2

2δ0

]
‖D2ut‖22 + ε‖ut‖22 − εpH(t)− εpδ1H(t)+

+ ε

∫
Ωt

c0(x)|u|p dx− ε
∫
Ωt

 ∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβu+
∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q
 dx−

− εδ0

2
‖D2u‖22.

Вiзьмемо δ2 = Hα(t)δ0 та продовжимо останню оцiнку:

L′(t) ≥
[
(1− α)A2 −

εA2

2δ2

]
H−α(t)‖D2ut‖22 + ε

(
1 +

pδ1

2

)
‖ut‖22−

− εpH(t) + ε

(
pδ1

2
− 1

)∫
Ωt

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x)DαuDβ dx+ ε

(
pδ1

q
− 1

)
×

×
∫
Ωt

∑
|α|=2

bα(x)|Dαu|q dx+ ε(1− δ1)

∫
Ωt

c0(x)|u|p dx− εδ2

2
Hα(t)‖D2u‖22. (13)

Покладемо α =
q − 2

p
. З умов теореми випливають нерiвностi

α <
1

2
, 2 ≤ 2

1− 2α
≤ p. (14)
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Використовуючи оцiнки (10) та вкладення (7), отримуємо

Hα(t)‖D2u‖22 ≤
(
C0

p

)α
‖u‖pαp ‖D2u‖22 ≤

(
C0

p

)α
κpα‖D2u‖pα2 ‖D

2u‖22 =

=

(
C0

p

)α
κpα‖D2u‖pα+2

2 ≤
(
C0

p

)α
κpαC1‖D2u‖pα+2

q =

= C2‖D2u‖qq,

де C1 > 0, C2 =

(
C0

p

)α
κpαC1, κ > 0 — норма оператора вкладення H2

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω),

тобто (див., наприклад, [17, с. 44])

‖u‖p ≤ κ‖D2u‖2 . (15)

Тодi (13) можна переписати таким чином:

L′(t) ≥
[
(1− α)A2 −

εA2

2δ2

]
H−α(t)‖D2ut‖22 + ε

(
1 +

pδ1

2

)
‖ut‖22 − εpH(t)+

+ ε

(
pδ1

2
− 1

)
B2‖D2u‖22 + ε

[(
pδ1

q
− 1

)
b2 −

εδ2C2

2

]
‖D2u‖qq+

+ ε (1− δ1) C0‖u‖pp. (16)

На пiдставi умов теореми можемо вибрати сталi δ1, δ2 так, щоб отримати з нерiвностi
(16) оцiнку

L′(t) ≥ C3

[
−H(t) + ‖D2u‖22 + ‖D2u‖qq + ‖ut‖22 + ‖u‖pp

]
, (17)

де стала C3 > 0 залежить вiд ε.
Розглянемо далi

[L(t)]
1

1−α =

H1−α(t) + ε

∫
Ωt

uut dx

 1
1−α

.

Використовуючи нерiвнiсть (a + b)γ ≤ 2γ−1(aγ + bγ), a > 0, b > 0, γ > 1, та враховуючи

(14), при γ =
1

1− α
отримуємо

[L(t)]
1

1−α ≤ 2
α

1−α

H(t) +

∣∣∣∣∣∣ε
∫
Ωt

uut dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α
 .

Оскiльки ∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

uut dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α

≤

∫
Ωt

u2
t dx

 1
2(1−α)

∫
Ωt

u2 dx

 1
2(1−α)

,
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то, використовуючи (14) та нерiвнiсть Юнга з показниками r = 2(1 − α) > 1, r′ =

=
2(1− α)

1− 2α
, з останнiх двох нерiвностей маємо

[L(t)]
1

1−α ≤ C4

(
H(t) + ‖ut‖22 + ‖u‖

2
1−2α

2

)
, (18)

де стала C4 > 0 залежить вiд ε. Крiм того, на пiдставi (14) робимо висновок, що

‖u‖
2

1−2α

2 ≤ C5

(
‖u‖22 + ‖u‖pp

)
, C5 > 0.

На пiдставi нерiвностi (15), умови (B) та означення H можна одержати

‖u‖22 ≤ C6‖D2u‖22 ≤ C7

[
−H(t) + C8‖u‖pp

]
.

Отже, врахувавши викладене вище, з нерiвностi (18) отримаємо

[L(t)]
1

1−α ≤ C9

[
−H(t) + ‖D2u‖22 + ‖D2u‖qq + ‖ut‖22 + ‖u‖pp

]
,

де Ck > 0, k = 6, 7, 8, 9, — деякi сталi. На пiдставi останньої нерiвностi та (17) одержимо

L′(t) ≥ C10[L(t)]
1

1−α , C10 > 0. (19)

Зiнтегрувавши обидвi частини нерiвностi (19) за змiнною t вiд 0 до τ (τ — довiльне число),
будемо мати

L(τ) ≥ 1[
L(0)

α
α−1 − C10

α
1−ατ

] 1−α
α

. (20)

Оскiльки

L(0) = H1−α(0) + ε

∫
Ωt

u0u1 dx,

то, враховуючи (10) i вибираючи параметр ε > 0 достатньо малим, можна вважати, що
L(0) > 0. Тодi з нерiвностi (20) випливає iснування такого скiнченного T ∗ > 0, для яко-
го limt→T ∗−0 L(t) = +∞. Отримали суперечнiсть з тим, що функцiя L(t) є неперервною
на [0; +∞).
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