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We consider a mixed problem for a nonlinear connected evolution system with an integral perturbation
given on a time unbounded domain. We prove that a global solution of the problem does not exist.

Рассмотрена смешанная задача для одной нелинейной связной эволюционной системы уравне-
ний с интегральным возмущением в неограниченной по времени области. Доказано несущество-
вание глобального обобщенного решения задачи.

Вступ. У цiй статтi дослiджено неiснування глобального розв’язку мiшаної задачi для не-
лiнiйної системи рiвнянь з iнтегральним збуренням в необмеженiй за часом областi. Схо-
жi задачi в обмежених областях без iнтегрального збурення було розглянуто у працях [1,
4, 13]. У [1] отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку хвильового рiвнян-
ня з термопружною в’язкiстю. Ця праця розвиває та узагальнює результати дослiдження
мiшаної задачi в необмеженiй за часом областi, викладенi у [5]. Мiшану задачу для не-
лiнiйної системи зi змiнними коефiцiєнтами дослiджено в [4], в нiй також встановлено
показникову поведiнку розв’язку. Асимптотичну поведiнку слабкого розв’язку напiвлi-
нiйної системи термопружностi дослiджено в [12] та показано неiснування розв’язку.

Подiбнi задачi моделюють, наприклад, коливання струни при поперечнiй складовiй
напруженостi [2, 16] i розглядались багатьма дослiдниками. Для обмеженої областi деякi
результати iснування отримано в [6 – 11] у припущеннi певної поведiнки розв’язку, почат-
кових даних та правої частини рiвняння (системи) на нескiнченностi; а для необмеженої
областi подiбну задачу розглянуто у працях [3, 9], в яких отримано умови iснування ло-
кального узагальненого розв’язку в просторах локально iнтегровних функцiй.

Ця праця розвиває та узагальнює результати дослiдження мiшаної задачi в необме-
женiй за часом областi, викладенi в [4, 5, 15].

Основнi результати. Нехай Ω — обмежена область в Rn з межею ∂Ω ∈ C1, n ∈ N;
Qτ = Ω× (0, τ), де T ∈ [0,∞); Ωτ = Ω× {τ}, Q = Ω× (0,+∞).

В областi Q розглянемо мiшану задачу для системи рiвнянь

utt −
n∑

i,j=1

(bij(x)uxi)xj +
n∑
i=1

bi(x)θxi + a0(x)u+ a1(x)ut + a2(x)θ−
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−

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi dx

 n∑
i=1

uxixi = b0(x)|u|p−2u,

(1)

θt −
n∑

i,j=1

(cij(x)θxi)xj +

n∑
i=1

(bi(x)ut)xi + c0(x)|θ|q−2θ + c1(x)ut + c2(x)θ = 0

з початковими

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω, (2)

та крайовими

u
∣∣
∂Ω

= 0, θ
∣∣
∂Ω

= 0 (3)

умовами.

Будемо використовувати такi простори: Lr((0, T );B), C((0, T );B) [17, с. 148, 154, 157],
де r ∈ [1,+∞), B — деякий банахiв простiр; Hk(Ω), Hk

0 (Ω), k ∈ N; W 1,r
0 (Ω), r ∈ (1,+∞)

[17, с. 44].

Через Lrloc([0, T );B), де 0 < T 6 +∞, позначаємо лiнiйний простiр функцiй
u : [0, T ) → B таких, що Lrloc((0, T0);B) для довiльного T0 < T, r ∈ [1,+∞).

Нехай Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, |α| = α1 + . . . + αn, αi ∈ N ∪ {0}, i ∈ {1, . . . , n}. Вважати-

мемо, що p > 2, q > 2; u0, θ0 ∈ H1
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω).

Нехай коефiцiєнти системи (1) задовольняють такi умови:

(H1) a0, a1, a2 ∈ L∞(Ω), a0(x) > A0 > 0, a1(x) > A1 > 0 для майже всiх x ∈ Ω;

(H2) bij , bi, b0 ∈ L∞(Ω), i, j ∈ {1, . . . , n},

∑n
i,j=1 bij(x)ξiξj > B2

∑n
i=1 |ξi|2 для всiх ξi ∈ R i для майже всiх x ∈ Ω, B2 > 0,

bij(x) = bji(x) для всiх i, j ∈ {1, . . . , n} i для майже всiх x ∈ Ω,

b0(x) > B0 > 0 для майже всiх x ∈ Ω;

(H3) cij , c0, c1, c2 ∈ L∞(Ω), i, j ∈ {1, . . . , n},∑n
i,j=1 cij(x)ξiξj > C2

∑n
i=1 |ξi|2 для всiх ξi ∈ R i для майже всiх x ∈ Ω, C2 > 0,

cij(x) = cji(x) для всiх i, j ∈ {1, . . . , n} i для майже всiх x ∈ Ω,

c0(x) > C0 > 0 для майже всiх x ∈ Ω,

c2(x) > γ1 > 0 для майже всiх x ∈ Ω.

Означення. Глобальним узагальненим розв’язком задачi (1) – (3) назвемо пару функ-
цiй (u, θ) таких, що u ∈ C([0, T );H1

0 (Ω))∩Lploc([0, T );Lp(Ω)), ut ∈ L∞loc([0, T );H1
0 (Ω)), utt ∈

∈ L∞loc([0, T );L2(Ω)), θ ∈ C([0, T );H1
0 (Ω)) ∩ Lqloc([0, T );Lq(Ω)), θt ∈ L∞loc([0, T );L2(Ω)) для
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T = ∞ i задовольняють початковi умови (2) та систему iнтегральних рiвностей

∫
Ωτ

uttv +
n∑

i,j=1

bij(x)uxivxj +
n∑
i=1

bi(x)θxiv + a0(x)uv + a1(x)utv + a2(x)θv

 dx+

+

∫
Ωτ

n∑
i=1

u2
xi dx

 ∫
Ωτ

n∑
i=1

uxivxi dx

 =

∫
Ωτ

b0(x)|u|p−2uvdx,

∫
Ωτ

θtw +

n∑
i,j=1

cij(x)θxiwxj −
n∑
i=1

bi(x)utwxi + c0(x)|θ|q−2θw + c1(x)utw + c2(x)θw

dx= 0

для майже всiх τ ∈ (0, T ) i всiх v ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), w ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lq(Ω).

Введемо позначення

E(t) =
1

2

∫
Ωt

u2
t +

n∑
i,j=1

bij(x)uxiuxj + a0(x)u2 + θ2

 dx−

− 1

p

∫
Ωt

b0(x)|u|pdx+
1

4

∫
Ωt

n∑
i=1

u2
xidx

2

, (4)

A2 = ess sup
Ω
|a2(x)|2, C1 = ess sup

Ω
|c1(x)|2.

Розглянемо систему нерiвностей

2A1ν2 − ν1ν2 − C1 > 0,
(5)

2γ1ν1 − ν1ν2 −A2 > 0,

пiд додатним розв’язком якої розумiтимемо такi (ν1, ν2), що ν1 > 0, ν2 > 0. Позначимо
через Ξ множину всiх додатних розв’язкiв системи (5).

Зауваження. Завжди iснують такi значення параметрiвA1, A2, C1, γ1, для яких Ξ 6= ∅.

Справдi, припустимо, що ν1 = 1, ν2 = 1, тодi iз системи (5) випливає, що 2A1 > C1 +1,
2γ1 > A2 + 1.

Теорема. Нехай коефiцiєнти системи рiвнянь (1) задовольняють умови (H1), (H2),

(H3) i Ξ 6= ∅; u0 ∈ H1
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω), θ0 ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lq(Ω); 4 < p 6
2n

n− 2
при n > 2 i

p > 4 при n ∈ {1, 2}, q > 2. Тодi якщо E(0) < 0, то не iснує глобального узагальненого
розв’язку задачi (1) – (3).

Доведення проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що iснує глобальний
узагальнений розв’язок (u, θ) задачi (1) – (3).
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Спочатку доведемо, що E(t) < 0 для довiльного t > 0. Здиференцiюємо (4) по t
(зазначимо, що згiдно з означенням E′ iснує майже для всiх t):

E′(t) =

∫
Ωt

uttut +

n∑
i,j=1

bij(x)uxiutxj + a0(x)uut + θθt − b0(x)|u|p−2uut

 dx+

+

∫
Ωt

n∑
i=1

u2
xi dx

 ∫
Ωt

n∑
i=1

uxiutxi dx

 .

Але оскiльки

∫
Ωt

uttut +

n∑
i,j=1

bij(x)uxiutxj + a0(x)uut + θθt − b0(x)|u|p−2uut

 dx+

+

∫
Ωt

n∑
i=1

u2
xi dx

 ∫
Ωt

n∑
i=1

uxiutxi dx

 =

=

∫
Ωt

− n∑
i=1

bi(x)θxiut − a1(x)|ut|2 − a2(x)θut −
n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj +

+
n∑
i=1

bi(x)utθxi − c0(x)|θ|q − c1(x)utθ − c2(x)|θ|2
]
dx,

то

E′(t) =

∫
Ωt

−a1(x)|ut|2 − a2(x)θut −
n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj − c0(x)|θ|q − c1(x)utθ − c2(x)|θ|2
dx.

(6)

Оцiнимо доданки у правiй частинi рiвностi (6):

J1 := −
∫
Ωt

n∑
i,j=1

cij(x)θxiθxjdx 6 −C2

∫
Ωt

n∑
i=1

|θxi |2 dx,

J2 := −
∫
Ωt

a1(x)|ut|2dx 6 −A1

∫
Ωt

|ut|2 dx,

J3 := −
∫
Ωt

a2(x)θutdx 6
A2

2ν1

∫
Ωt

|θ|2 dx+
ν1

2

∫
Ωt

|ut|2 dx, ν1 > 0,
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J4 := −
∫
Ωt

c1(x)θutdx 6
C1

2ν2

∫
Ωt

|ut|2 dx+
ν2

2

∫
Ωt

|θ|2 dx, ν2 > 0,

J5 := −
∫
Ωt

c0(x)|θ|q dx 6 −C0

∫
Ωt

|θ|q dx,

J6 := −
∫
Ωt

c2(x)|θ|2dx 6 −γ1

∫
Ωt

|θ|2 dx.

З огляду на умови теореми i оцiнки iнтегралiв J1 – J6 з (6) отримаємо

E′(t) 6−
∫
Ωt

[
|ut|2

(
A1−

ν1

2
− C1

2ν2

)
+|θ|2

(
γ1−

A2

2ν1
− ν2

2

)
+C2

n∑
i=1

|θxi |2+C0|θ|q
]
dx6

6 −ν0

∫
Ωt

[
|θ|2 +

n∑
i=1

|θxi |2
]
dx, ν0 > 0.

Тому

E(t) 6 E(0) < 0, бо E(0) = −λ < 0.

Введемо тепер

H(t) = −E(t), L(t) = H1−α(t) + ε

∫
Ωt

uut dx+
ε

2

∫
Ωt

a1(x)|u|2 dx

i розглянемо

[L(t)]
1

1−α 6 2
1

1−α

H(t) + ε
1

1−α

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

uut dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α

+

∣∣∣∣A1ε

2

∣∣∣∣
1

1−α

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

|u|2 dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α
 ,

де A1 = ess inf
Ω
|a1(x)|, ε > 0.

Оцiнимо доданки у правiй частинi останньої нерiвностi:

J7 :=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

uut dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α

6

∫
Ωt

|u|2 dx

 1
2(1−α)

∫
Ωt

|ut|2 dx

 1
2(1−α)

6

6 M0

∫
Ωt

|u|p dx

 1
p(1−α)

∫
Ωt

|ut|2 dx

 1
2(1−α)

6 M1

(
‖u(·, t)‖sp + ‖ut(·, t)‖22

)
,
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де s =
2

1− 2α
. Якщо ‖u(·, t)‖p 6 1, то за теоремою вкладення Соболєва [17, c. 47]

‖u(·, t)‖sp 6 ‖u(·, t)‖2p 6 M2‖D1u(·, t)‖22.

Якщо ‖u(·, t)‖p > 1, то ‖u(·, t)‖sp 6 ‖u(·, t)‖pp, тобто виконується нерiвнiсть

‖u(·, t)‖sp 6 M2

(
‖u(·, t)‖pp + ‖D1u(·, t)‖22

)
при 2 6 s 6 p, α 6

p− 2

2p
.

Отже, ∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

uut dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α

6 M3

(
‖u(·, t)‖pp + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22

)
6

6 M3

(
H(t) + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22 + ‖u(·, t)‖pp

)
.

Аналогiчно

J8 :=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωt

|u|2 dx

∣∣∣∣∣∣
1

1−α

6 M4

∫
Ωt

|u|p dx

 2
p(1−α)

6 M5(‖u(·, t)‖pp+

+ ‖D1u(·, t)‖22) 6 M5

(
H(t) + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22 + ‖u(·, t)‖pp

)
при α 6

p− 2

2p
, тому

[L(t)]
1

1−α 6 M6

(
H(t) + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22 + ‖u(·, t)‖pp

)
6

6 M6

[
H(t) + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22 + ‖u(·, t)‖pp + ‖D1θ(·, t)‖22

]
.

Розглянемо

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε

∫
Ωt

[
u2
t + uutt + a1(x)uut

]
dx.

Оскiльки справджується рiвнiсть

∫
Ωt

uttu+
n∑

i,j=1

bij(x)uxiuxj +
n∑
i=1

bi(x)θxiu+ a0(x)|u|2 + a1(x)utu+ a2(x)θu

dx+

+

∫
Ωt

n∑
i=1

u2
xi dx

∫
Ωt

n∑
i=1

|uxi |2dx

 =

∫
Ωt

b0(x)|u|p dx,
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то

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t)+

+ε

∫
Ωt

|ut|2 − n∑
i,j=1

bij(x)uxiuxj−
n∑
i=1

bi(x)θxiu− a0(x)|u|2 − a2(x)θu+ b0(x)|u|p
dx−

− ε

∫
Ωt

n∑
i=1

u2
xidx

2

+
mε

2

∫
Ωτ

u2
t +

n∑
i,j=1

bij(x)uxiuxj + a0(x)u2 + θ2

dx−

− mε

p

∫
Ωτ

b0(x)|u|pdx+
mε

4

∫
Ωτ

n∑
i=1

u2
xidx

2

=

= (1− α)H−α(t)H ′(t) +
(

1 +
m

2

)
ε

∫
Ωt

u2
tdx+

+
(m

2
− 1
)
ε

∫
Ωt

 n∑
i,j=1

bij(x)uxiuxj + a0(x)|u|2
dx+

+
mε

2

∫
Ωτ

|θ|2dx− ε
∫

Ωτ

[
a2(x)θu+

n∑
i=1

bi(x)θxiu

]
dx+

+ ε

(
1− m

p

)∫
Ωτ

b0(x)|u|p dx+ ε
(m

4
− 1
)∫

Ωτ

n∑
i=1

|uxi |2dx

2

+mεH(t).

Оцiнимо доданки у правiй частинi останньої рiвностi:

J9 :=

∫
Ωt

n∑
i,j=1

bij(x)uxiuxj dx > B2

∫
Ωt

n∑
i=1

|uxi |2 dx,

J10 := −
∫
Ωt

n∑
i=1

bi(x)θxiu dx > −B1

2δ1

∫
Ωt

n∑
i=1

|θxi |2 dx−
δ1

2

∫
Ωt

|u|2 dx,

де δ1 > 0, B1 = ess sup
Ω

n∑
i=1
|bi(x)|2,

J11 :=

∫
Ωt

a0(x)|u|2 dx > A0

∫
Ωt

|u|2 dx,
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J12 := −
∫
Ωt

a2(x)uθdx > −δ
∫
Ωt

|u|2 dx− A2

2δ1

∫
Ωt

|θ|2 dx,

J13 :=

∫
Ωt

b0(x)|u|p dx > B0

∫
Ωt

|u|p dx.

Покладемо δ =
Hα(t)δ1

1− α
i оцiнимо

Hα(t)

∫
Ωt

|u|2 dx 6 M7

∫
Ωt

|u|p dx

α ∫
Ωt

|u|2 dx 6 M8

∫
Ωt

|u|p dx

α+ 2
p

= M8‖u(·, t)‖2+αp
p .

Якщо α 6
p− 2

p
, то

Hα(t)

∫
Ωt

|u|2 dx 6 M9

[
‖u(·, t)‖pp + ‖D1u(·, t)‖22

]
.

Тому, врахувавши отриманi оцiнки, будемо мати

L′(t) > (1− α)H−α(t)

∫
Ωt

[
n∑
i=1

|θxi |2
(
ν0 −

εB1

2δ1

)
+ |θ|2

(
ν0 −

εA2

2δ1

)]
dx+

+
ε(2 +m)

2

∫
Ωt

|ut|2dx+
mε

2

∫
Ωt

|θ|2dx+ ε

[(
1− m

p

)
B0 −

δ1M8m

1− α

]∫
Ωt

|u|pdx+

+

[(m
2
− 1
)
B2 −

δ1M8m

1− α

]
ε

∫
Ωt

n∑
i=1

|uxi |2 dx+ ε
(m

2
− 1
)
A0

∫
Ωt

|u|2 dx+

+ ε
(m

4
− 1
)∫

Ωτ

n∑
i=1

|uxi |2 dx

2

+mεH(t).

Виберемо 4 < m < p,

δ1 <
1− α
M8m

min

{
(p−m)B0

p
;
(m− 2)B2

2

}
, ε < 2ν0δ1 min

{
1

B1
;

1

A2

}
,

тодi

L′(t) >M10

∫
Ωt

[
|ut|2 +

n∑
i=1

|θxi |2 + |θ|2 + |u|p +
n∑
i=1

|uxi |2 + |u|2
]
dx+M11H(t)>

> M12

[
H(t) + ‖ut(·, t)‖22 + ‖D1u(·, t)‖22 + ‖u(·, t)‖pp + ‖D1θ(·, t)‖22

]
.
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Отже,

L′(t) > M13[L(t)]
1

1−α . (7)

Оскiльки H(0) = λ > 0, H ′(t) > 0, то H(t) > λ i ε можна вибрати так, щоб

L(0) = H1−α(0) + ε

∫
Ωt

u0u1 dx+
ε

2

∫
Ωt

a1(x)|u0|2 dx >
λ

2
.

Позначимо γ =
1

1− α
, γ > 1. Зiнтегрувавши обидвi частини нерiвностi (7) вiд 0 до t,

одержимо

Lγ−1(t) >
1

L1−γ(0)−M13(γ − 1)t
.

Тому iснує таке T0, що L(t) → +∞ при t → T0 − 0.
Отже, ∫

Ωt

b0(x)|u|p dx → ∞ при t → T0 − 0.

Отримана суперечнiсть завершує доведення теореми.

Висновки. В данiй роботi дослiджено мiшану задача з однорiдними крайовими умова-
ми Дiрiхле та ненульовими початковими умовами для нелiнiйної зв’язної системи еволю-
цiйних рiвнянь з iнтегральним збуренням в обмеженiй за просторовими змiнними областi.
Доведено неiснування глобального узагальненого розв’язку задачi при певних умовах на
коефiцiєнти рiвняння i початковi данi.
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