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We consider applicability of the complete averaging scheme to control problems with the terminal quality
criterion in the case where the behavior of the system is described by a controlled fuzzy differential equa-
tion.

Розглядається можливiсть застосування повної схеми усереднення для задач керування з тер-
мiнальним критерiєм якостi, коли поведiнка системи описується керованим нечiтким дифе-
ренцiальним рiвнянням.

Работа L. A. Zadeh [1] в 1965 г. положила начало развитию теории нечетких множеств. В
1987 г. O. Kaleva в работе [2] ввел понятие нечеткого дифференциального уравнения, где
использовал подход M. L. Puri и D. A. Ralescu [3] H-дифференцируемости нечетких ото-
бражений и доказал теорему существования и единственности решения для такого типа
уравнений при условии липшицевости правой части. В дальнейшем в работах O. Kaleva
[4 – 6], S. Seikkala [7, 8], C. X. Wu, S. J. Song [9], J. Y. Park, H. K. Han [10, 11] и А. В. Пло-
тников, Н. В. Скрипник [12] были получены аналогичные результаты при более общих
условиях на правую часть уравнения, а также рассмотрены и другие свойства решений
[13 – 21].

Данная работа продолжает исследования, начатые в [22 – 26]. В ней рассмотрена воз-
можность применения схемы полного усреднения для задач с нечетким критерием качест-
ва, когда поведение объекта описывается нечетким управляемым дифференциальным
уравнением.

Пусть conv (Rn) — пространство непустых выпуклых компактных подмножеств Rn с
метрикой Хаусдорфа

h(F,G) = max{sup
f∈F

inf
g∈G
‖f − g‖t, sup

g∈G
inf
f∈F
‖f − g‖},

где под ‖ · ‖ понимается евклидова норма в пространстве Rn.
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Введем в рассмотрение пространство En отображений x : Rn → [0, 1], удовлетворя-
ющих следующим условиям:

1) x полунепрерывно сверху, т. е. для любых y′ ∈ Rn и ε > 0 существует δ(y′, ε) > 0
такое, что для всех ‖y − y′‖ < δ выполняется условие x(y) < x(y′) + ε;

2) x нормально, т. е. существует y0 ∈ Rn такое, что x(y0) = 1;
3) x нечетко выпукло, т. е. для любых y′, y′′ ∈ Rn и любого λ ∈ [0, 1] выполняется

неравенство x(λy′ + (1− λ)y′′) ≥ min{x(y′), x(y′′)};
4) замыкание множества {y ∈ Rn : x(y) > 0} компактно.

Нулем в пространстве En является отображение 0̂(y) =

{
1, y = 0,
0, y ∈ Rn\0.

Определение 1. α-Срезкой [x]α отображения x ∈ En при 0 < α ≤ 1 назовем мно-
жество {y ∈ Rn : x(y) ≥ α}. Нулевой срезкой отображения x ∈ En назовем замыкание
множества {y ∈ Rn : x(y) > 0}.

Теорема 1 [27]. Если x ∈ En, то:
1) [x]α ∈ conv (Rn) для всех 0 ≤ α ≤ 1;
2) [x]α2 ⊂ [x]α1 для всех 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1;
3) если {αk} ⊂ [0, 1] — неубывающая последовательность, сходящаяся к α > 0, то

[x]α =
⋂
k≥1

[x]αk .

Наоборот, если {Aα : 0 ≤ α ≤ 1}— семейство подмножествRn, удовлетворяющих
условиям 1 – 3, то существует отображение x ∈ En такое, что [x]α = Aα для 0 <
< α ≤ 1 и [x]0 =

⋃
0<α≤1

Aα.

Определим в пространстве En метрику D : En × En → [0,+∞), положив

D(x, z) = sup
0≤α≤1

h([x]α, [z]α).

Пусть I — промежуток в R.

Определение 2 [10]. Отображение f : I → En называется сильно измеримым на I,
если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение fα(t) = [f(t)]α измеримо.

Определение 3 [10]. Отображение f : I → En называется интегрально ограничен-
ным на I, если существует интегрируемая по Лебегу функция k(t) такая, что ‖y‖ ≤
≤ k(t) для всех y ∈ f0(t).

Определение 4 [10]. Интегралом от отображения f : I → En по множеству I на-

зывается элемент g ∈ En такой, что [g]α =

∫
I
fα(t)dt для всех 0 < α ≤ 1, где интеграл

от многозначного отображения fα(t) понимается в смысле Ауманна [28].

Теорема 2 [10]. Если отображение f : I → En сильно измеримо и интегрально огра-
ничено, то f интегрируемо на I.

Теорема 3 [10]. Пусть отображения f, g : I → En интегрируемы на I и λ ∈ R. Тогда:

1)
∫
I
(f(t) + g(t))dt =

∫
I
f(t)dt+

∫
I
g(t)dt;

2)
∫
I
λf(t)dt = λ

∫
I
f(t)dt;
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3) D
(∫

I
f(t)dt,

∫
I
g(t)dt

)
≤
∫
I
D(f(t), g(t))dt.

Определение 5 [10]. Отображение f : I → En называется слабо непрерывным в
точке t0 ∈ I, если для любого фиксированного α ∈ [0, 1] и любого ε > 0 существует
δ(ε, α) > 0 такое, что h(fα(t), fα(t0)) < ε для всех t ∈ I таких, что |t− t0| < δ(ε, α).

Определение 6 [30]. Отображение f : I → En называется дифференцируемым в
точке t0 ∈ I, если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение fα(t) дифференцируе-
мо по Хукухаре [29] в точке t0, его производная равна Dfα(t0) и семейство множеств
{Dfα(t0) : α ∈ [0, 1]} определяет отображение f ′(t0) ∈ En.

Если отображение f : I → En дифференцируемо в точке t0 ∈ I,то f ′(t0) называют
нечеткой производной f(t) в точке t0.

Замечание 1. В работах [30 – 33] введены также другие определения нечеткой про-
изводной, рассмотрена связь между ними и изучены ее свойства.

Определение 7 [9]. Говорят, что отображение f : I×En → En удовлетворяет усло-
вию Липшица по переменной x, если существует постоянная λ такая, что для любых
x, y ∈ En выполняется неравенство

D(f(t, x), f(t, y)) ≤ λD(x, y).

Под нечетким дифференциальным уравнением будем понимать уравнение вида

x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, (1)

где t ∈ I — время, t0 ∈ I, x ∈ En — фазовый вектор, f : I × En → En — нечеткое
отображение.

Определение 8 [10]. Отображение x : I0 → En, I0 ⊂ I, называется решением задачи
(1), если оно слабо непрерывно на I0, t0 ∈ I0 и для всех t ∈ I0 удовлетворяет интеграль-
ному уравнению

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, x(s)) ds. (2)

В работах [2 – 8, 10, 16 – 18, 20, 21, 27, 29 33] доказаны различные теоремы существо-
вания решений такого типа уравнений и изучены их свойства для случая, когда правая
часть уравнений является непрерывной по (t, x). Аналогично тому, как это было сдела-
но для дифференциальных уравнений с производной Хукухары [34], можно ослабить это
требование:

Теорема 4 [12]. Пусть в области Q = {(t, x) : t0 ≤ t ≤ t0 + a, D(x, x0) ≤ b} отобра-
жение f : Q → En удовлетворяет следующим условиям:

1) f(·, x) сильно измеримо по t при любом фиксированном x;
2) f(t, ·) слабо непрерывно по x при почти всех t;
3) существует суммируемая функция m(t) такая, что для почти всех (t, x) выпол-

няется неравенство D(f(t, x), 0̂) ≤ m(t).
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Тогда на отрезке [t0, t0 + d] существует решение задачи (1), где d > 0 такое, что

d ≤ a, ϕ(t0 + d) ≤ b, ϕ(t) =

∫ t

t0

m(s) ds.

Теорема 5 [12]. Пусть в области Q отображение f(t, x) удовлетворяет условию
Липшица по переменной x с постоянной λ > 0. Тогда уравнение (1) имеет единственное
решение.

Пусть движение объекта управления описывается нечеткой системой дифференци-
альных уравнений вида

ẋ = ε[f(t, x) + g(t, u)], x(0) = x0, (3)

где ε > 0 — малый параметр; t ∈ I = [0, Lε−1], L > 0 — время; x ∈ En — фазовый
вектор; u(t) ∈ U ∈ conv (Rk) — вектор управления; f : I × En → En, g : I ×Rk → En —
нечеткие отображения.

Определение 9. Суммируемую на отрезке I функцию u(·) такую, что u(t) ∈ U для
всех t ∈ I, будем называть допустимым управлением.

Множество всех допустимых управлений обозначим через Θ(I).
Системе (3) поставим в соответствие усредненную систему

dx

dt
= ε[f(x) + w], x(0) = x0, (4)

где

f(x) =
1

2π

2π∫
0

f(t, x)dt, w ∈ W =
1

2π

2π∫
0

g(t, U) dt. (5)

Таким образом, неавтономной системе уравнений движения объекта управления при-
веденная выше схема усреднения ставит в соответствие автономную систему уравнений
движения с некоторым новым нечетким управлением w.

Рассмотрим задачу оптимального управления с нечетким критерием качества

J(u) = Φ(x(Lε−1, u)), (6)

где Φ : En → E1.

Определение 10. Управление u∗ ∈ Θ(I) назовем максиминным (максимаксным) для
задачи (3), (4), если для любого управления u ∈ Θ(I) выполняется неравенство

m[J(u)]0 ≤ m[J(u∗)]
0, (M [J(u)]0 ≤ M [J(u∗)]0),

где mA = min {a : a ∈ A, A ∈ conv (R)}, MA = max {a : a ∈ A, A ∈ conv (R)}.

Задаче (3), (6) поставим в соответствие усредненную задачу

J(w) = Φ(x(Lε−1, w)) (7)
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на нечетких траекториях системы (4).

Теорема 6. Предположим, что правая часть системы (3) в области

Q{t ∈ I, x ∈ G(x0), u(t) ∈ U},

где G(x0) — некоторая окрестность x0, удовлетворяет следующим условиям:
1) нечеткое отображение f(·, ·) 2π-периодично и сильно измеримо по t при фиксиро-

ванном x; равномерно ограничено и удовлетворяет условию Липшица с постоянной λ
по x при фиксированном t;

2) нечеткое отображение g(·, ·) 2π-периодично и сильно измеримо по t при фиксиро-
ванном u; равномерно ограничено и удовлетворяет условию Липшица с постоянной λ
по u при фиксированном t.
Кроме того, пусть отображение Φ(·) удовлетворяет условию Липшица по x с посто-
янной µ.

Тогда для любого L > 0 можно указать такие C(L) > 0 и ε(L) > 0, что при ε ∈
∈ (0, ε0] будут выполняться неравенства

m[J(u∗)]
0 −m[J(u1)]0 ≤ Cε, |m[J(u∗)]

0 −m[J(w∗)]
0| ≤ Cε,

где u∗(·) — максиминное управление для задачи (3), (6); w∗(·) — максиминное управление
для задачи (4), (7);

u1(t) =

ui(t) :

2π(i+1)∫
2πi

g(t, ui(t))dt =

2π(i+1)∫
2πi

w∗(t)dt, t ∈ [2πi, 2π(i+ 1)), i = 0, 1, . . .

 .

Замечание 2. Очевидно, что при выполнении условий 1, 2 теоремы и заданных допус-
тимых управлений u(·) и w(·) соответствующие нечеткие дифференциальные уравнения

ẋ = ε[f(t, x) + g(t, u(t))], x(0) = x0,

и
dx

dt
= ε[f(x) + w(t)], x(0) = x0,

будут иметь единственные решения в силу теорем 4 и 5.

Доказательство. Обозначим через w1(·) нечеткое управление

w1(t) =

wi : wi =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

g(t, u∗(t))dt, t ∈ [2πi, 2π(i+ 1)), i = 0, 1, . . .

 .

Пусть x(·, u∗), x(·, w∗), x(·, u1), x(·, w1) являются решениями соответствующих уравне-
ний

ẋ = ε[f(t, x) + g(t, u∗(t))], x(0) = x0, (8)
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ẋ = ε[f(x) + w∗(t)], x(0) = x0, (9)

ẋ = ε[f(t, x) + g(t, u1(t))], x(0) = x0, (10)

ẋ = ε[f(x) + w1(t)], x(0) = x0. (11)

Тогда по теореме о частичном усреднении нечетких дифференциальных уравнений [12,
13] при t ∈ [0, Lε−1] справедливы оценки

D(x(t, u∗), x(t, w1)) ≤ C1ε, D(x(t, u1), x(t, w∗)) ≤ C1ε,

из которых в силу липшицевости отображения Φ(·) следует, что

D(J(u∗), J(w1)) ≤ µC1ε, D(J(u1), J(w∗)) ≤ µC1ε. (12)

Очевидно, что

m[J(u∗)]
0 ≥ m[J(u1)]0, m[J(w∗)]

0 ≥ m[J(w1)]0. (13)

Для J(u∗) и J(w∗) справедливо одно из следующих неравенств:

m[J(u∗)]
0 > m[J(w∗)]

0, (14)

m[J(u∗)]
0 ≤ m[J(w∗)]

0. (15)

В первом случае из (12) – (14) следует

m[J(w1)]0 + µC1ε ≥ m[J(u∗)]
0 > m[J(w∗)]

0 ≥ m[J(w1)]0,

т. е.

|m[J(u∗)]
0 −m[J(w∗)]

0| ≤ µC1ε. (16)

Во втором случае из (12), (13), (15) имеем

m[J(u1)]0 + µC1ε ≥ m[J(w∗)]
0 ≥ m[J(u∗)]

0 ≥ m[J(u1)]0,

т. е. выполняется неравенство (16). Полагая C = µC1, из (16) получаем второе неравенст-
во из утверждения теоремы.

Аналогично можно доказать и первое неравенство.
Теорема доказана.

Замечание 3. Теорему, аналогичную предыдущей, можно доказать и для максимакс-
ных управлений.

Замечание 4. Если максиминные управления являются также и максимаксными и
наоборот, то утверждение теоремы 6 можно записать в следующем виде:

h([J(u1)]0, [J(u∗)]
0) ≤ Cε, h([J(u∗)]

0, [J(w∗)]
0) ≤ Cε.
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