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Обобщенные представления субгаpмонических функций

в полуплоскости

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

We obtain the presentation of subharmonic functions of finite gamma-growth in a half-plane.

This presentation is a generalization of the known integral formulas for the subharmonic func-

tions of finite order.

В теории аналитических и субгармонических функций многие важные результаты получа-
ются с помощью различных представлений этих функций. Наиболее известная их них —
формула Пуассона–Иенсена, на которую опирается значительная часть теории субгармо-
нических функций. К ним также относятся формулы Неванлинны, Симидзу–Альфорса,
Карлемана, Левина, которые приведены в [1]. Теория субгармонических функций в полу-
плоскости C+ = {z : Im z > 0}, созданная А.Ф. Гришиным [2], в значительной мере опи-
рается на открытые им интегральные формулы. Из представления Гришина ясно видно,
что субгармоническая функция конечного порядка в верхней полуплоскости определяется
своей полной мерой с точностью до гармонического полинома, обращающегося в нуль на
вещественной оси, аналогично тому, как целая функция конечного порядка определяется
своими корнями с точностью до функции вида exp{P (z)}, где P (z) — полином.

В настоящей работе приведены представления субгармонических функций в полуплос-
кости более общего роста γ(r), чем конечный порядок. Вышеупомянутое представление
Гришина получается как частный случай при γ(r) = rρ, где ρ > 0 — фиксированное число.

Обозначим через C+ = {z : Im z > 0} верхнюю полуплоскость комплексного перемен-
ного z. Через C(a, r) будем обозначать открытый, а через B(a, r) — замкнутый круг ра-
диуса r с центром в точке a; через Ω+ — пересечение множества Ω с полуплоскостью
C+ : Ω+ = Ω

⋂

C+. Если 0 < r1 < r2, то D+(r1, r2) = C+(0, r2) \ C+(0, r1) означает замк-
нутое полукольцо.

Субгармоническая в C+ функция v называется истинно субгармонической, если
lim sup

z→t
v(z) 6 0 для любого вещественного числа t ∈ R. Класс истинно субгармонических
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функций обозначим через JS. Класс истинно дельта-субгармонических функций Jδ опре-
деляется как разность Jδ = JS − JS.

Пусть v ∈ JS, λ = λ(v) — ее полная мера (см. [2] или [3]). Мера λ обладает следующими
свойствами:

1) λ — конечная мера на каждом компакте K ⊂ C;
2) λ — неотрицательная мера;
3) λ равна нулю в нижней полуплоскости C− = {z : Im z < 0}.
Наоборот, если мера λ удовлетворяет условиям 1–3, то существует функция v ∈ JS,

с полной мерой, равной λ. Совокупность условий 1–3 в дальнейшем будем обозначать через
{G+}.

В дальнейшем через A,B, . . . будем обозначать постоянные, причем различные посто-
янные могут обозначаться одной буквой.

Для заданной меры λ обозначим через λ(t) = λ(B(0, t)). Пусть v ∈ Jδ, v = v+ − v−, λ —
полная мера функции v, λ = λ+ −λ− — жорданово разложение меpы λ. Введем следующие
характеристики функции v:

m(r, v) :=
1

r

π
∫

0

v+(reiϕ) sin ϕdϕ, N(r, v, r0) :=

r
∫

r0

λ−(t)

t3
dt,

T (r, v, v0) := m(r, v) + N(r, v, r0) + m(r0,−v), r > r0,

где r0 — пpоизвольное, как правило, фиксированное, положительное число (пpи желании
можно считать r0 = 1), которое в обозначениях (если это не вызывает недоразумений) будем
опускать (например, вместо T (r, v, v0) будем писать T (r, v) и т. д.).

Стpого положительная, непрерывная, возрастающая и неограниченная функция γ(r),
определенная на полуоси [0,+∞), называется функцией роста.

В дальнейшем мы будем предполагать, что функция роста γ удовлетворяет условию:

lim inf
r→∞

γ(r)

r
> 0. (1)

Условие (1) выполняется для функции γ(r) = rρ при ρ > 1. Однако оно не выполняется
для rρ при 0 < ρ < 1. Если (1) не выполняется, то мы определяем N(r, v) := N(r, v, r/2),
T (r, v) := T (r, v, r/2), и все дальнейшие утверждения при этом имеют место.

Функция v ∈ Jδ называется функцией конечного γ-типа, если существуют постоянные A
и B > 0 такие, что

T (r, v) 6 A
γ(Br)

r

для всех r > r0.
Класс данных δ-субгармонических функций конечного γ-типа обозначим чеpез Jδ(γ(r)).

Чеpез JS(γ(r)) обозначим класс истинно субгаpмонических функций конечного γ-типа.
Положительная мера λ имеет конечную γ-плотность, если при некоторых положитель-

ных A и B выполняется неравенство

N(r, λ) :=

r
∫

r0

λ(t)

t3
dt 6

A

r
γ(Br) (2)
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для всех r > r0 (если условие (1) не выполняется, то полагаем r0 = r/2). Из (2) следует
(см. [3, лемма 2]), что

λ(r) 6 rAγ(Br), r > r0, (3)

т. е. λ является мерой конечного γ-типа.
Коэффициенты Фурье функции v ∈ Jδ опpеделяются формулой [4]

ck(r, v) =
2

π

π
∫

0

v(reiθ) sin kθ dθ, k ∈ N.

Пусть λ — мера, удовлетворяющая условиям {G+}, γ — некоторая функция роста. Для
k ∈ N обозначим

S+(r; k, λ) =
1

πk

∫∫

D+(r0,r)

sin kϕ

τk Im ζ
dλ(ζ) +

1

πkr2k
0

∫∫

C+(0,r0)

sin kϕ

Im ζ
τk dλ(ζ),

где ζ = τeiϕ, r0 > 0 — фиксиpованное число,

S+(r1, r2; k, λ) = S+(r2; k, λ) − S+(r1; k, λ), r1 6 r2,

S′

+(r; k, λ) =
1

πkrk

∫∫

C+(0,r)

sin kϕ

Im ζ
τk dλ(ζ),

при этом символ λ, если это не вызывает недоразумений, будем опускать.
Мера λ называется γ-сбалансированной, если существуют положительные постоянные A,

B, при которых

S+(r1, r2; k, λ) 6
Aγ(Br1)

rk
1

+
Aγ(Br2)

rk
2

(4)

для всех r2 > r1 > 0 и k = 2, 3, . . . .
Мера λ называется γ-допустимой, если она γ-сбалансированна и имеет конечную γ-плот-

ность.
Мера λ называется γ-взвешенной, если существуют последовательность вещественных

чисел α = {αk} и положительные постоянные A, B, при которых для всех r > 0, k ∈ N

выполняется неравенство

|αk + S+(r; k, λ)| 6
Aγ(Br)

rk
. (5)

Пусть α = {αk} — некоторая последовательность вещественных чисел. Функции

ck(r;λ, α) = rk{αk + S+(r; k)} − S′

+(r; k), k ∈ N,

называются коэффициентами Фурье пары (λ, α).
Пара (λ, α) называется γ-допустимой, если мера λ имеет конечную γ-плотность и су-

ществуют положительные постоянные A, B, при которых

|ck(r;λ, α)| 6 Aγ(Br), r > 0, k ∈ N.
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Пусть λ — мера, R>0 — фиксированное число. R-остатком меры λ называется мера λR

такая, что λR равна нулю в круге B(0, R) и λR(Ω) = λ(Ω \ B(0, R)).
Пусть R — непустое множество положительных чисел. Семейство остатков {λR : R ∈ R}

называется полным, если множество R неограниченно.
Пусть γ — функция роста, а мера λ удовлетворяет условиям {G+}. Семейство остатков

{λR} называется равномерно γ-сбалансированным, если неравенство (4) выполняется для
всех λR из этого семейства при одних и тех же постоянных A и B.

Порядком и нижним порядком функции роста γ называются величины

β[γ] = lim sup
r→∞

ln γ(r)

ln r
, α[γ] = lim inf

r→∞

ln γ(r)

ln r
.

Порядком и нижним порядком функции v ∈ Jδ называются величины β[rT (r, v)]
и α[rT (r, v)].

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть функция pоста γ(r) удовлетворяет одному из условий:
1) функция ln γ(r) выпукла относительно ln r;
2) α[γ] = ∞.
Тогда каждая γ-сбалансированная мера λ имеет полное семейство равномерно γ-сба-

лансированных остатков. Причем в случае 1 можно взять {λR} = {λR : R > R0 > 0}, где
R0 — фиксированное число.

Следующие две леммы необходимы при доказательстве теоремы 2, однако имеют и са-
мостоятельное значение.

Лемма 1. Пусть λ — γ-допустимая мера, функция роста γ(r) удовлетворяет одно-
му из условий 1 или 2 теоремы 1. Тогда существует полное, равномерно γ-сбалансиро-
ванное семейство остатков {λR : R ∈ R} меры λ, а также семейство {α(R)}, α(R) =
= {αk(R)}∞k=1, — последовательностей вещественных чисел такие, что

ck(r;λR, α(R)) 6 Aγ(Br), k ∈ N, (6)

для всех r > 0 при некоторых положительных A и B. Кроме того,

lim
R∋R→∞

ck(r;λR, α(R)) = 0, k ∈ N, (7)

для всех r > 0. Если функция ln γ(r) выпукла относительно ln r, то можно взять R =
= {R : R > R0} при некотором R0 > 0.

Лемма 2. Пусть R — неограниченное множество положительных чисел, а {vR : R ∈
∈ R} — семейство функций класса Jδ, полная мера которых в круге C(0, R) равна нулю и

|ck(r; vR)| 6 Aγ(Br), k ∈ N, R ∈ R,

для всех r > 0 при некоторых положительных A и B, а также

lim
R∋R→∞

ck(r; vR) = 0, k ∈ N, r > 0,

Тогда

lim
R∋R→∞

vR = 0

равномерно на компактах в C+.
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Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функция pоста γ(r) удовлетворяет одному из условий 1 или 2 те-

оремы 1. Тогда для любой функции v ∈ JS(γ(r)) существует неограниченное множество
R положительных чисел и семейство {uR : R ∈ R} функций истинно субгармонических
в C+, положительные постоянные A и B такие, что:

1) полные меры функций uR в круге C(0, R) совпадают с полной мерой функции v;
2) v − uR ⇉ 0 равномерно на компактах в C+ когда R → ∞, R ∈ R;
3)

T (r, F ) 6 A
γ(Br)

r
(8)

для всех r > 0, где F — любая из функций v, uR или v − uR. Если γ(r) удовлетворяет
условию 1 теоремы 1, то можно взять R = {R : R > R0} при некотором R0 > 0.

Используя теорему 2, мы получаем представление Гришина субгармонических функций
конечного порядка в полуплоскости. Это представление получается здесь не самым прос-
тым и кратким путем по сравнению с известными [2]. Однако оно указывает на то, что
понятие обобщенного представления является обобщением классических понятий, в част-
ности, представления аналитической в C+ функции конечного порядка в виде произведения
канонических множителей и интеграла по вещественной оси [5, теорема 3.2].

Теорема 3 (Гришин). Пусть v(z) — истинно субгармоническая функция конечного
порядка β > 0, p = [β]. Пусть λ — полная мера функции v(z), λ1 — ограничение меры λ
на круг B(0, 1), λ2 = λ − λ1. Тогда существуют вещественные числа {dk}

p
k=1 такие, что

справедливо равенство

v(z) =
1

2π

∫∫

K(z, ζ) dλ1(ζ) +
1

2π

∫∫

Kp(z, ζ) dλ2(ζ) +

p
∑

k=1

dk Im zk, (9)

если β > 1, а при β < 1,

v(z) =
1

2π

∫∫

K(z, ζ)dλ(ζ) + d1 Im z, d1 6 0, (10)

где

Kp(z, ζ) =
1

Im ζ
Re

[

ln
z − ζ

z − ζ
+

p
∑

k=1

zk

k

(

1

ζk
−

1

ζk

)

]

, p = 1, 2, . . . ;

K(z, ζ) =
1

Im ζ
ln

∣

∣

∣

∣

z − ζ

z − ζ

∣

∣

∣

∣

.

Здесь мы рассматривали однозначную ветвь функции ln z в комплексной плоскости
с разрезом по отрицательной полуоси.
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Эллиптические по Петровскому системы

дифференциальных уравнений в уточненной шкале

пространств на замкнутом многообразии

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.С. Самойленко)

We study a system of differential equations that is elliptic in the sense of Petrovskii on a closed

compact smooth manifold. We prove that the operator generated by the system is a Fredholm one

in a refined bilateral scale of functional Hilbert spaces. Elements of this scale are the isotropic

spaces of Hörmander–Volevich–Paneyakh. An elliptic system with parameter is investigated

as well.

В работе изучаются эллиптические матричные дифференциальные операторы на гладком
замкнутом (компактном) многообразии. Известно [1, c. 52], что эти операторы имеют ко-
нечный индекс в шкале соболевских пространств. Цель работы — уточнить этот резуль-
тат применительно к более тонкой двусторонней шкале гильбертовых функциональных
пространств. Элементами этой шкалы являются изотропные пространства Хермандера–
Волевича–Панеяха [2, с. 54; 3, с. 14], параметризуемые с помощью двух параметров: чис-
лового и функционального. Последний является медленно меняющейся на +∞ функцией
одной переменной. Эта двусторонняя шкала исследовалась ранее в [4, 5] и названа там
уточненной. Она содержит в себе соболевскую шкалу и позволяет значительно точнее оха-
рактеризовать гладкость распределения по свойствам его преобразования Фурье.

Мы предполагаем, что матричный дифференциальный оператор является эллиптичес-
ким по И. Г. Петровскому [6, с. 328]. Нами установлено, что исследуемый оператор ограни-
чен и фредгольмов (т. е. имеет конечный индекс) в уточненной двусторонней шкале прост-
ранств и порождает в ней семейство изоморфизмов. Получена априорная оценка и исследо-
вана локальная гладкость решений эллиптической системы. Изучен также эллиптический
матричный оператор с параметром. Скалярный случай рассмотрен ранее в работах [5, 7–10]
как для многообразий с краем, так и без края.

1. Постановка задачи. Пусть Γ — бесконечно гладкое замкнутое многообразие раз-
мерности n > 1, на котором задан матричный дифференциальный оператор

A = (Aj,k)
p
j,k=1.
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