
УДК 517.9

ПОБУДОВА НЕСКIНЧЕННОВИМIРНОГО IНВАРIАНТНОГО
ТОРА ЗЛIЧЕННОЇ СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ
МЕТОДОМ УКОРОЧЕННЯ ЇЇ ЗА КУТОВОЮ ЗМIННОЮ

А. М. Самойленко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3
e-mail: sam@imath.kiev.ua

Ю. В. Теплiнський

Кам’янець-Подiл. нац. ун-т
Україна, 32300, Кам’янець-Подiльський Хмельницької обл.,
вул. Iвана Огiєнка, 61
e-mail: yuriy-teplinsky@yandex.ru

К. В. Пасюк

Буковин. держ. фiн. академiя
Україна, 58000, Чернiвцi, вул. Штерна, 1
e-mail: pkv.85@mail.ru

We use the method of reduction in the angular variable to construct an invariant torus that depends on
an infinite set of constant sign changing deviations of the arguments for a linear system of differential-
difference equations. This means that the function that defines the torus is represented as a limit of a
sequence of functions with each one defining an invariant torus for the initial system reduced with respect
to the angular variable as the order of reduction tends to infinity.

Для построения бесконечномерного инвариантного тора линейной системы дифференциально-
разностных уравнений, зависящей от бесконечного множества постоянных разнознаковых от-
клонений аргументов, применен метод укорочения угловой переменной, т. е. функция, опреде-
ляющая этот тор, представлена в виде предела последовательности функций, каждая из ко-
торых определяет инвариантный тор укороченной относительно угловой переменной исход-
ной системы, при неограниченном росте порядка укорочения.

1. Постановка задачi. У роботах [1, 2] за допомогою вiдомого методу функцiї Грiна –
Самойленка [3, 4] знайдено достатнi умови iснування в банаховому просторi M обмеже-
них числових послiдовностей x = (x1, x2, x3, . . .) зi стандартною нормою ‖x‖ = supi{|xi|}
лiпшицевих та гельдерових iнварiантних торiв лiнiйних злiченних систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь загального виду, що визначенi на нескiнченновимiрних торах i мiстять
нескiнченну множину рiзнознакових сталих вiдхилень аргументiв, а в [5] наведено достат-
нi умови неперервної залежностi цих торiв вiд параметрiв. У данiй роботi ми продовжує-
мо дослiдження властивостей iнварiантних торiв цих систем.
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Система рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx(t)

dt
= P (ϕt(ϕ))x(t) +B(ϕ, t)x(t+ ∆) + c(ϕ, t) (1)

є частковим випадком системи (1) з [1] (або рiвняння (9) з [2]), тобто x ∈ M, ϕ = (ϕ1, ϕ2,
ϕ3, . . .) ∈ M; вiдображення a(ϕ) = {a1(ϕ), a2(ϕ), a3(ϕ), . . .} визначене перiодичними вiд-
носно координат ϕj , j = 1, 2, 3, . . . , з перiодом 2π функцiями ai(ϕ) : M → R1 ∀i ∈ N,
що дозволяє вважати систему (1) визначеною на нескiнченновимiрному торi T∞, а цi ко-
ординати кутовими координатами на ньому; N — множина натуральних чисел; ϕt(ϕ) —
розв’язок першого рiвняння системи (1), що задовольняє початкову умову ϕ = ϕ0(ϕ),
ϕ ∈ T∞; P (ϕ) = [pij(ϕ)]∞ij=1 — нескiнченна матриця з 2π-перiодичними вiдносно ϕi,
i = 1, 2, 3, . . . , елементами, елементи bij(ϕ, t) = bij(y1(ϕ, t), y2(ϕ, t), . . .) нескiнченної мат-
рицi B(ϕ, t) та координати ci(ϕ, t) = ci(z1(ϕ, t), z2(ϕ, t), . . .) векторної функцiї c(ϕ, t) ви-
значаються рiвностями yi(ϕ, t) = ϕit+Γi

(ϕ) та zi(ϕ, t) = ϕit+δi (ϕ) вiдповiдно, причому
функцiї ci(z) = ci(z1, z2, . . .) та bij(y1, y2, . . .) є 2π-перiодичними вiдносно кожної своєї ко-
ординати для будь-яких натуральних i та j; x(t + ∆) = (x1(t + ∆1), x2(t + ∆2), . . .); Γi, δi
та ∆i — довiльнi фiксованi дiйснi числа для будь-яких i ∈ N ; ‖P (ϕ)‖ = sups

∑∞
j=1 |psj(ϕ)|,

‖P (ϕ)‖0 = supϕ∈T∞ ‖P (ϕ)‖.
Назвемо умовами (U) такi умови:
1) ∀s ∈ N :

‖a(ϕ)‖ ≤ A = const < ∞,
∞∑
j=1

sup
y∈T∞

|bsj(y)| ≤ B0 = const < ∞,

∞∑
j=1

sup
ϕ∈T∞

|psj(ϕ)| ≤ P 0 = const < ∞;

2) множини δi, Γi та ∆i вiдхилень аргументу t обмеженi числами ∆∗, Γ∗ та ∆∗ вiдповiд-
но, тобто ∀i ∈ N : |δi| < ∆∗, |Γi| < Γ∗, |∆i| < ∆∗;

3) B0 + ‖P (ϕ) + E‖0 < 1, де E — одинична нескiнченна матриця,
а умовами Лiпшиця (L) наступнi:

1) ∀{ϕ,ϕ1} ⊂ T∞ : ‖a(ϕ)− a(ϕ1)‖ ≤ α‖ϕ− ϕ1‖, α = const > 0,

‖P (ϕ)− P (ϕ1)‖ ≤ p0‖ϕ− ϕ1‖, p0 = const > 0;

2) ∀{z, z1} ⊂ T∞ : ‖c(z)− c(z1)‖ ≤ η‖z − z1‖, η = const > 0;
3) ∀{y, y1} ⊂ T∞ : ‖B(y)−B(y1)‖ ≤ β‖y − y1‖, β = const > 0.
При виконаннi умов (U) i (L) виконуються умови наслiдку 3 з [1] (крiм другої та тре-

тьої), а отже, iснує неперервна на T∞ функцiя u(ϕ) : T∞ → M, що визначає iнварiантний
тор T системи рiвнянь (1).

Запишемо скiнченновимiрну систему у виглядi рiвняння

d
(m)
ϕ

dt
=

(m)
a (

(m)
ϕ ), (2)
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де
(m)
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ Tm, Tm —m-вимiрний тор, 0̄ = (0, 0, 0, . . .),

(m)
a (

(m)
ϕ ) = {a1(

(m)
ϕ , 0̄), . . .

. . . , am(
(m)
ϕ , 0̄)}.

Очевидно, при будь-якому
(m)
ϕ ∈ Tm система (2) має єдиний визначений на всiй осi

розв’язок
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ) такий, що

(m)
ϕ 0(

(m)
ϕ ) =

(m)
ϕ .

Тепер запишемо злiченну систему у виглядi рiвняння

dx

dt
= P (

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ), 0̄)x+B(

(m)
ϕ , t)x(t+ ∆) + c(

(m)
ϕ , t), (3)

де

B(
(m)
ϕ , t) = B(

(m)
ϕ 1t+Γ1

(
(m)
ϕ ), . . . ,

(m)
ϕ mt+Γm

(
(m)
ϕ ), 0̄),

c(
(m)
ϕ , t) = c(

(m)
ϕ 1t+δ1

(
(m)
ϕ ), . . . ,

(m)
ϕ mt+δm

(
(m)
ϕ ), 0̄).

Легко перевiрити, що для рiвняння (3), визначеного на m-вимiрному торi, виконують-
ся всi умови, вказанi вище для рiвняння (1), визначеного на нескiнченновимiрному торi.

Тому рiвняння (3) має iнварiантний тор Tm, породжений функцiєю um(
(m)
ϕ ) : Tm → M.

Дiйсно, позначаючи B(
(m)
ϕ ) = P (

(m)
ϕ , 0̄) + E, одержуємо, що для будь-якого k ∈ N

⋃
{0}

рiвняння

dx(t)

dt
= −Ex(t) + B(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))ukm(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ )) +B(

(m)
ϕ , t)ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆) + c(

(m)
ϕ , t),

в якому ukm(
(m)
ϕ , t + ∆) = ukm(

(m)
ϕ 1t+∆1

(
(m)
ϕ ), . . . ,

(m)
ϕ mt+∆m

(
(m)
ϕ )), визначає в просторi M iнва-

рiантний тор Tk+1
m , породжений функцiєю

x = uk+1
m (

(m)
ϕ ) =

0∫
−∞

Ω0
τ c

k+1
m (

(m)
ϕ , τ) dτ,

де Ω0
τ = diag {exp{τ}, exp{τ}, . . .}— дiагональна матриця,

ck+1
m (

(m)
ϕ , t) = B(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))ukm(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ )) +B(

(m)
ϕ , t)ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆) + c(

(m)
ϕ , t),

а u0m(
(m)
ϕ ) визначено рiвнiстю

u0m(
(m)
ϕ ) =

0∫
−∞

Ω0
τ c(

(m)
ϕ , τ) dτ.

Доведення рiвномiрної вiдносно
(m)
ϕ ∈ Tm збiжностi при k → ∞ послiдовностi {ukm(

(m)
ϕ )}∞k=1

до неперервної на Tm функцiї um(
(m)
ϕ ) проводиться аналогiчно до доведення теореми 1 з [2].
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Задача полягає у вiдшуканнi достатнiх коефiцiєнтних умов, при яких послiдовнiсть

{um(
(m)
ϕ )} збiгається до функцiї u(ϕ) при m → ∞.

2. Основний результат та його доведення. Будемо говорити, що функцiя s(ϕ) задо-
вольняє посилену умову Кошi – Лiпшиця на T∞ з коефiцiєнтом ε(m), якщо iснує така до-
датна скалярна функцiя ε(m), яка визначена на множинi цiлих невiд’ємних чисел i прямує
до нуля при m → ∞, що для {ϕ,ϕ1} ⊂ T∞, першi m вiдповiдних координат яких попарно
збiгаються, справджується нерiвнiсть

‖s(ϕ1, ϕ2, . . .)− s(ϕ1, . . . , ϕm, ϕ
1
m+1, ϕ

1
m+2, . . .)‖ ≤

≤ ε(m)‖{ϕm+1 − ϕ1
m+1, ϕm+2 − ϕ1

m+2, . . .}‖.

Наступну умову назвемо умовою (L∗) :
матрицiP (ϕ), B(y) та функцiї a(ϕ), c(z) задовольняють посиленi умови Кошi – Лiпшиця

на T∞ з коефiцiєнтами p0(m), β(m) та α(m), η(m) вiдповiдно.
Зауважимо, що при умовi (L∗) виконуються i умови (L) з коефiцiєнтами p0 = p0(0),

β = β(0), η = η(0) i a = α(0).

Теорема. Нехай виконуються умови (U) та (L∗). Тодi

‖u(ϕ)− um(
(m)
ϕ )‖ → 0 при m → ∞

рiвномiрно вiдносно ϕ ∈ T∞.

Доведення. Зберiгши сенс позначень uk(ϕ) та ck(ϕ, t) з доведення наслiдку 3 з [1] для
рiвняння (1), запишемо рiвностi

uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ ) =

0∫
−∞

Ω0
τ

{
ck+1(ϕ, τ)− ck+1

m (
(m)
ϕ , τ)

}
dτ,

(4)

ck+1(ϕ, t)− ck+1
m (

(m)
ϕ , t) = B(ϕt(ϕ))uk(ϕt(ϕ)) +B(ϕ, t)uk(ϕ, t+ ∆) + c(ϕ, t)−

−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))ukm(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))−B(

(m)
ϕ , t)ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆)− c(

(m)
ϕ , t) =

= B(ϕt(ϕ))

(
uk(ϕt(ϕ))− ukm(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))

)
+

+

(
B(ϕt(ϕ))−B(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))

)
ukm(

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))+

+B(ϕ, t)

(
uk(ϕ, t+ ∆)− ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆)

)
+

+

(
B(ϕ, t)−B(

(m)
ϕ , t)

)
ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆) + c(ϕ, t)− c(

(m)
ϕ , t).
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Введемо позначення

ϕ̄ = (ϕ1, . . . , ϕm, 0̄), ϕ̃ = (0, . . . , 0, ϕm+1, ϕm+2, . . .),

(ϕ1t+δ1
(ϕ), ϕ2t+δ2

(ϕ), . . .) = ϕt+δ(ϕ),

(
(m)
ϕ 1t+δ1

(
(m)
ϕ ), . . . ,

(m)
ϕ mt+δm

(
(m)
ϕ )) =

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ),

ϕt(
(m)
ϕ , 0̄) — розв’язок першого рiвняння системи (1) з початковою умовою ϕ0(

(m)
ϕ , 0̄) =

= {
(m)
ϕ , 0̄}. У цих позначеннях мають мiсце рiвностi

c(ϕ, t) = c(ϕt+δ(ϕ)), (ϕ1t+δ1
(
(m)
ϕ , 0̄), ϕ2t+δ2

(
(m)
ϕ , 0̄), . . .) = ϕt+δ(

(m)
ϕ , 0̄),

c(
(m)
ϕ , t) = c(

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄).

Тодi

‖c(ϕ, t)− c(
(m)
ϕ , t)‖ = ‖c(ϕt+δ(ϕ))− c(

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄)‖ ≤

≤ ‖c(ϕt+δ(ϕ))− c(ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄))‖+

+ ‖c(ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄))− c(ϕ̄t+δ(

(m)
ϕ , 0̄))‖+

+ ‖c(ϕ̄t+δ(
(m)
ϕ , 0̄))− c(

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄)‖. (5)

Легко побачити, що

‖c(ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄))− c(ϕ̄t+δ(

(m)
ϕ , 0̄))‖ ≤ η(m)‖ϕt+δ(

(m)
ϕ , 0̄)‖ ≤ η(m)(2π +A|t|+A∆∗). (6)

Використовуючи фрагменти доведень леми 10.1 та теореми 10.4 з [6], одержуємо такi
оцiнки:

V (t) = ‖ϕt(ϕ)− ϕt(
(m)
ϕ , 0̄)‖ ≤

≤
|t|∫
0

{
α(m)‖ϕs(ϕ)− ϕs(

(m)
ϕ , 0̄)‖+ α(0)‖ϕs(ϕ)− ϕs(

(m)
ϕ , 0̄)‖

}
ds ≤

≤ α(m)(2π|t|+At2) +

|t|∫
0

α(0)V (s) ds,
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V 0(t) = ‖ϕ̄t(ϕ)− {
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ), 0̄}‖ ≤

≤
|t|∫
0

{
α(m)‖ϕs(ϕ)‖+ α(0)‖ϕ̄s(ϕ)− {

(m)
ϕ s(

(m)
ϕ ), 0̄}‖

}
ds ≤

≤ α(m)

(
2π|t|+ A

2
t2
)

+

|t|∫
0

α(0)V 0(s) ds.

Використовуючи твердження задачi 1 з [7, с. 47] i проводячи нескладнi, але досить гро-
мiздкi розрахунки, при всiх t ≥ 0 одержуємо оцiнки

V 0(t) ≤ α(m)

(
2πt+

A

2
t2
)

+

t∫
0

α(0)α(m)

(
2πs+

A

2
s2
)

exp


t∫
s

α(0)du

 ds ≤ V 0
∗ (t),

де функцiя

V 0
∗ (t) =

α(m)

α(0)

{
−2π −At− A

α(0)
+

(
2π +

A

α(0)

)
exp{α(0)t}

}
набуває значення нуль при t = 0, додатних значень при t > 0 i є розв’язком iнтегрального
рiвняння

V 0
∗ (t) = α(m)(2πt+At2) +

t∫
0

α(0)V 0
∗ (s) ds, t ≥ 0.

У подальшому будемо використовувати бiльш грубу оцiнку

V 0(t) ≤ α(m)

α(0)

(
2π +

A

α(0)

)
exp{α(0)t}, t ≥ 0.

Проводячи аналогiчнi мiркування при t ≤ 0, приходимо до оцiнки

V 0(t) ≤ α(m)

α(0)

(
2π +

A

α(0)

)
exp{α(0)|t|}, t ∈ R1,

з якої випливає нерiвнiсть

‖ϕ̄t+δ(ϕ)− {
(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄}‖ ≤ α(m)

α(0)

(
2π +

A

α(0)

)
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)} (7)

при всiх t ∈ R1.
Тепер неважко переконатися, що при всiх t ∈ R1 справджується оцiнка

‖ϕt+δ(ϕ)− ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄)‖ ≤ α(m)

α(0)

(
2π +

2A

α(0)

)
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)}. (8)
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Використавши (8), запишемо ланцюжок нерiвностей

‖c(ϕt+δ(ϕ))− c(ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄))‖ ≤ ‖c(ϕt+δ(ϕ))− c(ϕ̄t+δ(ϕ) + ϕ̃t+δ(

(m)
ϕ , 0̄))‖+

+ ‖c(ϕ̄t+δ(ϕ) + ϕ̃t+δ(
(m)
ϕ , 0̄))− c(ϕt+δ(

(m)
ϕ , 0̄))‖ ≤

≤ 2πη(m) exp{α(0)(|t|+ ∆∗)}+ η(0)‖ϕt+δ(ϕ)− ϕt+δ(
(m)
ϕ , 0̄)‖ ≤

≤
{

2πη(m) + η(0)
α(m)

α(0)

(
2π +

2A

α(0)

)}
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)}. (9)

Аналогiчно, використавши нерiвностi (7) та (8), одержимо оцiнки

‖c(ϕ̄t+δ(
(m)
ϕ , 0̄))− c(

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄)‖ ≤ η(0)‖ϕ̄t+δ(

(m)
ϕ , 0̄)− {

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄}‖ ≤

≤ η(0)

{
‖ϕt+δ(ϕ)− ϕt+δ(

(m)
ϕ , 0̄)‖+ ‖ϕ̄t+δ(ϕ)− {

(m)
ϕ t+δ(

(m)
ϕ ), 0̄}‖

}
≤

≤ 4η(0)
α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)}. (10)

З нерiвностей (5), (6), (9) та (10) випливає нерiвнiсть

‖c(ϕ, t)− c(
(m)
ϕ , t)‖ ≤ η(m)(2π +A|t|+A∆∗)+

+

{
2πη(m) + 6η(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)}, t ∈ R1.

(11)

Замiнивши у спiввiдношеннях (5), (6), (9) – (11) символи c,∆∗, η(m), δ на B,Γ∗, β(m), Γ
вiдповiдно, одержимо оцiнку

‖B(ϕ, t)−B(
(m)
ϕ , t)‖ ≤ β(m)(2π +A|t|+AΓ∗)+

+

{
2πβ(m) + 6β(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
exp{α(0)(|t|+ Γ∗)}, t ∈ R1.

(12)

Оцiнимо тепер за нормою рiзницю B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ )). Для цього замiнимо у спiв-

вiдношеннях (5), (6), (9) – (11) символи c, ∆∗, η(m), δ на P, 0, p0(m), 0 вiдповiдно та отри-
маємо оцiнку

‖B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))‖ = ‖P (ϕt(ϕ))− P (

(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ), 0̄)‖ ≤ p0(m)(2π +A|t|)+

+

{
2πp0(m) + 6p0(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
exp{α(0)|t|}, t ∈ R1.

(13)
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Iз спiввiдношень (4) випливають нерiвностi

‖ck+1(ϕ, t)− ck+1
m (

(m)
ϕ , t)‖ ≤ ‖B(ϕt(ϕ))‖

∥∥∥∥uk(ϕt(ϕ))− ukm(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))

∥∥∥∥ ‖ukm(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))‖+

+ ‖B(ϕ, t)‖
∥∥∥∥uk(ϕ, t+ ∆)− ukm(

(m)
ϕ , t+ ∆)

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥B(ϕ, t)−B(
(m)
ϕ , t)

∥∥∥∥ ‖ukm(
(m)
ϕ , t+ ∆)‖+ ‖c(ϕ, t)− c(

(m)
ϕ , t)‖.

У доведеннi наслiдку 3 з [1] показано, що при всiх k ∈ N i ϕ ∈ T∞ норма ‖uk(ϕ)‖ не

перевищує константу
C0

1− (‖B‖0 +B0)
= d̄ > 0. Очевидно, що i ‖ukm(

(m)
ϕ )‖ ≤ d̄ при всiх

k ∈ N та ϕ ∈ Tm. Тодi, використовуючи спiввiдношення (11) – (13), одержуємо нерiвностi

‖ck+1(ϕ, t)− ck+1
m (

(m)
ϕ , t)‖ ≤ ‖P (ϕ) + E‖0‖uk(ϕ)− ukm(

(m)
ϕ )‖0 + d̄

{
p0(m)(2π +A|t|) +

+

[
2π p0(m) + 6p0(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)|t|}

}
+

+B0‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0 + d̄

{
β(m)(2π +A|t|+AΓ∗)+

+

[
2πβ(m) + 6β(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)(|t|+ Γ∗)}

}
+

+ η(m)(2π +A|t|+A∆∗)+

+

[
2πη(m) + 6η(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)(|t|+ ∆∗)} ≤

≤ {‖P (ϕ) + E‖0 +B0}‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0+

+ ζ0(m) {K1 exp{α(0)|t|}+ K2 + K3|t|} ,

де ζ0(m) = α(m) + p0(m) + β(m) + η(m) → 0 при m → ∞;

K1 = d̄

[
2π + 6

p0(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
+ d̄

[
2π + 6

β(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)Γ∗}+

+

[
2π + 6

η(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)∆∗} = const > 0,
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K2 = d̄(4π +AΓ∗) + 2π +A∆∗ = const > 0,

K3 = A(2d̄+ 1) = const > 0.

Припустимо спочатку, що α(0) < 1. Тодi можна записати нерiвностi

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖ ≤

0∫
−∞

exp{τ}{(‖P (ϕ) + E‖0 +B0)‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0+

+ ζ0(m) [K1 exp{−α(0)τ}+ K2 − K3τ ]} dτ ≤

≤ (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0+

+ ζ0(m)

K1

0∫
−∞

exp{(1− α(0))τ}dτ + K2 − K3

0∫
−∞

τ exp{τ}dτ

 ≤
≤ (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)‖uk(ϕ)− ukm(

(m)
ϕ )‖0 + ζ0(m)K0,

де

K0 =

{
K1

1− α(0)
+ K2 + K3

}
= const > 0.

Одержали рекурентну нерiвнiсть, що з урахуванням нерiвностi ‖P (ϕ) + E‖0 +B0 < 1
приводить до оцiнок

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖0 ≤ ‖u0(ϕ)− u0m(

(m)
ϕ )‖0(‖P (ϕ) + E‖0 +B0)k+1+

+ ζ0(m)K0

{
(‖P (ϕ) + E‖0 +B0)k + (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)k−1 + . . .

. . . +(‖P (ϕ) + E‖0 +B0) + 1
}
≤

≤ ‖u0(ϕ)− u0m(
(m)
ϕ )‖0 + ζ0(m)K0

∞∑
i=0

(‖P (ϕ) + E‖0 +B0)i =

= ‖u0(ϕ)− u0m(
(m)
ϕ )‖0 +

ζ0(m)K0

1− (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)
.

З рiвностi

u0(ϕ)− u0m(
(m)
ϕ ) =

0∫
−∞

Ω0
τ

{
c(ϕ, τ)− c(

(m)
ϕ , τ)

}
dτ
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та нерiвностi (11) випливають оцiнки

‖u0(ϕ)− u0m(
(m)
ϕ )‖ ≤

0∫
−∞

exp{τ}

{
η(m)(2π −Aτ +A∆∗)+

+

{
2πη(m) + 6η(0)

α(m)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
×

× exp{α(0)(−τ + ∆∗)}

}
dτ ≤ ζ0(m)K5,

де

K5 = 2π +A∆∗ +A+
K4

1− α(0)
,

K4 =

[
2π + 6

η(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)]
exp{α(0)∆∗} = const > 0.

Остаточно маємо оцiнку

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖0 ≤ ζ0(m)K6,

де ζ0(m) → 0 при m → ∞ i

K6 = K5 +
K0

1− (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)
= const > 0.

Це означає, що рiвномiрно вiдносно k ∈ N, ϕ ∈ T∞ справджується спiввiдношення

limm→∞ u
k
m(

(m)
ϕ ) = uk(ϕ), а отже,

u(ϕ) = lim
k→∞

uk(ϕ) = lim
k→∞

lim
m→∞

ukm(
(m)
ϕ ). (14)

Залишилося показати, що limm→∞ um(
(m)
ϕ ) = u(ϕ), тобто повторна границя в рiвностi

(14) має властивiсть комутативностi. Дiйсно, запишемо нерiвностi

‖u(ϕ)− um(
(m)
ϕ )‖ ≤ ‖u(ϕ)− uk(ϕ)‖+‖uk(ϕ)− ukm(

(m)
ϕ )‖+‖ukm(

(m)
ϕ )− um(

(m)
ϕ )‖ ≤ ε,

де ε— як завгодно мале додатне число. Тодi знайдеться такий номер k0,що при всiх k ≥ k0
та ϕ ∈ T∞ виконуються нерiвностi

‖u(ϕ)− uk(ϕ)‖ ≤ ε

3
, ‖ukm(

(m)
ϕ )− um(

(m)
ϕ )‖ ≤ ε

3

рiвномiрно вiдносно m ∈ N. Зафiксуємо будь-яке значення k ≥ k0 i одержимо оцiнку

‖u(ϕ)− um(
(m)
ϕ )‖ ≤ 2ε

3
+ ‖uk(ϕ)− ukm(

(m)
ϕ )‖.
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Зрозумiло, що знайдеться такий номер m0, що при всiх m ≥ m0 та ϕ ∈ T∞ виконува-
тиметься нерiвнiсть

‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖ ≤ ε

3
,

а разом з нею й оцiнка

‖u(ϕ)− um(
(m)
ϕ )‖ ≤ ε,

що завершує доведення теореми у випадку, коли α(0) < 1.
Нехай тепер α(0) ≥ 1. У цьому випадку нерiвностi (11) – (13) доведеться замiнити

iншими оцiнками.
Очевидно, що при α(0) ≥ 1 для всiх t ∈ R1 справджується нерiвнiсть |t| < exp{α(0)|t|},

а це дає можливiсть замiсть (11) одержати оцiнку

‖c(ϕ, t)− c(
(m)
ϕ , t)‖ < ζ0(m)K7 exp{α(0)|t|}, t ∈ R1,

де

K7 = 2π +A+A∆∗ +

{
2π + 6

η(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
exp{α(0)∆∗}

є додатною сталою.

Врахувавши нерiвнiсть ‖c(ϕ, t)− c(
(m)
ϕ , t)‖ ≤ 2C0, легко отримати оцiнку

‖c(ϕ, t)− c(
(m)
ϕ , t)‖ <

(
2C0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

7 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}
, (15)

де ν — довiльне додатне дiйсне число.
Аналогiчно для будь-якого t ∈ R1 замiсть (12) одержуємо нерiвнiсть

‖B(ϕ, t)−B(
(m)
ϕ , t)‖ < ζ0(m)K8 exp{α(0)|t|},

де

K8 = 2π +A+AΓ∗ +

{
2π + 6

β(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)}
exp{α(0)Γ∗}

теж є додатною сталою. Враховуючи нерiвнiсть ‖B(ϕ, t) − B(
(m)
ϕ , t)‖ ≤ 2B0, приходимо

до оцiнки

‖B(ϕ, t)−B(
(m)
ϕ , t)‖ <

(
2B0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

8 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}
. (16)

I, нарештi, для будь-якого t ∈ R1 замiсть (13) одержуємо нерiвнiсть

‖B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))‖ < ζ0(m)K9 exp{α(0)|t|},

де

K9 = 4π +A+ 6
p0(0)

α(0)

(
π +

A

α(0)

)
= const > 0.
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Тепер, врахувавши нерiвнiсть ‖B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))‖ ≤ 2P 0, запишемо оцiнку

‖B(ϕt(ϕ))−B(
(m)
ϕ t(

(m)
ϕ ))‖ <

(
2P 0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

9 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}
. (17)

Враховуючи нерiвностi (15) – (17), одержуємо такi спiввiдношення:

‖ck+1(ϕ, t)− ck+1
m (

(m)
ϕ , t)‖ < ‖P (ϕ) + E‖0‖uk(ϕ)− ukm(

(m)
ϕ )‖0+

+ d̄
(
2P 0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

9 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}

+B0‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0+

+ d̄
(
2B0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

8 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}

+

+
(
2C0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

7 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}

=

= {‖P (ϕ) + E‖0 +B0}‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0+

+
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K10 exp

{
α(0)ν

ν + 1
|t|
}
,

де

K10 = d̄
(
2P 0

) 1
ν+1 K

ν
ν+1

9 + d̄
(
2B0

) 1
ν+1 K

ν
ν+1

8 +
(
2C0

) 1
ν+1 K

ν
ν+1

7 = const > 0.

Тодi можна записати нерiвностi

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖ <

0∫
−∞

exp{τ}{‖P (ϕ) + E‖0 +B0}‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0dτ+

+

0∫
−∞

[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K10 exp

{(
1− α(0)ν

ν + 1

)
τ

}
dτ =

= (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)‖uk(ϕ)− ukm(
(m)
ϕ )‖0 + K11

[
ζ0(m)

] ν
ν+1 ,

де

K11 = K10
1

1− α(0)ν
ν+1

= const > 0,

а ν вибирається з умови 1− α(0)ν

ν + 1
> 0.

Одержали рекурентну нерiвнiсть, що з урахуванням нерiвностi ‖P (ϕ) + E‖0 +B0 < 1
приводить до оцiнки

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖0 < ‖u0(ϕ)− u0m(

(m)
ϕ )‖0 +

[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K11

1− (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)
.
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Нерiвнiсть (15) приводить до оцiнки

‖u0(ϕ)− u0m(
(m)
ϕ )‖ <

0∫
−∞

exp{τ}
(
2C0

) 1
ν+1
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 K

ν
ν+1

7 ×

× exp

{
−α(0)ν

ν + 1
τ

}
dτ = K12

[
ζ0(m)

] ν
ν+1 ,

де

K12 =
(
2C0

) 1
ν+1 K

ν
ν+1

7

1

1− α(0)ν
ν+1

= const > 0.

Таким чином, справджується нерiвнiсть

‖uk+1(ϕ)− uk+1
m (

(m)
ϕ )‖0 < K13

[
ζ0(m)

] ν
ν+1 ,

де

K13 = K12 +
K11

1− (‖P (ϕ) + E‖0 +B0)
= const > 0.

Завершується доведення так само, як i у випадку, колиα(0) < 1, оскiльки
[
ζ0(m)

] ν
ν+1 →

→ 0 при m → ∞.
Теорему доведено.

Приклад. Покажемо, що для матрицi

P (ϕ) =



sinϕ1
1

2
sinϕ2

1

4
sinϕ3 . . .

1

2j−1
sinϕj . . .

1

2
sinϕ1

1

4
sinϕ2

1

8
sinϕ3 . . .

1

2j
sinϕj . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

2i−1
sinϕ1

1

2i
sinϕ2

1

2i+1
sinϕ3 . . .

1

2i+j−2
sinϕj . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


виконуються посиленi умови Кошi – Лiпшиця. Тут черезϕ позначено вектор (ϕ1, ϕ2, ϕ3 . . .).

Через ϕ1
m позначимо вектор (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕ

1
m+1, ϕ

1
m+2, ϕ

1
m+3, . . .). Легко перекона-

тися, що справджуються нерiвностi

‖P (ϕ)− P (ϕ1
m)‖ ≤

∞∑
k=m

1

2k
| sinϕk+1 − sinϕ1

k+1| ≤

≤
∞∑
k=m

1

2k
|ϕk+1 − ϕ1

k+1| ≤ ε(m)‖ϕ− ϕ1
m‖,
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де ε(m) =
1

2m
+

1

2m+1
+

1

2m+2
+ . . . =

1

2m−1
→ 0 при m → ∞, якi доводять сформу-

льоване твердження.

Зауваження. А. А. Ельназаровим у [8] розглянуто систему рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx(t)

dt
= P (ϕ)x(t) +Ax(t− h) + f(ϕ), (18)

що визначена на скiнченновимiрному торi i є частковим випадком системи (1). Тут h =
= const > 0 — стале запiзнення, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ Tm, x ∈ M, P (ϕ) та A — обмеженi за
нормою нескiнченнi матрицi, причому елементами останньої з них є сталi числа. Для цiєї
системи вказано достатнi умови побудови iнварiантного тора методом укорочення її по
змiннiй x. Зрозумiло, що наведена вище теорема дає можливiсть звести задачу побудови
iнварiантного тора системи виду (18), визначеної на декартовому добутку T∞×M, до ана-
логiчної задачi щодо послiдовностi систем рiвнянь, визначених на декартовому добутку
Tm × Rn при умовi необмеженого зростання m та n, як це було зроблено для диферен-
цiальних рiвнянь без вiдхилення аргументу в монографiї [6]. Це зауваження стосується
також дослiдженої Б.Х. Жанбусиновою системи рiвнянь (1) з [9], яка вiдрiзняється вiд
системи (18) тим, що в нiй матриця A залежить вiд ϕ, а функцiя f залежить не лише вiд
ϕt(ϕ), а й вiд ϕt−h(ϕ).
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