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ВЛАСТИВОСТI МАТРИЦАНТА ЛIНIЙНОЇ СИСТЕМИ
З ФIКСОВАНИМИ МОМЕНТАМИ IМПУЛЬСНОЇ ДIЇ

Р. I. Петришин, Т. М. Сопронюк

Чернiв. нац. ун-т iм. Ю. Федьковича
Україна, 58012, Чернiвцi, вул. Коцюбинського, 2

Using an estimate for the matriciant of a linear system without impulsive effects, we find an exponential
estimate for the matriciant of the corresponding system with impulsive effects occurring at fixed times. The
behaviour of the partial derivatives of this matriciant with respect to a small parameter ε is examined.

На основании оценки матрицанта линейной системы без импульсного воздействия получена
экспоненциальная оценка матрицанта соответствующей системы с фиксированными момен-
тами импульсного воздействия. Исследовано также поведение частных производных этого
матрицанта по малому параметру ε.

Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти ча-
су вивчались у роботах [1, 2]. Важливу роль у таких дослiдженнях вiдiграє поведiнка
нормальної фундаментальної матрицi. Зазначимо, що експоненцiальнi оцiнки матрицан-
та системи звичайних диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю суттєво застосову-
ються при вивченнi властивостей матрицантiв бiльш складних систем, наприклад систем
зi швидкоосцилюючими коефiцiєнтами i функцiональними моментами iмпульсної дiї (кла-
сифiкацiю моментiв iмпульсної дiї наведено у статтi [3]). Тому отриманi у данiй роботi
оцiнки є актуальними.

Будемо розглядати систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь з фiксованими момен-
тами iмпульсної дiї

dx

dτ
= A(τ)x, ∆x|τ=τj = Bj(ε)x, (1)

де x ∈ Rn, τ ∈ R, j ∈ Z, ε ∈ (0, ε0] 3 ε — малий параметр, матриця A(τ) неперервна при
τ ∈ R, матрицi Bj(ε) l разiв диференцiйовнi по ε та виконуються оцiнки

‖A(τ)‖ ≤ σ, ‖Bj(ε)‖ ≤ εσ, ‖B(m)
j (ε)‖ ≤ σ, σ = const, (2)

для всiх τ ∈ R, j ∈ Z, ε ∈ (0, ε0], m = 1, l.
Вважаємо, що моменти iмпульсної дiї τj задовольняють нерiвнiсть

τj+1 − τj ≥ εθ (3)

для всiх j ∈ Z, ε ∈ (0, ε0] з деякою додатною сталою θ.
Позначимо через Qτt (ε) матрицант системи (1). Припустимо, що виконується оцiнка

‖Qτt (ε)‖ ≤ Ke−γ(τ−t), τ ≥ t, ε ∈ (0, ε0],
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з деякими сталими K ≥ 1 i γ > 0, не залежними вiд ε. Ставиться задача: дослiдити оцiнку

частинних похiдних
∂m

∂εm
Qτt (ε), m = 1, l.

Оскiльки

Qτt (ε = E +

τ∫
t

A(ξ)Qξt (ε) dξ +
∑

t≤τj<τ
Bj(ε)Q

τj
t (ε),

то

∂

∂ε
Qτt (ε) =

τ∫
t

A(ξ)
∂

∂ε
Qξt (ε) dξ +

∑
t≤τj<τ

B′j(ε)Q
τj
t (ε) +

∑
t≤τj<τ

Bj(ε)
∂

∂ε
Q
τj
t (ε),

∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ σ

τ∫
t

∥∥∥∥ ∂∂ε Qξt (ε)
∥∥∥∥ dξ + σK

∑
t≤τj<τ

e−γ(τj−t) + σε
∑

t≤τj<τ

∥∥∥∥ ∂∂ε Qτjt (ε)

∥∥∥∥ .
Враховуючи, що

∑
t≤τj<τ

e−γ(τj−t) < eγ(t−τ1) + eγ(t−τ1−εθ) + . . .+ eγ(t−τ1−j εθ) + . . . =
eγ(t−τ1)

1− e−γεθ
<
eγθε0

εγθ
,

i аналог леми Гронуолла – Беллмана для iнтегро-сумарних нерiвностей [1], маємо∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ Kσ
eγθε0

εγθ

∏
t≤τj<τ

(1 + σε)eσ(τ−t) ≤ ε−1
Kσeγθε0

γθ
eσ(1+θ

−1)(τ−t).

Отримана оцiнка є грубою i не дає експоненцiального прямування до нуля. Для того

щоб одержати експоненцiальне прямування до нуля норм матриць
∂m

∂εm
Qτt (ε), m = 1, l,

звузимо клас матриць, якi визначають систему (1).
Поставимо у вiдповiднiсть системi (1) сиcтему без iмпульсної дiї

dx

dτ
= A(τ)x. (4)

Нехай матрицант U(τ, t), U(τ, τ) = E, системи (4) задовольняє оцiнку

‖U(τ, t)‖ ≤ Ke−γ0(τ−t), K ≥ 1, γ0 > Kσ/θ, τ ≥ t. (5)

Розглянемо далi теореми, в яких накладаються додатковi обмеження на правi частини
системи (1).

Теорема 1. Припустимо, що матрицантU(τ, t) задовольняє оцiнку (5), матрицiBj(ε)
задовольняють умови (2), а моменти iмпульсної дiї — нерiвнiсть (3). Тодi для будь-яких
додатних γ < γ0 − σK/θ, γ1 < γ, всiх τ ≥ t, m = 1, l i ε ∈ (0, ε0] справджуються оцiнки

‖Qτt (ε)‖ ≤ K e−γ(τ−t),
(6)∥∥∥∥ ∂m∂εm Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ ε−mKm+1σ

(
m

θe(γ − γ1)

)m
e−γ1(τ−t).
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Доведення. Припустимо для зручностi, що τ0 < t, τ1 ≥ t. Матрицант Qτt (ε) можна
записати у виглядi [1]

Qτt (ε) =


U(τ, t), t < τ ≤ τ1,

Vk(τ, ε), τk < τ ≤ τk+1, k ≥ 1,
(7)

де
V1(τ, ε) = U(τ, τ1)(E +B1(ε))U(τ1, t),

Vk(τ, ε) = U(τ, τk)(E +Bk(ε))

[
2∏
i=k

U(τi, τi−1)(E +Bi−1(ε))

]
U(τ1, t), k ≥ 2.

За допомогою методу математичної iндукцiї доведемо нерiвностi

‖Vk(τ, ε)‖ ≤ K(1 +Kεσ)ke−γ0(τ−t),
(8)∥∥∥∥∂mVk(τ, ε)∂εm

∥∥∥∥ ≤ kmKm+1σ(1 +Kεσ)k−1e−γ0(τ−t), m ≥ 1, τ ∈ (τk, τk+1].

Врахуємо при цьому умови (5) i властивiсть матрицанта

U(τ, τ̄)U(τ̄ , t) = U(τ, t), τ̄ ∈ (t, τ).

При k = 1 одержимо

‖V1(τ, ε)‖ ≤ ‖U(τ, τ1)U(τ1, t)‖+ ‖U(τ, τ1)‖ εσ ‖U(τ1, t)‖ ≤ K(1 +Kεσ)e−γ0(τ−t),
(9)∥∥∥∥∂mV1(τ, ε)∂εm

∥∥∥∥ =
∥∥∥U(τ, τ1)B

(m)
1 (ε)U(τ1, t)

∥∥∥ ≤ 1 ·K2σe−γ0(τ−t), m ≥ 1, τ ∈ (τ1, τ2].

Припустимо, що при k = j справджуються оцiнки

‖Vj(τ, ε)‖ ≤ K(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t),
(10)∥∥∥∥∂Vj(τ, ε)∂ε

∥∥∥∥ ≤ jK2σ(1 +Kεσ)j−1e−γ0(τ−t),

∥∥∥∥∂mVj(τ, ε)∂εm

∥∥∥∥ ≤ jmKm+1σ(1 +Kεσ)j−1e−γ0(τ−t), m ≥ 2, τ ∈ (τj , τj+1].

Тодi при k = j + 1 отримаємо ланцюжок рiвностей

Vj+1(τ, ε) = U(τ, τj+1)(E +Bj+1(ε))×

× U(τj+1, τj)(E +Bj(ε))

 2∏
i=j

U(τi, τi−1)(E +Bi−1(ε))

U(τ1, t) =
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= U(τ, τj)(E +Bj(ε))

 2∏
i=j

U(τi, τi−1)(E +Bi−1(ε))

U(τ1, t)+

+ U(τ, τj+1)Bj+1(ε)U(τj+1, τj)(E +Bj(ε))

 2∏
i=j

U(τi, τi−1)(E +Bi−1(ε))

U(τ1, t).

Звiдси маємо

Vj+1(τ, ε) = Vj(τ, ε) + U(τ, τj+1)Bj+1(ε)Vj(τj+1, ε), (11)

‖Vj+1(τ, ε)‖ ≤ K(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t) +Ke−γ0(τ−τj+1)εσ×

×K(1 +Kεσ)je−γ0(τj+1−t) =K(1 +Kεσ)j+1e−γ0(τ−t), τ ∈ (τj+1, τj+2]. (12)

З формули (11) дiстанемо спiввiдношення

∂Vj+1(τ, ε)

∂ε
=

∂

∂ε
{Vj(τ, ε) + U(τ, τj+1)Bj+1(ε)Vj(τj+1, ε)} ,

(13)∥∥∥∥∂Vj+1(τ, ε)

∂ε

∥∥∥∥ ≤ j K2σ(1 +Kεσ)j−1e−γ0(τ−t)+

+Ke−γ0(τ−τj+1)σ ‖Vj(τj+1, ε)‖+Ke−γ0(τ−τj+1)εσ

∥∥∥∥∂Vj(τj+1, ε)

∂ε

∥∥∥∥ ≤
≤ j K2σ(1 +Kεσ)j−1e−γ0(τ−t)(1 +Kεσ) +K2σ(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t) ≤

≤ (j + 1)K2σ(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t), τ ∈ (τj+1, τj+2].

Для доведення третьої нерiвностi з (10) застосуємо вiдомi формули

(j + 1)m =

m∑
l=0

C lmj
m−l,

(p(ε)q(ε))(m) =
m∑
l=0

C lmp
(l)(ε)q(m−l)(ε).

Використаємо далi нерiвнiсть

∥∥∥(p(ε)q(ε))(m)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥p(ε)q(m)(ε)

∥∥∥+ σ

m∑
l=1

C lm

∥∥∥q(m−l)(ε)∥∥∥ , (14)

яка справджується для деяких m разiв диференцiйовних функцiй p(ε) i q(ε) при умовi, що
всi похiднi функцiї p(ε) до порядку m включно обмеженi сталою σ.
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Далi здиференцiюємо m разiв рiвнiсть (11), використавши формулу Лейбнiца:

∂mVj+1(τ, ε)

∂εm
=
∂mVj(τ, ε)

∂εm
+ U(τ, τj+1)

m∑
l=0

C lmB
(l)
j+1(ε)

∂m−lVj(τj+1, ε)

∂εm
.

Для оцiнки норми згрупуємо першi два доданки, як i при доведеннi (13), i застосуємо
нерiвнiсть (14) для функцiй Bj+1(ε) i ∂Vj(τj+1, ε)/∂ε. Тодi дiстанемо∥∥∥∥∂mVj+1(τ, ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤
≤ jmKm+1σ(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t) +Ke−γ0(τ−τj+1)σ

m∑
l=1

C lm

∥∥∥∥∂m−lVj(τj+1, ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤
≤ jmKm+1σ(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t) +Km+1σ(1 +Kε)j−1

m∑
l=1

C lmj
m−le−γ0(τ−t) ≤

≤ (j + 1)mKm+1σ(1 +Kεσ)je−γ0(τ−t), m ≥ 2, τ ∈ (τj , τj+1]. (15)

Отже, при k = 1 виконуються нерiвностi (9), а при k = j + 1 за умови виконання (10)
справджуються нерiвностi (12), (13) i (15), тому для довiльного k ≥ 1 справедливими є
оцiнки (8). Звiдси маємо

‖Qτt (ε)‖ ≤ K(1 +Kεσ)ke−γ0(τ−t),
(16)∥∥∥∥∂mQτt (ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤ kmKm+1σ(1 +Kεσ)k−1e−γ0(τ−t), τ ∈ (τk, τk+1].

Матрицант Qτt (ε) при τ ∈ [t, τ1] не залежить вiд ε, тому
∂

∂ε
Qτt (ε) ≡ 0 i справджуються

оцiнки (6).
Оскiльки кiлькiсть iмпульсiв k на iнтервалi (t, τ) не перевищує величину (τ − t)/(θε),

то з (16) дiстанемо, що для будь-якого τ ∈ (τk, τk+1], k ∈ N, виконуються оцiнки

‖Qτt (ε)‖ ≤ K(1 +Kεσ)(τ−t)/(θε)e−γ0(τ−t) ≤ Ke−(γ0−Kσθ )(τ−t) ≤ Ke−γ(τ−t),

∥∥∥∥∂mQτt (ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤ (τ − tθε

)m
Km+1σe−(γ0−Kσθ )(τ−t) ≤

≤ Km+1σ

(
τ − t
εθ

)m
e−(γ−γ1)(τ−t)e−γ1(τ−t) ≤ Km+1σ

(
m

θε(γ − γ1)e

)m
e−γ1(τ−t).

Теорему доведено.
Зазначимо, що у випадку, коли матрицi A(τ) i Bj(ε), j ∈ Z, є дiагональними, оцiнку

частинних похiдних
∂m

∂εm
Qτt (ε) можна отримати безпосередньо з експоненцiальної оцiнки

матрицанта Qτt (ε), не вимагаючи обмеження (5) на матрицант U(τ, t).
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Теорема 2. Припустимо, що матрицi A(τ) i Bj(ε), j ∈ N, є дiагональними. Якщо
виконуються нерiвностi (2) i (3), а для матрицанта системи (1) виконується умова

‖Qτt (ε)‖ ≤ Ke−γ(τ−t), τ ≥ t, ε ∈ (0, ε0],

з деякими сталими K ≥ 1 i γ > 0, не залежними вiд ε, то iснує таке додатне ε1 ≤ ε0,
що для будь-якого додатного γ1 < γ, всiх τ ≥ t, m = 1, l i ε ∈ (0, ε1] справджується
оцiнка ∥∥∥∥ ∂m∂εmQτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ Kε−m
(
mmax{2σ, 1}

(γ − γ1)θe

)m
e−γ1(τ−t). (17)

Доведення. При множеннi дiагональних матриць добуток матриць має властивiсть ко-
мутативностi, тому запишемо рiвнiсть (7), врахувавши дiагональнiсть матриць (E+Bj(ε))
i A(τ) :

Qτt (ε) =
1∏

j=d(t,τ)

(E +Bj(ε))U(τ, t), τ ≥ t, (18)

де d(t, τ) — кiлькiсть iмпульсiв на iнтервалi (t, τ).

Здиференцiюємо рiвнiсть (18) по ε на кожному пiвiнтервалi (τk, τk+1].

Оскiльки матрицант Qτt (ε) при τ ∈ [t, τ1] не залежить вiд ε, то
∂

∂ε
Qτt (ε) ≡ 0 i викону-

ється оцiнка ∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ 0 · 1

2σ
‖Qτt (ε)‖ , τ ∈ [t, τ1]. (19)

При k = 1 одержимо
∂

∂ε
Qτt (ε) = 2σ

1

2σ
B′1(ε)U(τ, t),

∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ = 2σ
n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

2σ
B′1ii(ε)

∣∣∣∣ |uii(τ, t)|,
‖Qτt (ε)‖ =

n∑
i=1

|1 +B1ii(ε)| |uii(τ, t)|.

Тут через uii(τ, t) i B1ii(ε) позначено дiагональнi елементи матрицанта U(τ, t) i матрицi
B1(ε) вiдповiдно.

З обмежень (2) випливає, що iснує таке додатне ε1 ≤ ε0, що для будь-яких j ∈ Z,
ε ∈ (0, ε1], i ∈ [1, n], m > 0 справджуються нерiвностi∣∣∣∣ 1

2σ
B

(m)
jii

(ε)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
, |1 +Bjii(ε)| ≥

1

2
,
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тобто будь-який дiагональний елемент матрицi E + Bj(ε) бiльший або дорiвнює модулю
вiдповiдного елемента матрицi B(m)

j (ε)/(2σ). Звiдси отримуємо оцiнку∥∥∥∥ ∂∂εQτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ 1 · 2σ ‖Qτt (ε)‖ , τ ∈ (τ1, τ2]. (20)

Далi при k = 2 з (18) знаходимо

∂

∂ε
Qτt (ε) = 2σ

[
1

2σ
B′2(ε)(E +B1(ε)) + (E +B2(ε))

1

2σ
B′1(ε)

]
U(τ, t),

∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ 2σ
n∑
i=1

[∣∣∣∣ 1

2σ
B′2ii(ε)

∣∣∣∣ (1 +B1ii(ε)) + (1 +B2ii(ε))

∣∣∣∣ 1

2σ
B′1ii(ε)

∣∣∣∣] |uii(τ, t)|,
‖Qτt (ε)‖ =

n∑
i=1

(1 +B1ii(ε))(1 +B2ii(ε)) |uii(τ, t)|.

Тому маємо оцiнку ∥∥∥∥ ∂∂εQτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ 2 · 2σ ‖Qτt ‖ , τ ∈ (τ2, τ3]. (21)

Продовжуючи цей процес, при k > 2 одержуємо

∂

∂ε
Qτt (ε) = 2σ

1∑
l=k

k∏
j=1

δljE +
B

(1−δlj)
j (ε)

(2σ)1−δlj

 U(τ, t),

∥∥∥∥ ∂∂ε Qτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ 2σ

n∑
i=1

k∑
l=1

1∏
j=k

∣∣∣∣∣∣δljE +
B

(1−δlj)
jii

(ε)

(2σ)1−δlj

∣∣∣∣∣∣ |uii(τ, t)|, δlj =

{
0, l = j,
1, l 6= j,

(22)

‖Qτt (ε)‖ =

n∑
i=1

k∏
j=1

(1 +Bjii(ε)) |uii(τ, t)|,

∥∥∥∥ ∂∂εQτt (ε)

∥∥∥∥ ≤ k · 2σ ‖Qτt ‖ , τ ∈ (τk, τk+1].

Для отримання оцiнки частинних похiдних по ε матрицанта Qτt (ε) порядку m > 1 ви-
користаємо одну з нерiвностей∣∣∣∣ 1

2σ
B

(m)
jii

(ε)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
при σ >

1

2
,

∣∣∣B(m)
jii

(ε)
∣∣∣ ≤ 1

2
при σ ≤ 1

2
.
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Якщо функцiї Bj(ε) є m разiв диференцiйовними по ε, то для τ ∈ (τk, τk+1], як i вище,
можна одержати∥∥∥∥∂mQτt (ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤ kλ

∥∥∥∥∂m−1Qτt (ε)

∂εm−1

∥∥∥∥ ≤ kmλm ‖Qτt (ε)‖ ≤ kmλmKe−γ(τ−t).

Тут λ = max{2σ, 1}.
Остаточно, враховуючи нерiвностi (19) – (22) i те, що кiлькiсть iмпульсiв d(t, τ) на iн-

тервалi (t, τ) не перевищує величину (τ − t)/(θε), переконуємося, що для всiх τ ≥ t i
ε ∈ (0, ε1] виконується ланцюжок нерiвностей∥∥∥∥∂mQτt (ε)

∂εm

∥∥∥∥ ≤ λm
(
τ − t
εθ

)m
Ke−γ(τ−t) ≤ ε−mλm

(
m

(γ − γ1)θe

)m
Ke−γ1(τ−t).

Звiдси випливає оцiнка (17).
Теорему доведено.
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