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It is proved that any two circle diffeomorphisms with a break, which have the same size of the break (i.e.,
the ratio of the left and right derivatives at the break point) and the same irrational rotation number from
a certain class that contains non-Diophantine numbers, are C1-smoothly conjugate.

Доказано, что любые два диффеоморфизма окружности с изломом, имеющие одно и то же
иррациональное число вращения из определенного класса, содержащего недиофантовы числа,
и один и тот же размер излома (т.е. отношение производных слева и справа в точке излома),
C1-гладко сопряжены между собой.

1. Вступ та формулювання результату. Ця стаття є безпосереднiм продовженням статтi
[1] i останнiм кроком у доведеннi результату, який було анонсовано авторами у 2004 ро-
цi (теорема 2 з оглядової роботи [2]) i який ми сформулюємо нижче, увiвши спочатку
необхiднi поняття.

Одиничним колом назвемо фактор-простiр T1 = R/Z iз зрозумiлим чином задани-
ми орiєнтацiєю, метрикою, мiрою Лебега та операцiєю додавання. Позначимо через µ :
R → T1 вiдповiдне факторизацiйне вiдображення, яке „намотує” пряму на коло. Довiль-
ний зберiгаючий орiєнтацiю гомеоморфiзм T одиничного кола T1 може бути, вiдповiд-
но, „пiднято” на пряму R у виглядi гомеоморфiзму LT : R → R, що має властивiсть
LT (x + 1) ≡ LT (x) + 1 i пов’язаний iз T спiввiдношенням µ ◦ LT = T ◦ µ. Такий гомео-
морфiзм LT має назву пiдняття гомеоморфiзму T i є визначеним з точнiстю до цiло-
го доданка. Найважливiшою арифметичною характеристикою зберiгаючого орiєнтацiю
гомеоморфiзму T одиничного кола T1 є число обертання

ρ = ρ(T ) = ρ(LT ) = lim
i→∞

xi

i
mod 1,

де xi = Li
T x0 — траєкторiя пiдняття (класичний результат Пуанкаре стверджує, що для

будь-якого T число обертання iснує i не залежить вiд вибору пiдняття LT й по-
чаткової точки x0 ∈ R). Тут i далi для заданого вiдображення F запис F i позначає йо-
го i-ту iтерацiю F ◦ F ◦ . . . ◦ F (i разiв).

Будемо вважати число обертання iррацiональним (така властивiсть є еквiвалентною
вiдсутностi в T перiодичних точок) i використовувати його розклад у нескiнченний лан-
цюговий дрiб [3]:
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ρ =
1

k1 +
1

k2 +
1
· · ·

kn +
1
· · ·

=: [k1, k2, . . . , kn, . . .]. (1)

Значенням записаного „злiченно-поверхового” дробу вважається границя послiдовностi
рацiональних наближень pn/qn = [k1, k2, . . . , kn]; при цьому встановлена формулою (1)
вiдповiднiсть мiж усiма числами ρ ∈ (0, 1)\Q та усiма послiдовностями неповних часток
[k1, k2, . . . , kn, . . .] ∈ NN є взаємно однозначною. Позначимо через Mo та Me два класи
iррацiональних чисел ρ = [k1, k2, . . . , kn, . . .] ∈ (0, 1), для яких пiдпослiдовностi неповних
часток з непарними та з парними iндексами вiдповiдно є обмеженими:

Mo = {ρ : (∃K > 0) (∀m ∈ N) k2m−1 ≤ K},

Me = {ρ : (∃K > 0) (∀m ∈ N) k2m ≤ K}.

Зберiгаючий орiєнтацiю гомеоморфiзм кола T називається дифеоморфiзмом глад-
костi C2+α, α ∈ (0, 1), з можливим зламом у точцi ξ0, якщо виконуються наступнi умови,
якi простiше формулювати у термiнах обмеження L̄T пiдняття LT на вiдрiзок [x0, x0 + 1],
де µx0 = ξ0 (i LT , i x0 визначенi з точнiстю до цiлого доданка, але це не впливає на одно-
значнiсть нашого означення):

1) L̄T ∈ C2+α([x0, x0 + 1]);
2) minx∈[x0,x0+1] L̄

′
T (x) > 0.

Розмiром зламу дифеоморфiзму кола з можливим зламом ми називаємо число

c =

√
L̄′T (x0 + 1)

L̄′T (x0)
=

√
T ′(ξ0−)
T ′(ξ0+)

.

Легко переконатися, що будь-яка гладка зберiгаюча орiєнтацiю замiна координат на колi
(тобто така замiна координат ϕ, яка сама по собi є зберiгаючим орiєнтацiю дифеомор-
фiзмом кола гладкостi C1) залишає розмiр зламу дифеоморфiзму зi зламом незмiнним,
а гладка замiна координат, що змiнює орiєнтацiю кола, змiнює розмiр зламу на обер-
нене до нього число. Для дифеоморфiзму кола зi зламом розмiр останнього є додатним
дiйсним числом, вiдмiнним вiд одиницi. Нарештi ми можемо сформулювати головний ре-
зультат стосовно дифеоморфiзмiв кола зi зламом.

Теорема 1. Нехай T i T̃ — два дифеоморфiзми кола зi зламом, що мають один i той
самий розмiр зламу c > 0 та одне i те саме число обертання ρ ∈ (0, 1). Нехай додатково
виконується одне з наступних обмежень: або c > 1 i ρ ∈ Me, або ж c < 1 i ρ ∈ Mo. Тодi T
i T̃ є гладко спряженими мiж собою, тобто iснує така замiна координат на колi (його
зберiгаючий орiєнтацiю дифеоморфiзм) ϕ гладкостi C1, що ϕ ◦ T ◦ ϕ−1 = T̃ .

(Зауважимо, що формулювання цiєї теореми в [2] мiстило помилку: там умови ρ ∈ Me

та ρ ∈ Mo спiвставлено умовам c > 1 та c < 1 навпаки.)
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2. Методи та iнструменти доведення. Ми виведемо теорему 1 з так званої умовної те-
ореми, також анонсованої авторами в [2] i доведеної в [4]. Умовна теорема надає умови,
за яких наявнiсть гладкого спряження мiж двома дифеоморфiзмами кола з особливостя-
ми випливає з певних властивостей їхнiх ренормалiзацiй. Докладно про ренормалiзацiї
гомеоморфiзмiв кола взагалi та його дифеоморфiзмiв зi зламом зокрема вiдповiдно до
розкладу числа обертання в ланцюговий дрiб див. у статтях [5, 1], тож зараз ми лише
коротко наведемо важливi для нас вiдомостi щодо цього математичного об’єкту.

2.1. Ренормалiзацiї гомеоморфiзмiв кола. Для заданого гомеоморфiзму T розглянемо
траєкторiю ξi = T iξ0, i ≥ 0, певної вiдмiченої точки ξ0 ∈ T1 i виберемо з неї послi-
довнiсть динамiчних наближень ξqn , n ≥ 0, iндексами яких є знаменники рацiональних
наближень до ρ вiдповiдно до розкладу (1). Добре вивченi арифметичнi властивостi ра-
цiональних наближень показують, що динамiчнi наближення наближаються до вiдмiче-
ної точки по черзi з двох бокiв у наступному порядку:

ξq1 < ξq3 < . . . < ξq2m+1 < . . . < ξ0 < . . . < ξq2m < . . . < ξq2 < ξq0 . (2)

У вiдповiдностi до (2) означимо n-й фундаментальний вiдрiзок ∆(n)
0 як дугу кола [ξ0, ξqn ]

для парного n та як дугу кола [ξqn , ξ0] для n непарного. Iтерацiї T qn та T qn−1 , обмеженi на
фундаментальнi вiдрiзки ∆(n−1)

0 та ∆(n)
0 вiдповiдно, являють собою двi неперервнi компо-

ненти вiдображення першого повернення для T на їхнє об’єднання ∆(n−1)
0 = ∆(n−1)

0 ∪∆(n)
0

iз склеєними мiж собою кiнцевими точками ξqn−1 i ξqn . При цьому послiдовнi образи вiд-

рiзкiв ∆(n−1)
0 та ∆(n)

0 до свого повернення на ∆(n−1)
0 цiлком вкривають коло T1, пере-

криваючись лише своїми кiнцевими точками, таким чином утворюючи його динамiчне
розбиття

Pn = {T i∆(n−1)
0 , 0 ≤ i < qn} ∪ {T i∆(n)

0 , 0 ≤ i < qn−1}.

Назвемо n-ю ренормалiзацiєю зберiгаючого орiєнтацiю гомеоморфiзму T одинично-
го кола T1 вiдносно вiдмiченої точки ξ0 ∈ T1 пару функцiй (fn, gn), якi одержують з обме-
жень T qn на ∆(n−1)

0 i T qn−1 на ∆(n)
0 вiдповiдно за допомогою афiнної замiни координат

rn : ∆(n−1)
0 → R, яка переводить ξ0 в 0, а ξqn−1 в −1. При цьому

fn = rn ◦ T qn |
∆

(n−1)
0

◦ r−1
n : [−1, 0] → R, gn = rn ◦ T qn−1 |

∆
(n)
0

◦ r−1
n : [0, a(n)] → R,

де a(n) = fn(0) = |∆(n)
0 |/|∆(n−1)

0 | > 0. У випадку iррацiонального числа обертання це
означення є коректним для всiх n ≥ 1, i з нього автоматично випливає, що функцiї fn i gn

неперервнi i строго зростають, до того ж fn(−1) = gn(0) < 0, gn(a(n)) = −1, fn(x) > x
для всiх x ∈ [−1, 0], gn(x) < x для всiх x ∈ [0, a(n)].

2.2. Умовна теорема про гладке спряження дифеоморфiзмiв кола з особливостями.
Твердження, яке ми тут сформулюємо, має мiсце для зберiгаючих орiєнтацiю дифео-
морфiзмiв кола з особливостями довiльного типу, зокрема зi зламом. Для CN+α-гладкої
функцiї f на певному вiдрiзку, де N ≥ 0 цiле, α ∈ [0, 1), розглядатимемо її CN+α-норму:

‖f‖N+α = max
x
|f(x)|+ max

x
|f ′(x)|+ . . . + max

x
|f (N)(x)|+ sup

x 6=y

|f (N)(x)− f (N)(y)|
|x− y|α

.
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Будемо говорити, що для даного вектора K = (K1,K2,K3,K4) з додатними компо-
нентами (серед них K1 за змiстом є досить великим, а K2, K3, K4 — досить малими)
i зростаючої функцiї f ∈ C2+α([−1, 0]) такої, що f(x) > x для всiх x ∈ [−1, 0], f є
K-регулярною, якщо виконуються наступнi умови:

i) ‖f‖2+α ≤ K1;
ii) множина Mf,K2 = {x ∈ [−1, 0], f(x) − x < K2} є вiдкритим iнтервалом (або може

бути порожньою);
iii) f ′′(x) > K3 для всiх x ∈ Mf,K2 ;
iv) f ′(x) > K4 для всiх −1 ≤ x < −K2

2 .

Теорема (умовна [4]). Припустимо, що для двох зберiгаючих орiєнтацiю дифеомор-
фiзмiв кола з особливостями T та T̃ гладкостi C2+α, α > 0, виконуються наступнi
умови:

1) число обертання ρ ∈ (0, 1)\Q у них одне i те ж саме;
2) ренормалiзацiї рiвномiрно регулярнi, тобто iснує таке K, що fn та f̃n є K-регуляр-

ними, n ≥ 1;
3) динамiчнi розбитя експоненцiально подрiбнюються, тобто iснують сталi Cref >

> 0 та λref ∈ (0, 1) такi, що |I| ≤ Crefλ
n−m
ref |J | для будь-яких вiдрiзкiв I ∈ Pn, J ∈ Pm

або I ∈ P̃n, J ∈ P̃m таких, що I ⊂ J, n ≥ m ≥ 1;
4) ренормалiзацiї експоненцiально зближуються в C2-нормi, тобто iснують кон-

станти Cren > 0 та λren ∈ (0, 1) такi, що ‖fn − f̃n‖2 ≤ Crenλ
n
ren, n ≥ 1.

Тодi iснує такий зберiгаючий орiєнтацiю дифеоморфiзм кола ϕ гладкостi C1, що

ϕ ◦ T ◦ ϕ−1 = T̃ . (3)

2.3. Особливi властивостi ренормалiзацiй дифеоморфiзмiв зi зламом. У роботi [5] по-
казано, що послiдовнiсть ренормалiзацiй дифеоморфiзмiв кола зi зламом експоненцiаль-
но швидко наближається в C2-нормi до цiлком певної сiм’ї дробово-лiнiйних вiдображень,
а саме, вiдображень вигляду

Fa,v,c(x) =
a + cx

1− vx
, Ga,v,c(x) =

−c + x

c− c−1−v
a x

. (4)

Для того щоб сформулювати вiдповiдне твердження, доповнимо введену в пiдпунктi 2.1
природну числову характеристику ренормалiзацiї a(n) = fn(0) = |∆(n)

0 |/|∆(n−1)
0 | > 0 ще

двома: b(n) = −fn(−1) ∈ (0, 1) та c(n) = c(−1)n
(тобто c(n) = c при парному n та c(n) = 1/c

при непарному n). У термiнах точок вiдмiченої траєкторiї цi характеристики записуються
як

a(n) =
ξqn − ξ0

ξ0 − ξqn−1

> 0, b(n) =
ξ0 − ξqn+qn−1

ξ0 − ξqn−1

∈ (0, 1), (5)

а внаслiдок властивостi qn+1 = kn+1qn + qn−1 виконуються рекурентнi формули

a(n+1) = −f
kn+1
n (−1)

a(n)
, b(n+1) =

f
kn+1+1
n (−1)

a(n)
, (6)
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до того ж f
kn+1
n (−1) < 0 < f

kn+1+1
n (−1), n ≥ 1.

З технiчних мiркувань (див. формули (4)) замiсть трiйки характеристик (a(n), b(n), c(n))

зручнiше використовувати трiйку (a(n), v(n), c(n)), де v(n) =
c(n) − a(n) − b(n)

b(n)
можна дещо

вiльно трактувати як величину нелiнiйностi ренормалiзацiї fn.

Сформулюємо необхiднi нам оцiнки, якi доведено в [5, 6]: iснують такi сталi C =
= C(T ) > 0, λ = λ(T ) ∈ (0, 1), що для всiх n ≥ 1 справджуються оцiнки:

A) | log(T qn)′(ξ)| ≤ C для всiх ξ ∈ T1, де у випадку ξ = ξ−i, 0 ≤ i < qn, слiд розглядати
похiдну справа чи злiва;

B) |a(n) + b(n)mn − c(n)| ≤ Cλn, де mn ∈ [C−1, C];
С) ‖fn − Fa(n),v(n),c(n)‖2 ≤ Cλn.

3. Експоненцiальне зближення ренормалiзацiй. У цьому пунктi ми доведемо виконан-
ня умови 4 умовної теореми, що i складає головний змiст цiєї роботи. Нагадаємо, що в
[5] показано, що ренормалiзацiї довiльного дифеоморфiзму кола зi зламом з iррацiональ-
ним числом обертання експоненцiально швидко прямують до дробово-лiнiйної сiм’ї пар
(4), тодi як в [1] доведено, що двi послiдовностi ренормалiзацiй з цiєї сiм’ї за умов збiгу чи-
сел обертання та розмiру зламу експоненцiально швидко зближуються мiж собою. Тепер
наша мета — узгодити мiж собою цi двi збiжностi.

3.1. Простори комутуючих пар та ренорм-оператор на них. Для того щоб узгодити
„зовнiшню” збiжнiсть ренормалiзацiй до дробово-лiнiйної сiм’ї iз „внутрiшньою” збiж-
нiстю двох послiдовностей всерединi неї, важливо розумним чином визначити оператор
P, що проектує елементи простору S2+α

c так званих комутуючих (у точцi 0) пар (F,G),
що вiдповiдають дифеоморфiзмам зi зламом розмiру c, на його пiдпростiр Sc дробово-
лiнiйних пар вигляду (4). Обидва цi простори строго описано в [1], до того ж другий iз
них асоцiюється з певною множиною точок (a, v) площини R2. Там же визначено ренорм-
оператор R, що дiє на комутуючi пари за правилом R(F,G) = (F k ◦G, F ), де k =
= k(F,G) ≥ 1 — висота ренормалiзацiї, тобто число, для якого F k(−1) ≤ 0 < F k+1(−1),
а (f, g) = (n−1 ◦f ◦n,n−1 ◦g ◦n), n(x) = −g(0)x. ПаруR(F,G) ми називатимемо ренорма-
лiзацiєю пари (F,G). Для довiльної пари (F,G) можна також означити її число обертання
ρ(F,G) = [k1, k2, . . .] як ланцюговий дрiб, неповними частками в якому є послiдовнi ви-
соти ренормалiзацiй kn = k(Rn−1(F,G)), n ≥ 1, який може, щоправда, обiрватися, якщо
якась iтерацiя пари (F,G) виявиться неренормалiзовною (тобто не матиме скiнченної ви-
соти), i тодi число обертання буде рацiональним [1]. Вiдповiдно для елемента (a, v) ∈ Sc

означаємо ρ(a, v, c) = ρ(Fa,v,c, Ga,v,c). Множину всiх нескiнченно ренормалiзовних кому-
туючих пар (тобто тих пар (F,G), для яких ρ(F,G) 6∈ Q) позначаємо через R.

Особливiстю дiї ренорм-оператора на пари, якi вiдповiдають дифеоморфiзмам кола зi
зламом, є те, що R переводить ренормалiзовнi елементи простору S2+α

c в елементи про-
стору S2+α

1/c , тобто параметр c, що вiдповiдає розмiру зламу, кожного разу перемикається
на обернений, тому два згаданих простори потрiбно розглядати, так би мовити, у зв’язцi.
ОбмеженняRc ренорм-оператораR на пiдпростiр Sc точок (a, v), що вiдповiдають кому-
туючим парам вигляду (4), переводить ренормалiзовнi елементи останнього в елементи
пiдпростору S1/c згiдно з формулою

Rc(a, v) =
(
−1

a
F k

a,v,c(−1),
1
c

(
1− vF k

a,v,c(−1)
)
− 1
)

.
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Якщо (a, v) ∈ Sc ∩ R, тобто число обертання ρ(a, v, c) 6∈ Q, то R2n(a, v) ∈ Sc ∩ R для
всiх n ≥ 0, отже, квадрат ренорм-оператораR2 можна необмежено iтерувати на множинi
Sc ∩R.

Дiя ренорм-оператора на парах пов’язана з ренормалiзацiями гомеоморфiзму кола T
таким чином: R(fn, gn) = (fn+1, gn+1), до того ж k(fn, gn) = kn+1 з розкладу ρ(T ), отже,
ρ(fn, gn) = ρn = [kn+1, kn+2, . . .]. Також можна записати, що (fn, gn) = Rn(f0, g0), де f0 —
те пiдняття LT , для якого LT (0) ∈ (0, 1), а g0 : x 7→ x− 1.

Власне, сам вигляд дробово-лiнiйних пар (4) пiдказує, що в якостi проекцiї ренорма-
лiзацiї (fn, gn) ∈ S2+α

c(n) можна було б розглядати точку (a(n), v(n)) ∈ Sc(n) . Однак число
обертання ρ(a(n), v(n), c(n)), взагалi кажучи, не дорiвнює ρn = ρ(fn, gn). З цього приводу
ми назвемо точку (a(n), v(n)) ∈ Sc(n) „наївною” проекцiєю пари (fn, gn) ∈ S2+α

c(n) i спробу-
ємо натомiсть означити „розумний” оператор P, який би не лише переводив пари з S2+α

c

до Sc, а ще й зберiгав їхнє число обертання. Спочатку покажемо, що всi ренормалiзацiї з
певного моменту задовольняють певнi обмеження, що дасть змогу означати наш розум-
ний проектор P не в усьому просторi S2+α

c , а лише в його певнiй обмеженiй областi.

3.2. Обмеження на характеристики ренормалiзацiй.

Твердження 1. Нехай стосовно дифеоморфiзму зi зламом T виконуються умови тео-
реми 1. Тодi iснує константа ε = ε(T ) > 0 така, що для достатньо великих n харак-
теристики ренормалiзацiй задовольняють наступнi обмеження: 1) a(n) ∈ (ε, c(n) − ε),

2)
v(n)

c(n) − 1
∈ (ε, 1− ε), 3) v(n) + a(n) − c(n) + 1 > ε.

Доведення. 1. Припустимо, що c(n) < 1 i значення a(n) є дуже малим. Це означає, що
малим є вiдрiзок [0, fn(0)]. Оскiльки похiдна g′n обмежена згiдно з оцiнкою A), то вiдрiзок
[−1, fn(−1)] = gn([0, fn(0)]) також є малим. Оскiльки f

kn+1
n (−1) < 0 < f

kn+1+1
n (−1), то

об’єднання вiдрiзкiв [fk
n(−1), fk+1

n (−1)] = fk
n([−1, fn(−1)]), 0 ≤ k ≤ kn+1, повинно вкри-

вати вiдрiзок [−1, 0] одиничної довжини, тодi як всi вони є малими (оскiльки похiдна f ′n
обмежена згiдно з A)), i їх є обмежена кiлькiсть (внаслiдок припущення теореми 1 щодо
числа обертання). Суперечнiсть.

Припустимо тепер, що c(n) > 1 i значення a(n) є дуже малим. Тодi (див. попереднiй
абзац) вiдрiзок [−1, fn(−1)] є малим, тобто значення b(n) є близьким до 1, тому v(n) обме-
жене. Перша похiдна f ′n(0) згiдно з оцiнкою C) є близькою до F ′

a(n),v(n),c(n)(0) = c(n) +

+a(n)v(n), а отже до c(n) > 1, тому є вiдокремленою вiд одиницi. Друга похiдна f ′′n(0)
близька до F ′′

a(n),v(n),c(n)(0) = 2v(n)(c(n) +a(n)v(n)), а отже обмежена. З цього випливає, що
fn(z∗) = z∗ у певнiй точцi z∗ ∈ (−1, 0), а це суперечить iррацiональностi числа обертання
ρ(T ).

Таким чином доведено, що в обох випадках число a(n) є вiдокремленим вiд нуля.

Припустимо тепер, що рiзниця c(n)−a(n) є дуже малою або вiд’ємною. Внаслiдок оцiн-
ки B) виконується нерiвнiсть c(n) − a(n) > −Cλn, отже, ця рiзниця є близькою до нуля.
Знову ж з B) випливає, що b(n) > 0 є малим. Зауважимо, що 0 < a(n+1) ≤ b(n)/a(n) згiдно
з формулою (5), тому a(n+1) виявляється малим, а це суперечить тому, що було показано
в попереднiй частинi цього доведення. Отже, першу частину твердження доведено.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 1



106 О. Ю. ТЕПЛIНСЬКИЙ, К. М. ХАНIН

З нього випливають наступнi обмеження (для всiх достатньо великих n) з певним ε1 =
= ε1(ε) > 0 :

a(n+1)a(n) ∈ (ε1, 1− ε1), b(n) ∈ (ε1, 1− ε1), v(n) + 1 ∈ (ε1, ε
−1
1 )

(останнє з них мiж iншим обумовлює зручний факт обмеженостi згори та вiдокремле-
ностi вiд нуля знизу знаменникiв виразiв (4) для Fa(n),v(n),c(n)(x) та Ga(n),v(n),c(n)(x)).

2. З (6) неважко вивести, що v(n+1) = a(n)(c(n+1)−a(n+1))/fn(−a(n+1)a(n))−1. Оскiльки
Fa(n),v(n),c(n)(−a(n+1)a(n)) = c(n)a(n)(c(n+1)−a(n+1))/(1+a(n+1)a(n)v(n)) є вiдокремленим вiд
нуля, то згiдно з оцiнкою C) маємо v(n+1) = c(n+1)(1 + a(n+1)a(n)v(n)) − 1 + O(λn), звiдки
виводимо наступну властивiсть:

v(n+2)

c(n+2) − 1
= (a(n+2)a(n+1))(a(n+1)a(n))

v(n)

c(n) − 1
+
(
1− (a(n+2)a(n+1))

)
+O(λn). (7)

З формули (7) зрозумiло, що якщо значення виразу
v(n)

c(n) − 1
є вiд’ємним, то через два

кроки за n воно збiльшиться на додатну величину, вiдокремлену вiд нуля. А як тiльки
v(n)

c(n) − 1
стає невiд’ємним, то через два кроки воно буде бiльшим, нiж згадана величина, i

тодi вже залишатиметься таким (додатним i вiдокремленим вiд нуля) завжди.
Переписавши оцiнку (7) у виглядi

1− v(n+2)

c(n+2) − 1
= (a(n+2)a(n+1))

(
(a(n+1)a(n))

(
1− v(n)

c(n) − 1

)
+ (1− (a(n+1)a(n)))

)
+O(λn),

ми аналогiчним чином доведемо, що значення виразу 1 − v(n)

c(n) − 1
є для всiх достатньо

великих n додатним i вiдокремленим вiд нуля.
3. З огляду на доведене вище заключна частина твердження випливає з рiвностi v(n) +

+a(n) − c(n) + 1 = (c(n) − a(n))(1− b(n))/b(n).
Зауважимо, що обмеження 3 щойно доведеного твердження має самостiйне значення

лише для c(n) > 1, у протилежному випадку воно випливає з перших двох обмежень.

3.3. Розумна проекцiя. Позначимо Φε
c = {(a, v) : ε < a < c − ε, ε < v/(c − 1) < 1 −

−ε, v + a − c + 1 > ε}, ε ≥ 0. Твердження 1 показує, що iснує момент n0 = n0(T ), по-
чинаючи з якого наївна проекцiя (a(n), v(n)) ренормалiзацiї (fn, gn) дифеоморфiзму кола
зi зламом T, який задовольняє умови теореми 1, на граничний дробово-лiнiйний пiдпрос-
тiр Sc(n) простору S2+α

c(n) ренормалiзацiй дифеоморфiзмiв зi зламом належить до множини

Φε
c(n) . Означимо тепер розумну проекцiю (a(n)

∗ , v(n)) ∈ Φ0
c(n) , поклавши a

(n)
∗ = γρn,c(n)(v(n)),

де a = γρ,c(v) — крива в координатах (a, v), яка вiдповiдає множинi точок з Sc iз iррацiо-
нальним числом обертання ρ (те, що це насправдi крива, тобто a визначається за v, c та ρ
однозначно, принаймнi в межах областi Φ0

c , показано в [7]). У цьому пiдпунктi ми доведе-
мо, що рiзниця a

(n)
∗ − a(n) є експоненцiально малою. Як i в [1], для отримання необхiдних

оцiнок використовуватимемо канонiчнi пiдняття розглядуваних комутуючих пар.
У роботi [1] для довiльної комутуючої пари (F,G) (а отже, i для ренормалiзацiй (fn, gn)

гомеоморфiзмiв кола, i для пар з граничної дробово-лiнiйної сiм’ї (4)) було означено її
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канонiчне пiдняття HF,G як функцiю, що складається з двох компонент: φ ◦ F ◦ φ−1 на
промiжку [−1, φ(F−1(0))] та 1 + φ ◦ G ◦ F ◦ φ−1 на промiжку [φ(F−1(0)), 0], де φ : x 7→

7→ (F (0) + 1)x
2F (0) + (F (0)− 1)x

— дробово-лiнiйна функцiя, яка переводить −1, 0 та F (0) у −1, 0

та 1 вiдповiдно. При цьому ρ(HF,G) = ρ(F,G). Зокрема, канонiчне пiдняття Hc( · ; a, v) =
= HFa,v,c,Ga,v,c пари вигляду (4) складається з двох дробово-лiнiйних компонент, для яких
маємо явнi формули

H(1)
c (w; a, v) =

A1 + B1w

C1 + D1w
, w ∈ [−1,−(a + 1)/(c + 1 + (c− a))],

H(2)
c (w; a, v) =

A2 + B2w

C2 + D2w
, w ∈ [−(a + 1)/(c + 1 + (c− a)), 0],

де A1 = (a + 1)2, B1 = (a + 1)(c + 1 + (c− a)), C1 = (a + 1)2, D1 = 1− 4va− a2 + 2ca− 2c;
A2 = (a+1)2(c−a), B2 = (a+1)(c−a+a2−3ca−2cva), C2 = (a+1)(−a2+ac−a−2av−c),
D2 = a3 + 2va2 − 3ca2 + 2cva2 + 4c2a− a− 2va− 2cva− c.

Перша лема (вiрнiше, її наслiдок) дає рiвномiрну оцiнку, яку буде використано при
оцiнюваннi близькостi пiднять наївної (a(n), v(n)) та розумної (a(n)

∗ , v(n)) проекцiй ренор-
малiзацiї (fn, gn).

Лема 1. Для кожного 0 < c 6= 1 та досить малого ε > 0 iснує стала hc,ε > 0 така,
що в кожнiй точцi (a, v) ∈ Φε

c для всiх w з вiдповiдних промiжкiв виконуються оцiнки
∂H

(i)
c (w; a, v)

∂a
≥ hc,ε, i ∈ {1, 2}.

Доведення. Похiдна
∂H

(1)
c (w; a, v)

∂a
=
−4wP1

Q2
1

, де P1 = ((−a2 − 1− 2c)v− 2ca + 2c2)w +

+(−1+a2)v +2ca+2c, Q1 = (−1+4va+a2− 2ca+2c)w− 1− 2a−a2. Очевидно, величина
Q1 обмежена, отже, −4w/Q2

1 > 0 є вiдокремленим вiд нуля для w ∈ [−1,−(a + 1)/(c +
+1 + (c − a))]. В точцi w = −1 маємо P1 = 2a(c + av) + 2c(v + a − c + 1), а в точцi w =
= −(a+1)/(c+1+(c−a) отримуємо P1 = 2(c+1)(a+1)(c+av)/(c+1+(c−a)). Обидва цi
значення величини P1 вiдокремленi вiд нуля додатними сталими, що залежать лише вiд c
та ε (зауважимо, що c + av лежить мiж c та c2). Оскiльки величина P1 змiнюється лiнiйно
вiдносно w, для i = 1 лему доведено.

Для i = 2 маємо
∂H

(2)
c (w; a, v)

∂a
=

2P2

Q2
2

, де P2 = 4a2c(c + 1)v2w2 + (2c2a2 + 2c2 + 2a4c−

−4c3a2+a2+a4+c−2a3+7a2c−2ca)vw2+c(4a3c+c−6c2a2−2c2−3ca2+1−3a2+2a3+6ca)w2−
−2(c + 1)(a − 1)(a + 1)(a2 + c)vw − 2c(c + 1)(a − 1)(a + 1)(2a − c + 1)w + (a +
+1)2(a2 + c)v + c(a + 1)2(2a− c + 1), Q2 = −(a + 1)(a2− ca + a + c) + (3a2c− a + a3 + 4c2a−
−c)w− 2a(a + 1)v + 2a(1 + c)(a− 1)vw. Оскiльки Q2 обмежене, то 2/Q2

2 > 0 є вiдокремле-
ним вiд нуля. В точцi w = −(a + 1)/(c + (c− a)) маємо P2 = 4ca(1 + c)(1 + a)2(v + a− c +
+1)(c+av)/(c+1+(c−a))2, а в точцi w = 0 отримуємо P2 = (a+1)2(a(c+av)+c(v+a−c+1)).
Обидва цi значення додатнi i вiдокремленi вiд нуля. Тепер зазначимо, що P2/w2 є квадрат-
ним тричленом вiдносно 1/w з точкою мiнiмуму 1/w = (1 + c)(a− 1)/(a + 1), яка лежить
зовнi промiжку (−∞,−(c + 1 + (c − a))/(a + 1)], який нас цiкавить, отже, мiнiмального
значення на цьому промiжку цей тричлен набуває в точцi 1/w = −(c+1+(c−a))/(a+1).
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Для завершення доведення зауважимо, що
∂

∂w
P2 обмежене, тому iснує δ > 0 таке, що P2

є вiдокремленим вiд нуля для w ∈ [−δ, 0], тодi як для w ∈ [−(a + 1)/(c + 1 + (c − a)),−δ]
маємо P2 ≥ δ2P2/w2 з таким самим результатом.

Лему доведено.
З леми 1 легко випливає наступна оцiнка, змiстом якої є рiвномiрне невироджене

зростання вiдносно змiнної a канонiчного пiдняття Hc як функцiї трьох змiнних (w; a, v)
на множинi [−1, 0]× Φε

c.

Наслiдок 1. Для довiльних (a1, v), (a2, v) ∈ Φε
c, a2 ≥ a1, виконується нерiвнiсть

Hc(w; a2, v)−Hc(w; a1, v) ≥ hc,ε(a2 − a1), w ∈ [−1, 0]. (8)

Наступна лема стверджує експоненцiальну близькiсть (за неперервною нормою) ка-
нонiчних пiднять ренормалiзацiї (fn, gn) та її наївної проекцiї (a(n), v(n)).

Лема 2. Iснує стала C1 = C1(T ) > 0 така, що для всiх достатньо великих n має
мiсце оцiнка |Hfn,gn(w)−Hc(n)(w; a(n), v(n))| ≤ C1λ

n.

Доведення. Згiдно з означенням Hc(n)(w; a(n), v(n)) дорiвнює φ ◦ Fa(n),v(n),c(n) ◦ φ−1 на
[−1, φ(F−1

a(n),v(n),c(n)(0))] та 1 + φ ◦ Ga(n),v(n),c(n) ◦ Fa(n),v(n),c(n) ◦ φ−1 на [φ(F−1
a(n),v(n),c(n)(0)), 0],

де φ(z) =
(a(n) + 1)z

2a(n) + (a(n) − 1)z
.

З iншого боку, Hfn,gn дорiвнює φ ◦ fn ◦ φ−1 на [−1, φ(f−1
n (0))] та 1 + φ ◦ gn ◦ fn ◦ φ−1 на

[φ(f−1
n (0)), 0], до того ж φ є тим самим, оскiльки fn(0) = a(n).
Твердження леми випливає з оцiнки C), тому що похiднi φ, Fa(n),v(n),c(n) та Ga(n),v(n),c(n)

є обмеженими й вiдокремленими вiд нуля додатними сталими внаслiдок твердження 1.
(Слiд зауважити, що довжина iнтервалу з кiнцями φ(F−1

a(n),v(n),c(n)(0)) та φ(f−1
n (0)) є екс-

поненцiально малою, тодi як обидвi функцiї Hc(n)(w; a(n), v(n)) та Hfn,gn(w) є неперервни-
ми i строго зростаючими; отже, їхня близькiсть на згаданому iнтервалi випливає з їхньої
близькостi в його кiнцевих точках.)

Лему доведено.
Третя лема стверджує експоненцiальну близькiсть мiж наївною та розумною проекцi-

ями.

Лема 3. Iснує таке C2 = C2(T ) > 0, що |a(n)
∗ − a(n)| ≤ C2λ

n для досить великих n.

Доведення. Позначимо ∆a = a(n) − a
(n)
∗ i припустимо, що ∆a > 0 (для протилеж-

ного випадку доведення аналогiчне). Оскiльки (a(n), v(n)) ∈ Φε
c(n) за твердженням 1, а

(a(n)
∗ , v(n)) ∈ Φ0

c(n) за означенням розумної проекцiї, то принаймнi половина вiдрiзка [a(n)
∗ ,

a(n)] × {v(n)} лежить всерединi областi Φε/2

c(n) , звiдки вiдповiдно до леми 2 та наслiдку 1
дiстаємо нерiвнiсть

Hfn,gn(w) ≥ Hc(n)(w; a(n), v(n))− C1λ
n ≥ Hc(n)(w; a(n)

∗ , v(n)) + hc(n), ε
2

∆a

2
− C1λ

n

для всiх w ∈ [−1, 0] та всiх досить великих n. З неї випливає, що ∆a ≤ 2
h

C1λ
n, де h =

= h(T ) = min{hc, ε
2
, h 1

c
, ε
2
} > 0, бо в протилежному випадку для якогось n мала б мiс-

це нерiвнiсть Hfn,gn(w) > Hc(n)(w; a(n)
∗ , v(n)) для всiх w, з якої б випливало ρ(fn, gn) >
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> ρ(a(n)
∗ , v(n)), тодi як насправдi ρ(a(n)

∗ , v(n)) = ρn = ρ(fn, gn) згiдно з означенням розумної
проекцiї. Таким чином, твердження леми дiйсно виконується зi сталою C2 = 2C1/h.

З оцiнки останньої леми, зокрема, випливає, що для довiльного ε1 ∈ (0, ε) з певного
моменту n ≥ n1 має мiсце включення (a(n)

∗ , v(n)) ∈ Φε1

c(n) . Отже, перепозначивши цi ε1 та
n1 знову як ε та n0, сформулюємо пiдсумкове твердження даного пункту.

Твердження 2. Нехай стосовно дифеоморфiзму зi зламом T виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснують такi ε = ε(T ) > 0, C2 = C2(T ) > 0 та n0 = n0(T ), що для всiх n ≥
≥ n0 маємо (a(n), v(n)), (a(n)

∗ , v(n)) ∈ Φε
c(n) , |a

(n)
∗ − a(n)| ≤ C2λ

n, ρ(a(n)
∗ , v(n), c(n)) = ρ(fn, gn).

3.4. Проекцiя ренормалiзацiї та ренормалiзацiя проекцiї. У цьому пiдпунктi ми дове-
демо експоненцiальну близькiсть мiж проекцiєю ренормалiзацiї та ренормалiзацiєю про-
екцiї.

Нам знадобиться наступна лема, яка, подiбно до леми 1, забезпечує зростання канонiч-
ного пiдняття Hc( · ; a, v) уздовж певного напрямку в площинi параметрiв (але цього разу
немає необхiдностi вiдокремлювати швидкiсть зростання вiд нуля). Нехай D(A,V ) позна-

чає похiдну функцiї двох змiнних за вектором
−−−−→
(A, V ), тобто D(A,V )f(a, v) = A

∂f

∂a
(a, v) +

+V
∂f

∂v
(a, v).

Лема 4. Для кожного 0 < c 6= 1 у кожнiй точцi (a, v) ∈ Φ0
c для всiх w з вiдповiдних

промiжкiв виконуються оцiнки D(1,−1)H
(i)
c (w; a, v) > 0, i ∈ {1, 2}.

Доведення. Похiдна D(1,−1)H
(1)
c (w; a, v) =

−4wP1

Q2
1

, де P1 = (2ca2 + a− a2v− a3 + 2c2−

−v−2vc)w+a3 +2a2 +2ca+a2v−v +a+2c, Q1 = (−1+4va+a2−2ca+2c)w−1−2a−a2.
Очевидно, −4w/Q2

1 > 0 для всiх w ∈ [−1,−(a + 1)/(c + 1 + (c − a))]. Значення P1 у точцi
w = −1 є 2(a2 + c)(v + a − c + 1) > 0, а значення в точцi w = −(a + 1)/(c + 1 + (c − a))
є 2(c + 1)(a + 1)(c + va)/(c + 1 + (c − a)) > 0. Оскiльки величина P1 змiнюється лiнiйно
вiдносно w, для i = 1 лему доведено.

Для i = 2 маємо D(1,−1)H
(2)
c (w; a, v) =

2(v + a− c + 1)P2

Q2
2

, де P2 = (−2ca + a4 + c +

+4a2vc+a2−4c2a3+2c2a2+2c2+2a4c+4a2vc2−4ca3+3ca2−2a3)w2−2(c+1)(a−1)(a+1)(a2+
+c)w+(a+1)2(a2+c), Q2 = (a3−3ca2+2a2v+2a2vc−a+4c2a−2va−2vca−c)w−a3−2a2v−
−2a2+ca2−a−2va−c. Оскiльки 2(v+a−c+1)/Q2

2 > 0, достатньо переконатися, що P2 > 0.
Значення P2 у точцi w = −(a+1)/(c+1+(c−a)) є 4ca(a+1)2(c+1)(c+va)/(c+1+(c−a))2 >
> 0, а значення в точцi w = 0 є (a + 1)2(a2 + c) > 0. Знову зазначимо, що P2/w2 є
квадратним тричленом вiдносно 1/w з точкою мiнiмуму 1/w = (1 + c)(a− 1)/(a + 1), яка
лежить зовнi промiжку (−∞,−(c + 1 + (c− a))/(a + 1)]. Отже, мiнiмального значення на
цьому промiжку цей тричлен набуває в точцi 1/w = −(c+1+(c−a))/(a+1), а це значення
є додатним.

Лему доведено.
Оскiльки iррацiональне число обертання не може зберегтися при збiльшеннi пiдняття

для всiх w, з леми 4 випливає наступне обмеження (з одного боку) на нахил довiльної
кривої сталого числа обертання a = γρ,c(v), ρ 6∈ Q.

Наслiдок 2. Нехай (a1, v1) та (a2, v2), a2 6= a1, — будь-якi двi точки з Φ0
c такi, що
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ρ(a1, v1, c) = ρ(a2, v2, c) 6∈ Q. Тодi
v2 − v1

a2 − a1
< −1. (9)

Твердження 3. Нехай стосовно дифеоморфiзму зi зламом T виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснують такi C3 = C3(T ) > 0 та n0 = n0(T ), що

dist [(a(n+1)
∗ , v(n+1)),Rc(n)(a(n)

∗ , v(n))] ≤ C3λ
n

для всiх n ≥ n0, де dist — будь-яка стандартна метрика на площинi.

Доведення. Згiдно з твердженням 2 значення величин a(n), c(n)−a(n), a
(n)
∗ , c(n)−a

(n)
∗ та

v(n)/(c(n) − 1) (а також вiдповiдних величин з iндексом n + 1) є додатними, обмеженими
i вiдокремленими вiд нуля. З (5) випливає, що b(n+1) = −fn+1(−1) = −gn+1(fn+1(0)) =
= −gn+1(a(n+1)) = fn(−a(n)a(n+1))/a(n), тому вiдповiдно до оцiнки C) та (4) виконується
оцiнка

v(n+1) =
c(n+1) − a(n+1)

fn(−a(n)a(n+1))/a(n)
− 1 = c(n+1)(1 + a(n)a(n+1)v(n))− 1 +O(λn),

а отже i
v(n+1) + 1− c(n+1)

c(n+1)a(n+1)
= a(n)v(n) +O(λn). Нехай (ā(n+1), v̄(n+1)) = Rc(n)(a(n)

∗ , v(n)) —

ренормалiзацiя розумної проекцiї. З леми 2 з [1] випливає рiвнiсть

v̄(n+1) + 1− c(n+1)

c(n+1)ā(n+1)
= a

(n)
∗ v(n). (10)

Отже, з огляду на твердження 2 дiстаємо оцiнку

v̄(n+1) + 1− c(n+1)

c(n+1)ā(n+1)
− v(n+1) + 1− c(n+1)

c(n+1)a
(n+1)
∗

= O(λn). (11)

Тепер найголовнiший — „геометричний” крок доведення. Двi точки (a(n+1)
∗ , v(n+1)) та

(ā(n+1), v̄(n+1)) за побудовою мають одне й те саме число обертання ρn+1 6∈ Q. З одного

боку, нахил кривої γρn+1,c(n+1) задовольняє обмеження
∆v

∆a
< −1 згiдно з наслiдком 2.

З iншого боку, пряма
v − c(n+1) + 1

c(n+1)a
=

v̄(n+1) − c(n+1) + 1
c(n+1)ā(n+1)

вiдповiдно до (10) має нахил

dv

da
=

v̄(n+1) − cn+1 + 1
ā(n+1)

= a
(n)
∗ v(n)/c(n) > −1 + min{c, 1/c}. Нахил прямої

v − c(n+1) + 1
c(n+1)a

=

=
v(n+1) − c(n+1) + 1

c(n+1)a
(n+1)
∗

є близьким до нахилу прямої
v − c(n+1) + 1

c(n+1)a
=

v̄(n+1) − c(n+1) + 1
c(n+1)ā(n+1)

згiдно з (11), тому також вiдокремлений вiд−1. Таким чином, показано, що обидвi згаданi
прямi є трансверсальними до кривої γρn+1,c(n+1) рiвномiрно вiдносно n. З цього випливає,
що оцiнка (11) обумовлює таку ж саму оцiнку для точок перетину вказаних прямих iз
γρn+1,c(n+1) , що й доводить твердження.
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3.5. Оптимальний проектор та його зв’язок з ренорм-оператором. У даному пiдпунктi
ми ще додатково пiдправимо означення розумної проекцiї ренормалiзацiї (fn, gn) дифео-
морфiзму кола зi зламом T на граничний двовимiрний пiдпростiр Sc(n) дробово-лiнiйних
комутуючих пар i доведемо експоненцiальну близькiсть мiж проекцiєю ренормалiзацiї та
ренормалiзацiєю проекцiї для пiдправленого проектора.

Додаткова пiдправка проектора полягатиме в тому, щоб обмежити розглядуванi па-
ри з Sc на абсорбуючу множину Ďc, саме всерединi якої в [1] доведено гiперболiчнiсть
ренорм-оператора (а вiрнiше, його другої iтерацiї R2 = R1/c ◦ Rc). Отже, розглянемо

множину Dc =
{

(a, v) :
1
2
≤ v

c− 1
≤ 1,

c(c− v − 1)
v

≤ a ≤ c

}
⊂ Φ0

c (риска над Φ0
c позна-

чає замикання), її внутрiшнiсть Ḋc та пiдмножину цiєї внутрiшностi Ďc, яка має вигляд{
(a, v) ∈ Ḋc : av ≥ (c− 1)2

4

}
у випадку c > 1 та

{
(a, v) ∈ Ḋc :

v + 1− c

a
≥ (1− c)2

4c

}
у

випадку c < 1.

Зауваження 1. У роботi [1] множини Ďc означено трохи iнакше, а саме, зi строгими

нерiвностями av >
(c− 1)2

4
та

v + 1− c

a
>

(1− c)2

4c
. Насправдi легко переконатися, що

замiна строгих нерiвностей на нестрогi нiяк не впливає на доведення результатiв [1], от-
же тамтешня теорема про гiперболiчнiсть ренорм-оператора є правильною i для щойно
розширеного означення множин Ďc.

Тут ми використаємо iдею доведення твердження 3 ще двiчi.
За твердженням 2 для досить великих n маємо (a(n−1)

∗ , v(n−1)) ∈ Φε
c(n−1) , (a(n)

∗ , v(n)) ∈
∈ Φε

c(n) . З iншого боку, (ā(n), v̄(n)) = Rc(n−1)(a(n−1)
∗ , v(n−1)) ∈ Dc(n) , тому за твердженням

3 точка (a(n)
∗ , v(n)) лежить в O(λn)-околi множини Dc(n) . На основi цього факту означи-

мо „ще розумнiшу” проекцiю (a(n)
∗∗ , v

(n)
∗∗ ) таким чином: якщо розумна проекцiя (a(n)

∗ , v(n))
належить Dc(n) , то покладемо (a(n)

∗∗ , v
(n)
∗∗ ) = (a(n)

∗ , v(n)), а в протилежному випадку означи-
мо (a(n)

∗∗ , v
(n)
∗∗ ) як точку перетину кривої сталого числа обертання a = γρn,c(n)(v) з кривою

a = c(n)(c(n) − v − 1)/v, яка вiдрiзає область Ḋc(n) вiд Φ0
c(n) (з твердження 4 статтi [1] ви-

пливає, що остання крива є рiвномiрно трансверсальною до всiх кривих a = γρ,c(n)(v),
ρ 6∈ Q, тому така точка перетину iснує i є єдиною). Згiдно з описаною побудовою для
досить великих n маємо (a(n)

∗∗ , v
(n)
∗∗ ) ∈ Dc(n) ∩ Φε

c(n) (iз додатково зменшеним ε), i до того

ж a
(n)
∗ − a

(n)
∗∗ = O(λn), v(n) − v

(n)
∗∗ = O(λn) за вищезгаданою трансверсальнiстю. Повто-

рюючи мiркування з доведення твердження 3, одержуємо аналогiчний результат, а саме,
a

(n+1)
∗∗ − ā

(n+1)
∗ = O(λn), v

(n+1)
∗∗ − v̄

(n+1)
∗ = O(λn), де (ā(n+1)

∗ , v̄
(n+1)
∗ ) = Rc(n)(a(n)

∗∗ , v
(n)
∗∗ ).

Тепер зауважимо, що (a(n−1)
∗∗ , v

(n−1)
∗∗ ) ∈ Dc(n−1) ∩ Φε

c(n−1) для досить великих n, тому

(ā(n)
∗ , v̄

(n)
∗ ) = Rc(n−1)(a(n−1)

∗∗ , v
(n−1)
∗∗ ) ∈ Ďc(n) (див. твердження 3 статтi [1]). Отже, згiдно з

результатом попереднього абзацу наша „ще розумнiша” проекцiя (a(n)
∗∗ , v

(n)
∗∗ ) ∈ Φε

c(n) ле-

жить в O(λn)-околi областi Ďcn . Нарештi означимо „найрозумнiшу” проекцiю (a(n)
∗∗∗, v

(n)
∗∗∗)

таким чином: якщо „ще розумнiша” проекцiя (a(n)
∗∗ , v

(n)
∗∗ ) належить Ďcn , то покладемо

(a(n)
∗∗∗, v

(n)
∗∗∗) = (a(n)

∗∗ , v
(n)
∗∗ ), а в протилежному випадку (який може трапитися лише при

c(n) < 1) означимо (a(n)
∗∗∗, v

(n)
∗∗∗) як точку перетину кривої сталого числа обертання a =

= γρn,c(n)(v) з прямою
v + 1− c(n)

a
=

(1− c(n))2

4c(n)
, яка вiдрiзає множину Ďc(n) вiд Ḋc(n) . З
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твердження 4 статтi [1] випливає, що ця пряма є рiвномiрно трансверсальною до всiх кри-
вих a = γρ,c(n)(v), ρ 6∈ Q, тому така точка перетину iснує i є єдиною, до того ж мають

мiсце оцiнки a
(n)
∗∗ − a

(n)
∗∗∗ = O(λn), v

(n)
∗∗ − v

(n)
∗∗∗ = O(λn), i згiдно з твердженням 1 для досить

великих n маємо (a(n)
∗∗∗, v

(n)
∗∗∗) ∈ Φε

c(n) ∩ Ďc(n) (iз ще додатково зменшеним ε). Повторивши
втретє мiркування з доведення твердження 3, одержимо результат, який сформулюємо,
означивши нарештi оптимальний проектор P згiдно з формулою

P(fn, gn) = Pfn = (a(n)
∗∗∗, v

(n)
∗∗∗). (12)

Твердження 4. Нехай стосовно дифеоморфiзму зi зламом T виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснують такi ε = ε(T ) > 0, C4 = C4(T ) > 0 та n0 = n0(T ), що для всiх
n ≥ n0 має мiсце включення Pfn+1 ∈ Φε

c(n+1) ∩ Ďc(n+1) i виконується оцiнка

dist [Pfn+1,Rc(n)Pfn] ≤ C4λ
n.

Зауваження 2. Формула (12) визначає проектор P лише на ренормалiзацiях (fn, gn)
дифеоморфiзму кола зi зламом з iррацiональним числом обертання, та ще й при досить
великих n. Але якщо згадати, що характеристики a(n), v(n) обчислюються безпосередньо
за fn, то зрозумiло, що фактично проектор P було означено для довiльної пари (F,G) ∈
∈ S2+α

c ∩R, характеристики якої a = F (0), v = (c− a− b)/b, де b = −F (−1), задовольня-
ють обмеження (a, v) ∈ Φ0

c . Насправдi, зроблене трикрокове означення можна поширити
на весь простiр S2+α

c . Але оскiльки нас цiкавлять лише граничнi властивостi послiдовно-
стi ренормалiзацiй (fn, gn), то ми тут цього не робитимемо.

3.6. Доведення зближення ренормалiзацiй. У роботi [1] було доведено наступний ре-
зультат щодо гiперболiчностi оператора ренормалiзацiї на граничному просторi Sc : для
кожного 0 < c 6= 1 iснує така константа µc ∈ (0, 1) (до того ж µc = µ1/c, на що вказано
в доведеннi цiєї теореми), що для будь-яких двох точок (a, v), (ã, ṽ) ∈ Ďc з одним i тим
самим числом обертання ρ(a, v, c) = ρ(ã, ṽ, c) 6∈ Q виконується нерiвнiсть

dc[R2(a, v),R2(ã, ṽ)] ≤ µc dc[(a, v), (ã, ṽ)], (13)

в якiй метрика dc на Ďc задається формулою

dc[(a, v), (ã, ṽ)] = |x− x̃|+ |y − ỹ|,

де x = av, y =
v + 1− c

ca
.

Крiм цього, iснує C2-метрика, що задає вiдстань мiж точками (a, v), (ã, ṽ) ∈ Sc як
‖Fa,v,c − Fã,ṽ,c‖2.

Лема 5. Для фiксованих ε > 0 та 0 < c 6= 1 метрики dist та C2 на множинi Φε
c є

еквiвалентними; а на множинi Ďc ∩ Φε
c вони еквiвалентнi й метрицi dc.

Доведення. Еквiвалентнiсть метрик C2 та dist на Φε
c випливає з формул

a = Fa,v,c(0), v =
(F ′

a,v,c(0)− c)
a

,
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Fa,v,c(x)− Fã,ṽ,c(x) = (a− ã)
1

1− ṽx
+ (v − ṽ)

x(a + cx)
(1− ṽx)(1− vx)

, x ∈ [−1, 0],

а еквiвалентнiсть метрик dist та dc на Ďc ∩ Φε
c — з формул

x = av, y =
v + 1− c

ca
,

a =
c− 1
2cy

(
−1 +

√
1 +

4cxy

(c− 1)2

)
, v =

c− 1
2

(
1 +

√
1 +

4cxy

(c− 1)2

)
,

звичайно ж з урахуванням конфiгурацiї множин Φε
c та Ďc ∩ Φε

c (з якої, зокрема, випливає
вiдокремленiсть вiд нуля пiдкореневих виразiв та y).

Твердження 5. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi iснують такi сталi Cren =
= Cren(T, T̃ ) > 0 та λren = λren(T, T̃ ) ∈ (0, 1), що ‖fn − f̃n‖2 ≤ Crenλ

n
ren для всiх n ≥ 1.

Доведення. Внаслiдок оцiнки C) та леми 5 маємо

‖fn − f̃n‖2 = O
(
λn + dc(n) [(a(n), v(n)), (ã(n), ṽ(n))]

)
.

З оцiнки (13), твердження 4 та леми 5 випливає (з певним C = C(T, T̃ ) > 0), що

dc(n) [Pfn,P f̃n] = dc(n) [PR2(fn−2, gn−2),PR2(f̃n−2, g̃n−2)] ≤ µcdc(n) [Pfn−2,P f̃n−2] + Cλn.

Iндуктивно продовжуючи (телескопуючи) останню нерiвнiсть, одержуємо dc(n) [Pfn,P f̃n] =
= O

(∑n/2
i=0 µi

cλ
n−2i

)
, що становить O(λn

ren) для будь-якого λren > max{λ,
√

µc}.
Твердження доведено.

4. Доведення теореми 1. Твердження теореми 1 виводиться шляхом перевiрки викона-
ння умов умовної теореми, яку сформульовано у пiдпунктi 2.2.

Умова 1 належить до умов теореми 1.
Для перевiрки умови 2 необхiдно показати рiвномiрне вiдносно n виконання оцiнок

i) – iv) з пiдпункту 2.2. Першу з них доведено в [6], три наступнi випливають з оцiнки C),
твердження 1 та явного вигляду дробово-лiнiйних функцiй (4).

Умова 3 випливає з оцiнки A), як це пояснено у [8].
Умова 4 є твердженням 5.
Таким чином, теорему 1 повнiстю доведено.
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