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We obtain asymptotic equalities for upper bounds of the deviations of the repeated de la Vallee Poussin
sums taken over classes of Poisson integrals. These equalities, in corresponding cases, guarantee the solvabi-
lity of the Kolmogorov — Nikol’skii problem for the repeated de la Vallee Poussin sums on the classes of
analytic functions. In certain cases, the repeated de la Vallee Poussin sums make a better approximation
then ordinary de la Vallee Poussin sums.

Отримано асимптотичнi формули для точних верхнiх меж вiдхилень повторних сум Валле
Пуссена на класах iнтегралiв Пуассона. Цi спiввiдношення, за певних умов, забезпечують розв’я-
зок вiдповiдної задачi Колмогорова – Нiкольського для повторних сум Валле Пуссена i класiв iн-
тегралiв Пуассона. Вказано умови, за яких повторнi суми Валле Пуссена забезпечують кращий
порядок наближення, нiж звичайнi.

Следуя [1], обозначим через Cq
β,∞ класс непрерывных 2π-периодических функций f(x),

которые можно представить в виде свертки

f(x) = A0 +
1
π

π∫
−π

ϕ(x + t)P q
β (t)dt, P q

β (t) =
∞∑

k=1

qk cos
(

kt +
βπ

2

)
, q ∈ (0; 1), β ∈ R,

в которой P q
β (t) — ядро Пуассона, а функция ϕ(x) принадлежит S0

M (S0
M — множество

функций, почти везде ограниченных единицей и имеющих на отрезке [−π;π] среднее зна-
чение, равное нулю). Известно [1], что классы Cq

β,∞, которые принято называть классами
интегралов Пуассона, состоят из функций f, являющихся сужениями на действительную

ось функций F (z), аналитических в полосе |Imz| ≤ ln
1
q
/2 ln 2.

Пусть Sn(f ;x) — частичные суммы ряда Фурье функции f, p, p1, p2 — произвольные
натуральные числа такие, что p < n, p1 + p2 < n. Тогда суммы Валле Пуссена функции
f(x) ∈ L1[−π;π], обычные Vn,p(f ;x) и повторные V

(2)
n,p (f ;x) соответственно, задаются

соотношениями

Vn,p(f ;x) =
1
p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x), V
(2)
n,p (f ;x) =

1
p1

n−1∑
k=n−p1

1
p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f ;x).

С. М. Никольский [2] показал, что для верхних граней уклонений частичных сумм Фурье,
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взятых по классам Cq
β,∞, имеет место асимптотическое равенство

E
(
Cq

β,∞;Sn

)
df= sup

f∈Cq
β,∞

‖f(x)− Sn(f ;x)‖C =
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+ O(1)
qn

n
.

В работе [3] для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена на классах Cq
β,∞ получена

асимптотическая формула

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+ O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

Более общий результат, чем последняя формула, получен в работе [4]. В данной статье
исследуется асимптотическое поведение верхних граней уклонений полиномов V

(2)
n,p (f ;x)

от функций из классов Cq
β,∞. Доказано следующее утверждение.

Теорема. Пусть q ∈ (0, 1), β ∈ R. Тогда при n → ∞, n − p1 − p2 → ∞ справедливо
равенство

E
(
Cq

β,∞;V (2)
n,p

)
df= sup

f∈Cq
β,∞

‖f(x)− V
(2)
n,p (f ;x)‖C =

8qn−p1−p2+1

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√

q

1 + q

)
+

+ O(1)
(

qn−p1−p2+1

p1p2(n− p1 − p2 + 1)(1− q)4
+

qn−p1+1

p1p2(1− q)3
+

qn−p2+1

p1p2(1− q)3

)
, (1)

где

Π (n; k) =

π
2∫

0

du(
1− n sin2 u

) √
1− k2 sin2 u

— полный эллиптический интеграл третьего рода.

Доказательство. Имеем

δ
(2)
n,p(f ;x) df= f(x)− V

(2)
n,p (f ;x) = f(x)− 1

p1

n−1∑
k=n−p1

1
p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f ;x) =

=
1

πp1p2

π∫
−π

f q
β(x + t)

n−1∑
k=n−p1

k∑
m=k−p2+1

∞∑
k=m

qm cos
(

mt +
βπ

2

)
dt.

Используя формулы [5, с. 123]

∞∑
m=0

qm cos mt =
1− q cos t

1− 2q cos t + q2
,

∞∑
m=0

qm sinmt =
q sin t

1− 2q cos t + q2
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и выполняя элементарные преобразования, получаем

δ
(2)
n,p(f ;x) =

1
πp1p2

π∫
−π

f q
β(x + t)×

×
(
qn−p1−p2+1bq,β

n−p1−p2+1(t)− qn−p1+1bq,β
n−p1+1(t)− qn−p2+1bq,β

n−p2+1(t) + qn+1bq,β
n+1(t)

)
dt,

где

bβ
m(t) = (1− 2q cos t + q2)−

3
2 cos

(
mt + 3 arctg

q sin t

1− q cos t
+

βπ

2

)
.

Поскольку f принадлежит Cq
β,∞, имеет место соотношение

E(Cq
β,∞;V (2)

n,p ) ≤ qn−p1−p2+1

p1p2π

π∫
−π

|bβ
n−p1−p2+1(t)|dt+

+ O(1)

qn−p1+1

p1p2

π∫
−π

|bβ
n−p1+1(t)|dt +

qn−p2+1

p1p2

π∫
−π

|bβ
n−p2+1(t)|dt +

qn+1

p1p2

π∫
−π

|bβ
n+1(t)|dt

 . (2)

Используя рассуждения из работы [5, с. 124], можно показать, что найдется функция
B(t) ∈ S0

M такая, что условие sign bβ
n−p1−p2+1(t) = B(t) выполнено на промежутке [−π, π],

за исключением некоторого множества точек, мера которого меньше чем K(n − p1 −
−p2)−1(1 − q)−1 (K — некоторая константа, не зависящая от n, p1, p2, q). Обозначим

(f0)
q
β(t) = B(t). Учитывая, что

∫ π

−π
|bβ

m(t)|dt = O(1)
1

(1− q)3
, получаем

π∫
−π

(f0)
q
β(0 + t)bβ

m(t)dt =

π∫
−π

(
sign bβ

m(t) +
O(1)

m(1− q)

)
bβ
m(t)dt =

π∫
−π

|bβ
m(t)dt|+ O(1)

m(1− q)4
. (3)

На основании (2), (3) с учетом неравенства E(Cq
β,∞;V (2)

n,p ) ≥ δ
(2)
n,p(f0;x) имеем

E(Cq
β,∞;V (2)

n,p ) =
qn−p1−p2+1

πp1p2

π∫
−π

∣∣∣bβ
n−p1−p2+1(t)

∣∣∣ dt+

+ O(1)
(

qn−p1−p2+1

p1p2(n− p1 − p2)(1− q)4
+

qn−p1+1 + qn−p2+1

p1p2(1− q)3

)
. (4)

Используя рассуждения из работы [5, с. 125], показываем, что

π∫
−π

∣∣∣bβ
n−p1−p2+1(t)

∣∣∣ dt =
8

π(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√

q

1 + q

)
+ O(1)

1
n− p1 − p2

. (5)
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Объединяя (4) и (5), приходим к асимптотической формуле (1).
Теорема доказана.
Если кроме условий, указанных в теореме, выполняются условия p1 → ∞, p2 → ∞,

то соотношение (1) для q ∈ (0, 1) обеспечивает решение соответствующей задачи Кол-
могорова – Никольского.

Сравнивая обычные Vn,p(f ;x) и повторные V
(2)
n,p (f ;x) суммы Валле Пуссена, в частнос-

ти, при выполнении условия p = p1 + p2, видим, что повторные суммы Валле Пуссена
на классах Cq

β,∞ с точностью до постоянного множителя обеспечивают лучший порядок
приближения, чем обычные.
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