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Abstract. A system of perturbed motion equations with quadratic nonlinearity is con-
sidered. The new estimates of the Lyapunov function are established and two conclusions 
are given. The new conditions of restriction for movement are pointed. For two coupled 
systems of equations, the conditions of restriction for movement with respect to part of vari-
ables are established. The practical conditions of restriction for movement relative to prede-
termined areas of the initial and subsequent disturbances are obtained. As an example, a 
system of quasi-linear equations is considered. 
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Введение. 
Оценки изменения функций Ляпунова вдоль решения уравнений возмущенного 

движения являются ключевым элементом его прямого метода в качественной теории 
уравнений (см. [1]). Одним из способов получения такого рода оценок является ис-
пользование линейных и нелинейных интегральных неравенств (см. [2, 6 и библио-
графию там]). 

В данной статье получены новые оценки функций Ляпунова для некоторых клас-
сов нелинейных непрерывных систем и дано их применение при исследовании раз-
личных типов ограниченности движения. 

Статья построена по следующему плану. 
В разделе 1 дaна постановка задачи об оценке функции Ляпунова на решениях 

уравнений с квадратичной нелинейностью. 
В разделе 2 установлена оценка функции Ляпунова для случая, когда ее полная 

производная в силу уравнений движения удовлетворяет квадратичному неравенству. 
В разделе 3 установлены условия ограниченности, равномерной ограниченности и 

экви-ограниченности движения. 
В разделе 4 исследована ограниченность движения относительно части переменных. 
В разделе 5 получены условия ограниченности движения относительно заданных 

областей начальных и последующих возмущений. 
В разделе 6 приведен пример анализа квазилинейной системы. 
В заключительном разделе 7 кратко обсуждаются полученные результаты и ука-

заны некоторые нерешенные проблемы раздела 1. 

1. Постановка задачи. 
Рассмотрим систему нелинейных уравнений возмущенного движения 

( , ),
dx

f t x
dt

   0 0( ) ,x t x                                                 (1) 
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где nx R , : n nf R R R   вектор-функция с непрерывными на любом конечном 

интервале элементами, достаточно гладкая, обеспечивающая существование решения 
задачи (1) при всех 0t t .  

Пусть в окрестности G  состояния 0x   системы (1) существует функция V одно-
значная, непрерывная и определенно положительная в смысле Ляпунова. 

Полная производная функции V в силу системы (1) вычисляется по формуле 

  1( , ) limsup ( , ( , ) ( , )) : 0 .D V t x V t h x hf t x V t x h h          

Далее исследуем систему уравнений возмущенного движения (1) с нелинейнос-
тью конкретного вида, а именно с квадратичной нелинейностью (см. [3, 5] и библио-
графию там) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Tdx
A t x t X t B t x t

dt
    0 0( ) .x t x                                   (2) 

Здесь ( )A t n n  –матрица c непрерывными на любом конечном интервале элемента-

ми, ( )B t  – прямоугольная 2n n –матрица, состоящая из симметрических квадратных 

матриц ( ),iB t  1,2, , ,i n   

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( )

i i i
n

i i i
n

i

i i i
n n nn

b t b t b t

b t b t b t
B t

b t b t b t

 
 
 

  
 
 
 





   



   1, 2, , ;i n   

 1 2( ) ( ), ( ), , ( )T
nX t X t X t X t   – прямоугольная 2n n – матрица, состоящая из квад-

ратных матриц n n – матриц ( ),iX t  у которых на i -х строках находятся векторы 

( )x t , другие элементы равны нулю, т.е. 

1 2

1

( ) ( ) ( )

0 0 0
( ) ;

0 0 0

nx t x t x t

X t

 
 
 

  
 
 
 





   



  
1 2

2

0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ;

0 0 0

nx t x t x t
X t

 
 
 

  
 
 
 





   



 

,  

1 2

0 0 0

0 0 0
( ) .

( ) ( ) ( )

n

n

X t

x t x t x t

 
 
 

  
 
 
 





   



 

Целью данной статьи является получение новой оценки функции Ляпунова V  
вдоль решений системы (2) и условий ограниченности движения, практической огра-
ниченности, сходимости решений. 

2. Оценка V -функций Ляпунова. 
Основополагающим при получении интегрального неравенства для заданной функ-

ции Ляпунова, отображающей nR R R    является соотношение Ляпунова (см. [1]), 

связывающее функцию ( , )V t x  с ее производной ( , )D V t x  в силу уравнений движе-

ния (1). Покажем, что имеет место следующее утверждение.  
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Лемма 1. Пусть для полной производной (1)( , )D V t x существуют положитель-

ные функции 1( )f t и 2 ( )f t (интегрируемые на любом конечном интервале) такие, что 
2

(1) 1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )D V t x f t V t x f t V t x                                        (3) 

в области значений ( , )t x R D  , где .nD R  

Тогда вдоль решений системы (1) верна оценка 

0

1
0 0 1( , ( )) ( , ) exp ( ) ( ( ))

t

t

V t x t V t x f s ds L t 
 

  
  
                                    (4) 

для всех 0t t , для которых 

0 0

0 0 2 1( ) 1 ( , ) ( )exp ( ) 0.
t t

t t

L t V t x f s f d ds 
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Доказательство. Из соотношения Ляпунова 

0

0 0( , ) ( , ) ( , ( ))
t

t

V t x V t x D V s x s ds    

и неравенства (3) следует, что 

0

2
0 0 1 2( , ( )) ( , ) ( ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ,

t

t

V t x t V t x f s V s x s f s V s x s ds     0.t t                (5) 

Пусть ( ) ( , ( ))m t V t x t  при всех 0t t  и 0 0 0( ) ( , )m t V t x . Из (5) получим оценку 

0

0 1 2( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ,
t

t

m t m t f s f s m s m s ds     0.t t                              (6) 

Применяя лемму Гронуолла – Беллмана к оценке (6), приходим к неравенству 

0

0 1 2( ) ( )exp ( ( ) ( ) ( )) ,
t

t

m t m t f s f s m s ds
 

  
  
   0 ,t t                              (7) 

которое преобразуем к виду 

0 0

2 0 1( ) exp ( ) ( ) ( )exp ( )
t t

t t

m t f s m s ds m t f s ds
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                             (8) 

при всех 0.t t  

Умножая на 2 ( )f t обе стороны неравенства (8), получаем 

0 0

2 0 2 1exp ( ) ( ) ( ) ( ) exp ( )
t t

t t

d
f s m s ds m t f t f s ds

dt

            
        
   при всех 0.t t  

Интегрируя это неравенство от 0t до t R , получим оценку 

 
0 0

1
0 1 0 2 1( ( )) ( ) exp ( ) 1 ( ) ( )exp ( ) ,

t t

t t

m t m t f s ds m t f s f d ds 
 

   
  
    0.t t            (9) 

Из неравенства (9) следует, что 

0

1
0 1( ) ( ) exp ( ) ( ( )) ,

t

t

m t m t f s ds L t 
 

  
  
                                       (10) 
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где
0 0

0 2 1( ) 1 ( ) ( )exp ( )
t t

t t

L t m t f s f d ds 
 

   
  

  . 

Неравенство (10) выполняется для всех 0t t , для которых ( ) 0L t  . Учитывая, что 

( ) ( , ( )),m t V t x t  оценка V -функции вдоль решений системы (1) получается в виде (9). 

Лемма 1 доказана. 
Следствие 1. Пусть в неравенстве (3) 2 ( ) 0f t  при всех 0 ,t t тогда из (4) следует, 

что 

0

0 0 1( , ( )) ( , ) exp ( ) ,
t

t

V t x t V t x f s ds
 

  
  
    0.t t                                 (11) 

Следствие 2. Пусть в неравенстве (3) функция 1( ) 0f t  при всех 0.t t  Тогда из 

(4) следует, что 1
0 0( , ( )) ( , )( ( ))V t x t V t x L t   при всех 0t t , для которых 

0

*
0 0 2( ) 1 ( , ) ( ) 0.

t

t

L t V t x f s ds    

Полученная оценка (4) и следствия 1, 2 допускают применение во многих задачах 
общей теории устойчивости движения. Рассмотрим некоторые из них.  

3. Ограниченность движения. 
Здесь и далее под векторными и матричными нормами будем понимать 

1 2
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x t x t

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 
    1 2

max ( ) ,TB B B  

где max ( ),   min ( )  – экстремальные собственные числа соответствующих симметрич-

ных матриц. Систему (1) рассмотрим в области nR R  , и предполагаем, что вектор-

функция ( , )f t x определена и непрерывна. 

Определение 1 (см. [7]). Решение 0 0( , , )x t t x системы (1) ограничено, если суще-

ствует положительная постоянная 0   такая, что 0 0( , , )x t t x   при всех 0t t , 

где  может зависеть от каждого решения. 

Определение 2. Решение системы (1) экви-ограничено, если для любого 0   и 

0t R  существует 0( , ) 0t    такая, что если  0 0:nx S x R x     , то               

0 0 0( , , ) ( , )x t t x t   при всех 0t t . 

Имеет место следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть для системы (1) существует функция Ляпунова ( , )V t x опреде-

ленная на ,nR R   для которой выполняются условия леммы 1 и кроме того: 

(1)       ( ) ( , ),a x V t x  где a KR – классу Хана; 

(2)        (1)( , )D V t x удовлетворяет оценке (3) при всех ( , ) nt x R R  ; 

(3)       
0

1
0 0 1( , ) exp ( ) ( ( )) ( )

t

t

V t x f s ds L t a 
 

 
  
  при всех 0t t  для некоторого значе-

ния 0  . 

Тогда решение 0 0( , , )x t t x системы (1) экви-ограничено. 
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Доказательство. Пусть 0 0( , , )x t t x  решение системы (1) такое, что 0x S . При 

выполнении условия (1) теоремы 1 имеем 1( ) ( ( , ( ))x t a V t x t  при всех 0.t t  След-

ствием условия (2) теоремы 1 является оценка (4), которая имеет место при всех 

0 ,t t  для которых ( ) 0L t  . 

Из условия (3) следует, что 1 1
0( ) ( ( , ( )) ( ) ( , )x t a V t x t a a t       при всех 0.t t  

Этим экви-ограниченность решения 0 0( ) ( , , )x t x t t x  доказана. 

Теорема 2. Пусть существует функция ( , )V t x , определенная на nR R  , x R , 

где R – сколь угодно большое число, которое удовлетворяет условиям: 

(1)       ( , )a x V t x b x  , где a KR –классу Хана, ( )b r – непрерывная функ-

ция на ;R  

(2)      выполняются условия леммы 1 при всех ( , ) ;nt x R R   

(3)      для 0 ,x S   0 0( , ) ( )V t x b  и 
0

1
1

( )
exp ( ) ( ( ))

( )

t

t

a
f s ds L t

b





 

 
  
  при всех 0t t . 

Тогда решения системы (1) равномерно ограничены. 

Доказательство. Рассмотрим решение 0 0( ) ( , , )x t x t t x  системы (1) с начальными 

условиями 0 .x S  При выполнении условий (1), (2) теоремы 2 имеем оценки: 

1( ) ( ( , ))x t a V t x  при всех 0t t  и 
0

1
0 0 1( , ( )) ( , ) exp ( ) ( ( )) ,

t

t

V t x t V t x f s ds L t 
 

  
  
  где 

( ) 0L t   при всех 0t t . Из того, что 
0

1
1

( )
exp ( ) ( ( ))

( )

t

t

a
f s ds L t

b





 

 
  
 , 0t t  следует оцен-

ка 1
0 0( , , ) ( ( )) ( ),x t t x a a     где ( )   не зависит от 0t . Этим теорема 2 доказана. 

4. Ограниченность движения двух связанных систем. 
Рассмотрим систему связанных уравнений 

( , , );
dx

F t x y
dt

   ( , , ),
dy

G t x y
dt

                                         (12) 

где ,nx R  my R  и вектор-функции ( , , )F t x y и ( , , )G t x y  определены и непрерывны 

на n mR R R   . Предположим, что для системы (12) построена функция Ляпунова 

( , , ),V t x y  для которой установим оценку, аналогичную оценке (10). 

Лемма 2. Пусть для системы (12) построена функция Ляпунова ( , , )V t x y  такая, 

что 
2

(12) 1 2( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )D V t x y t V t x y t V t x y                             (13) 

при всех t R , где 1 2( ), ( )t t  – положительные интегрируемые функции на любом 

конечном интервале. 
Тогда для функции ( , , )V t x y  верна оценка  

0

1
0 0 0 1( , ( ), ( )) ( , , ) exp ( ) ( ( ))

t

t

V t x t y t V t x y s ds M t 
 

  
  
                         (14) 

для всех 0t t , для которых 
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0 0

0 0 0 2 1( ) 1 ( , , ) ( ) exp ( ) 0.
t t

t t

M t V t x y s d ds   
 

   
  

   

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1. Далее приве-
дем некоторые следствия леммы 2. 

Следствие 3. Пусть в неравенстве (13) 2 ( ) 0t   при всех 0t t . Тогда 

0

0 0 0 1( , ( ), ( )) ( , , ) exp ( )
t

t

V t x t y t V t x y s ds                                   (15) 

при всех 0t t . 

Следствие 4. Пусть в неравенстве (13) 1( ) 0t   при всех 0t t . Тогда 

* 1
0 0 0( , ( ), ( )) ( , , )( ( ))V t x t y t V t x y M t                                      (16) 

при всех 0t t , для которых 

0

*
0 0 0 2( ) 1 ( , , ) ( ) 0.

t

t

M t V t x y s ds    

Теорема 3. Пусть для системы (12) построена функция Ляпунова ( , , )V t x y  опре-

деленная в области 
2 2 2( ) {( , ) : }n mS r x y R R x y r     , где r  может быть сколь 

угодно большим числом. Кроме того: 

(а) существует функция a K -классу Хана такая, что   ( , , )a y V t x y  равно-

мерно по ( , )t x ; 

(б) существует непрерывная функция ( , )b r s такая, что  ( , , ) ,V t x y b x y ; 

(в) для значений 0 0 0( , , )t x y  таких, что 
2 2 2

0 0x y   , r   существует 

( ) 0    такое, что 0 0 0( , , ) ( )V t x y b   и 

0

1
1

( )
exp ( ) ( ( ))

( )

t

t

a
s ds M t

b





 

 
  
    0.t   

Тогда решения системы (12) равномерно y -ограничены. 

Доказательство. Рассмотрим решение 0 0( ( , , )Tx t x y , 0 0( , , ))T Ty t x y  системы (12) 

с начальными условиями 0 0 0( , , )t x y  такими, что 
2 2 2

0 0 ,x y    r  . Для функ-

ции ( , , )V t x y , удовлетворяющей условию (а) вдоль решений системы (12), верна 

оценка 
1( ) ( ( , , ))y t a V t x y    0.t                                           (17) 

Далее, из условий (б) и (в) следует, что оценка (14) может быть усилена так: 

   
0

1
0 0 1, ( ), ( ) , exp ( ) ( ( ))

t

t

V t x t y t b x y s ds M t 
 

  
  
                        (18) 

при всех 0t t . Из оценки (18) условия (в) и неравенства (17) следует, что при всех 

0t t  верна оценка 1( ) ( ( )) ( )y t a a     . Этим теорема 3 доказана. 
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Теорема 4. Предположим, что для системы (12) существует функция Ляпунова 
( , , ),V t x y  определенная на множестве 0 ,t t    ,x    0y k   и удовлетворя-

ет следующим условиям: 

(а)     ( , , ) ,a y V t x y b y   где ,a b KR  классу Хана; 

(б)  2
(12) 1 2( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ),D V t x y t V t x y t V t x y     

где 1 2( ),  ( )t t   – положительные интегрируемые функции на любом конечном ин-

тервале; 

(в) 
0

1
1

( )
exp ( ) ( ( ))

( )

t

t

a
s ds M t

b





 

 
  
  при всех 0t t . 

Кроме того, для каждого 0m   существует функция Ляпунова ( , , )W t x y , опреде-

ленная на множестве 0t t   , 1( )x K m , y m  и удовлетворяющая условиям: 

(г)    1 1( , , )a x W t x y b x  , где 1 1,a b KR -классу Хана; 

(д) 2
(12) 1 2( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ),D W t x y t V t x y t W t x y     

где 1 2( ), ( )t t   – положительные функции, интегрируемые на любом конечном ин-

тервале. 

(е) 
0

1 1 1
1

1 1

( )
exp ( ) ( ( ))

( )

t

t

a
s ds M t

b




 
 

 
  
  при всех 0t t , где  

0 0

*
0 0 0 2 1( ) 1 ( , , ) ( ) exp ( ) .

t t

t t

M t W t x y s d ds   
 

   
  

   

Тогда решения системы (12) равномерно ограничены. 

Доказательство. Пусть задано 0   такое, что K  . Рассмотрим решение 

( ( ), ( ))Tx t y t  системы (12) при начальных условиях 0 0,t   0x   и 0y  . Выберем 

( )   настолько большим, что ( ) ( )b a   и покажем, что при выполнении условий 

(а) – (в) теоремы 4 ( ) ( )y t    при всех 0t t , для которых решение ( ( ), ( ))Tx t y t  

системы (12) существует. При выполнении условия (б) теоремы 4 согласно лемме 2 
имеем оценку (14) из которой следует, что  

 
0

1
1, ( ), ( ) ( ) exp ( ) ( ( ))

t

t

V t x t y t b s ds M t  
 

  
  
 ,  0t  ,                       (19) 

так как по условию (а) 0 0 0( , , ) ( ).V t x y b   Из оценки (19) и условия (в) теоремы 4 

получим 
1 1( ) ( ( , , )) ( ( )) ( )y t a V t x y a a                                           (20) 

при всех 0t t , для которых решения системы (12) существуют. 

Пусть  1 1( ) max , ( ( ))K     и рассмотрим функцию ( , , )W t x y в области: 

0t t   , 1( ),x K   .y   Выберем 1( )   настолько большим, что 1 1 1 1( ) ( )b a   

и покажем, что при выполнении условий (г) – (е) теоремы 4 верна оценка 1( ) ( )x t    

при всех 0t t , для которых решение системы (12) существует. Из условия (д) теоре-

мы 4 согласно лемме 2 следует, что  
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   
0

1
0 0 0 1, ( ), ( ) , , exp ( ) ( ( )) ,

t

t

W t x t y t W t x y s ds M t  
 

  
  
                     (21) 

для всех 0t t , для которых 

 
0 0

0 0 0 2 1( ) 1 , , ( ) exp ( ) 0.
t t

t t

M t W t x y s d ds   
 

   
  

   

Из условия (2) следует, что 0 0 0 1 1( , , ) ( )W t x y b   и, следовательно, условие (е) 

приводит к оценке  
1 1

1 1 1 1 1( ) ( ( , ( ), ( )) ( ( )) ( ).x t a W t x t y t a a                                  (22) 

Из оценки компонент решения системы (12) следует, что 1( ) ( )x t    и 

( ) ( )y t    при всех 0t t , для которых решения существуют и выполняются 

условия ( ) 0M t   и ( ) 0M t  . Этим теорема доказана.  

5. Практическая ограниченность движения. 
Продолжим исследование свойств движения системы (1). 

В пространстве nR определим открытые подмножества 0( ), ( )S t S t  при всех 0t t . 

Границу ( )S t  обозначим ( )S t  и ее замыкание ( )S t . Далее предполагается, что 

0 ( ) ( )S t S t     при всех 0t t .  

Определение 5.1. Движение системы (1) практически ограничено относительно 
 0 0( ), ( ),S t S t t  если решение 0 0( , , )x t t x  с начальным условием 0 0 0( )x S t  удовлетво-

ряет условию 0 0( , , ) ( )x t t x S t  при всех 0t t . 

Определение 5.2. Движение системы (1) практически равномерно ограничено от-
носительно  0 ( ), ( )S t S t  если для любых 0it t , 0 ( )i ix S t  решение ( , , ) ( )i ix t t x S t  

при всех [ , )it t  . 
Имеет место следующая теорема. 

Теорема 5. Предположим, что для системы (1) существует непрерывная веще-
ственная функция ( , )V t x  локально липшицева по x  и функции 1 2( ), ( )t t   положи-

тельные интегрируемые на любом конечном интервале такие, что: 

(1) ( , ) ( , )V t x V t x L x x      , где 0L   при всех ( , ) ( )x x S t    и 0t t ; 

(2) 2
(1) 1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )D V t x t V t x t V t x    при всех 0t t  и ( )x S t ; 

(3) 
0

0 0 0

( )1
1

0 0
( )

inf ( , )
exp ( ) ( ( ))

sup ( , )

t
x S t

t
x S t

V t x
s ds K t

V t x
 



 
 

  
  

и 
0 0

0 0 2 1( ) 1 ( , ) ( ) exp ( ) 0
t s

t t

K t V t x s d ds   
 

   
  

   при всех 0t t . 

Тогда движение системы (1) практически ограничено.  
Если условие (3) заменить условием  

(3*) 
2

2

1
1 0 1

2( )1
1

1 1
( )

inf ( , )
exp ( ) ( ( ))

sup ( , )

t
x S t

t
x S t

V t x
s ds K t

V t x
  



 
 

  
  
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и 
2

1 1

1 1 2 1( ) 1 ( , ) ( ) exp ( ) 0
t s

t t

K t V t x s d ds   
 

   
  

   при любых 2 1,t t  1 2 0, [ , )t t t  . Тогда 

движение системы (1) равномерно практически ограничено. 

Доказательство. Пусть 0 0( , , )x t t x решение системы (1) с начальными условиями 

0 0 0( )x S t . Предположим, что при выполнении условий (1) – (3) теоремы 7 существу-

ет 2 0( , )t t   такое, что 2 0 0 2( , , ) ( )x t t x S t . Из того, что 0 0( ) ( )S t S t t t    и 

0 ( ) ( )S t S t     0 ,t   следует, что найдется 1 0t t  такое, что 0 0( , , ) ( )x t t x S t  при 

всех 0 1[ , )t t t  и 1 0 0 1( , , ) ( )x t t x S t . При выполнении условий (1), (2) теорема 7 со-

гласно лемме 1 имеем оценку 

0

1
0 1( , ( )) ( , ) exp ( ) ( ( ))

t

t

V t x t V t x s ds K t 
 

  
  
  

при всех 0t t . Так как 
0 0

0 0 0
( )

sup ( , ) ( , ),
x S t

V t x V t x


  в силу условия (3) теоремы 7 получим 

10 0
0

1
1 0 0 0 1 1

( )( )
( , ( ), , ) sup ( , ) exp ( ) ( ( )) inf ( , ).

t

x S tx S t t

V t x t t x V t x s ds K t V t x 



 
  

  
  

Из этого неравенства следует, что 1 0 0 1( , , ) ( ),x t t x S t что является противоречием 

сделанному выше предположению. Поэтому 0 0( , , ) ( )x t t x S t  при всех 0t t  как толь-

ко 0 0 0( ).x S t  

При выполнении условия (3 )  рассуждения, аналогичные приведенным выше, при-

водят к утверждению, что 0( , , ) ( )i ix t t x S t  при любых 0( , ).it t   Этим теорема 5 

доказана. 

6. Анализ ограниченности квазилинейной системы. Пусть в системе (1) 

( , ) ( ) ( , )f t x P t x g t x  , 

где ( )P t – n n -матрица с непрерывными на любом конечном интервале элементами и 

: n n
tg R R R  . Рассмотрим систему уравнений  

( ) ( , );
dx

P t x g t x
dt

                                                     (23) 

0 0( ) .x t x                                                           (24) 

Обозначим ( )n t  и ( )m t  – максимальные и минимальные собственные значения 

матрицы ( ) ( ( ) ( )) 2TC t P t P t   и применим функцию Ляпунова ( , ) ( ) TV t x V x x x  . 

Нетрудно показать, что 

(23)( ) ( ) ( ) ( , ).T
mD V x t V x x g t x                                          (25) 

Пусть существует число 0R   такое, что для скалярной функции ( )K t , непре-

рывной при всех 0 ,t t  выполняется оценка 

2( , ) ( )( )T Tx g t x k t x x                                                   (26) 

при всех 0t t  и x R . Тогда из неравенства (25) при условии (26) получаем нера-

венство 
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2
(23)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,mD V x t V x K t V x    

из которого, согласно лемме 1, следует, что 

 
0

1

0( ( )) ( )exp ( ) ( )
t

m

t

V x t V x s ds N t  
  

  
                                      (27) 

при всех 0t t , для которых 

0 0

0( ) 1 ( ) ( )exp ( ) 0.
t t

m

t t

N t V x k s d ds  
 

   
  

   

Применяя к неравенству (27) теорему 1, нетрудно получить условия ограниченно-
сти решений системы (23) при начальных условиях 0x  таких, что 0x S .  

7. Сходимость решений систем с квадратичной нелинейностью. 

Рассмотрим автономную систему вида (2) (см. [3, 5] и библиографию там) 

( ) ( ) ( ).Tdx
Ax t X t Bx t

dt
                                                  (28) 

Пусть матрица A  линейной части системы (28) асимптотически устойчива. Тогда, 
как следует из теории устойчивости по линейному приближению, нулевое решение 
нелинейной системы (28) также будет асимптотически устойчивым. В качестве функ-
ции Ляпунова выберем квадратичную форму ( ) TV x x Hx , и вычислим ее полную 

производную в силу системы (28): 

   

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

TT T T

T T T T

d
V x t Ax t X t Bx t Hx t x t H Ax t X t Bx t

dt

x t A H HA B X t H HX t B x t

          

     

       (29) 

Так как по предположению матрица A  является асимптотически устойчивой, то 
для произвольной положительно определенной матрицы C  матричное уравнение Ля-

пунова TA H HA C    имеет единственное решение – положительно определенную 
матрицу H . Учитывая, что H является решением уравнения Ляпунова из (29), полу-
чаем 

( ( )) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ).T T Td
V x t x t C B X t H HX t B x t

dt
                              (30) 

Областью устойчивости нулевого положения равновесия системы (28) является 
внутренность поверхности уровня функции Ляпунова ( ) 0V x r  , лежащая внутри 

области  0 : ,n T TG x R C B XH HX B       где под символом 

T TC B XH HX B                                                    (31) 

понимается положительная определенность матрицы. Заменим условие (31) более 
«грубым». Поскольку, в силу выбранных матричных и векторных норм будет выпол-
няться соотношение 

( ) ( ) ,X t x t  

то для полной производной функции Ляпунова ( ) TV x x Hx  будет выполняться оценка 

2

min( ( )) ( ) 2 ( ) ( ) .
d

V x t C H B x t x t
dt

                                  (32) 
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Обозначим 

min
0

( )

2
n C

G x R x
H B

     
  

                                            (33) 

и заметим, что область «гарантированной» устойчивости имеет вид 

 
0 0

0
max : ;r r r

r
G G G G


     2: .n T

rG x R x Hx r                          (34) 

Как следует из этой зависимости, для определения «максимальной» области устой-

чивости следует «вложить» эллипсоид 2Tx Hx r  внутрь сферы радиуса min ( )

2  

C
R

H B


  

и «растягивать» его при r   до тех пор, пока эллипс не коснется сферы. 

Теорема 6. Пусть матрица линейной части системы (28) асимптотически 
устойчива. Тогда нулевое решение системы (28) также асимптотически устойчиво 
и для ее решений, удовлетворяющих начальным условиям 

( )
(0) ;

2 ( )

H
x

B H




   max

min

( )
( ) ;

( )

H
H

H




   min

max

( )
( ) ,

( )

C
H

H




                    (35) 

справедлива следующая оценка сходимости: 

min
1

( )
2

( ) ( ) (0)
( ) .

( ) 2 ( ) (0) 2 ( ) (0)
H t

H H x
x t

H B H x e B H x


 

  


   

                  (36) 

Доказательство. Оценку сходимости решений, находящихся в области устойчиво-
сти, будем получать с использованием квадратичной функции Ляпунова ( ) TV x x Hx . 

Ее полная производная в силу системы (28) оценивается неравенством (32). Посколь-
ку для квадратичной функции ( ) TV x x Hx  имеет место двустороннее неравенство 

2 2

min max( ) ( ) ( )H x V x H x   ,                                       (37) 

то неравенство (32) можно переписать в виде 
3 2

min
max 3 2

max min

( )( ( )) ( ( ))
( ( )) 2 ( ) .

( ) ( )

CdV x t V x t
V x t H B

dt H H

 
 

                          (38) 

Используя обозначения (35) перепишем полученное выражение в виде 

3 2

min

( )( ( ))
( ) ( ( )) 2 ( )).

( )

B HdV x t
H V x t V x t

dt H





    

Разделим его на 3 2 ( )V x  и получим оценку 

3 2 1 2

min

( )( ( ))
( )) ( ) ( )) 2 .

( )

B HdV x t
V x t H V x t

dt H





    

Обозначив 1 2 ( )) ( ),V x t z t   получим 

min

( )( )
2 ( ) ( ) 2 .

( )

B Hdz t
H z t

dt H





     

Отсюда следует такое неравенство: 

min

( )( ) 1
( ) ( ) .

2 ( )

B Hdz t
H z t

dt H





   
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Решая полученное неравенство (по аналогии с линейным неоднородным уравнением 
Бернулли), получим 

1
( )

2

min min

( ) ( )
( ) (0) 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

H tB H B H
z t z e

H H H H

 
   

 
   
  

 

и учитывая, что 1 2 ( )) ( ),V x t z t   получим такое неравенство: 

1
( )1 2 1 2 2

min min

( ) ( )
( )) (0)) 2 2 .

( ) ( ) ( ) ( )

H tB H B H
V x t V x e

H H H H

 
   

 
 

   
  

 

Отсюда определим, что 
1

1
( )1 2 1 2 2

min min

( ) ( )
( )) (0)) 2 2 .

( ) ( ) ( ) ( )

H tB H B H
V x t V x e

H H H H

 
   



 
       
    

 

Используя двусторонние неравенства квадратичных форм (37), получаем 
1

1
( )

2
min

min min

( ) ( )1
( ) ( ) 2 2

( (0)) ( ) ( ) ( ) ( )

H tB H B H
H x t e

V x H H H H

 


   


        
    

 

1
1

( )
2

min min min

( ) ( )1
2 2

( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )

H tB H B H
e

H x H H H H

 
    


        
    

 

min
1

( )
2

( ) ( ) (0)
.

( ) 2 ( ) (0) 2 ( ) (0)
H t

H H x

H B H x e B H x


 

  


   

 

Таким образом, для решений ( )x t системы (28) с начальными условиями, находящи-

мися в области (34), т.е. 0 0x G , будет справедлива оценка сходимости (36). 

Замечание 2. Рассмотрим скалярное уравнение первого порядка 

2( ) ( );
dx

ax t bx t
dt

     0,a    0(0) ,x x                                    (39) 

где 0a  . 
Это уравнение является уравнением с разделяющимися переменными. Его точ-

ным решением является функция 

0

0

( ) .
1

at

at

x e
x t

a x e






   
                                                (40) 

Рассмотрим применение метода функций Ляпунова с функцией 2( )V x x  для 

уравнения (39). Для этой функции – max min( ) ( ) 1.H H    Полная производная в си-

лу линейной части имеет вид 2( ( )) 2 ( ).
d

V x t ax t
dt

   

Поэтому ( ) 1,H   ( ) 2H a  . Оценка сходимости (36) для решений с начальны-

ми условиями 0x a b  имеет аналогичный вид 

(0) (0)
( ) 0.

(0) 1(0) (0)

at

atat

a x a x e
x t

a b x ea b x e b x




  
        
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Таким образом, для скалярного уравнения (39) с точным решением (40) оценка 
сходимости совпадает с оценкой, которая получается применением квадратичной 
функции Ляпунова. 

Заключение. 
В статье установлены новые оценки функции Ляпунова на решениях нелинейной 

системы (1). Эти оценки позволяют установить достаточные условия различных типов 
ограниченности движения системы (1) при более широких предположениях по сравне-
нию с известными. А именно: в теоремах 10.1 и 10.2 монографии [7] требуется, чтобы 

(1)( , ) 0D V t x  . В теоремах 10.3 из монографии [7] и 8.11 из монографии [8] применя-

ются две функции и требуется выполнение условий (12) 1( , , ) ( )D V t x y c y    и 

(12)( , , ) 0D W t x y  , где 1( ) 0c r   – непрерывная функция. Предложенный подход 

может быть интересен при исследовании ограниченности движения (см. теорему 5) 
относительно заданных областей для начальных и последующих возмущений. На 
примере системы (23) показан способ получения квадратичного неравенства для про-
изводной функции Ляпунова, пригодного для качественного анализа движений квази-
линейных систем. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Розглянуто систему рівнянь збуреного руху з квадратичною нелінійністю, вздовж 

розв’зків якої встановлено нові оцінки функції Ляпунова і приведено два висновки. Вказано нові умови 
обмеження руху. Для двох зв’язаних систем рівнянь встановлено умови обмеження руху відносно 
частини змінних. Отримано також умови практичного обмеження руху відносно заданих областей по-
чаткових і наступних збурень. Як приклад, розглянуто систему квазілінійних рівнянь. 
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