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Ïðåäñòàâëåíî òî÷íîå ïðÿìîå ðåøåíèå çàäà÷è ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî èçãèáà ñëîèñòîãî êîíñîëü-

íîãî áðóñà ìàëîé øèðèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè ïðè àáñîëþòíî

æåñòêîì êîíòàêòå ñëîåâ. Ðåøåíèå ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-

ãîñòè, ïðè ýòîì äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîãî ñòðîåíèÿ ñëîèñòîãî áðóñà â ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà

Ãóêà ââåäåíû êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå îïèñàíû àíàëè-

òè÷åñêè ïîñðåäñòâîì ñìåùåííûõ ôóíêöèé Õåâèñàéäà. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëüíûå

íàïðÿæåíèÿ âûðàæåíû èç ñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷åðåç íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî âûñîòå ñå÷åíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â ñîîò-

íîøåíèÿõ çàêîíà Ãóêà è óðàâíåíèÿõ Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ äåôîðìàöèé ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü

çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåùåíèÿìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå

Êîøè äëÿ óãëîâûõ äåôîðìàöèé äàëî îïðåäåëÿþùåå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå,

èç êîòîðîãî ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè êàñàòåëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé, à òàêæå äëÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíå-

íèé âîçìîæíî äëÿ âñåãî ïàêåòà ñëîåâ áåç ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì îêîí÷à-

òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé îïèñûâàþò íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå âñåãî ïàêåòà ñëîåâ êîìïîçèòíîãî áðóñà. Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì àáñîëþòíî æåñòêîãî êîíòàêòà ñëîåâ è

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â ñëó÷àå åñëè ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçîê ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ íàïðÿæåíèé. Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì áûëî ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõñëîéíîãî áðóñà. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ

ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü ïðî÷íîñòü è æåñòêîñòü ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé, à òàêæå ñòðîèòü ïðèêëàäíûå ðåøåíèÿ äëÿ äðóãèõ çàäà÷ óïðóãîãî èçãèáà

ñëîèñòûõ áðóñüåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áðóñ, êîìïîçèò, ñëîé, èçãèá, íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè, ïåðåìå-

ùåíèÿ, äåïëàíàöèÿ.

Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ òåõíèêè è òåõíîëîãèé âûäâèãàåò âñå

áîëåå âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ïðî÷íîñòè, íàäåæíîñòè è, ãëàâíîå, ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè

èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé, óäîâëåòâîðèòü êîòîðûå ñ ïðèìåíåíèåì òðàäèöèîííûõ

êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íå âñåãäà âîçìîæíî. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ðåøåíèåì äàííîé

ïðîáëåìû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ îáúåäè-

íåíèåì íåñêîëüêèõ ðàçíîðîäíûõ ïî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ìàòå-

ðèàëîâ â ñîñòàâå åäèíîé êîíñòðóêöèîííîé ñèñòåìû. Îäíàêî ïîäîáíûé ïîäõîä ñó-

ùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîçèòíûõ

ýëåìåíòîâ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, ïîñòðîåííûõ â îñíîâíîì íà ìîäåëÿõ

äåôîðìèðîâàíèÿ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

Äîñòîâåðíîå ïðîãíîçèðîâàíèå ïðî÷íîñòè è æåñòêîñòè êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàáîòû òðåáóåò ó÷åòà ìíîãèõ ôèçèêî-ìåõàíè-

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå çà÷àñòóþ èìåþò ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü îò òåìïå-

ðàòóðû, ñïîñîáà è äëèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ íàãðóçêè è ò.ï. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðàç-

ëè÷íûõ âèäîâ êîìïîçèòîâ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé âàæíîé íàó÷íîé çàäà÷åé [1], êîòîðîé

ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íà ïðàêòèêå ïðèåìëåì ó÷åò òîëüêî óïðóãèõ õàðàê-

òåðèñòèê êîìïîçèòîâ. Òàê, îðèåíòèðîâàííûå âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû ïðè íàãðóæå-
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íèè âäîëü àðìèðóþùèõ âîëîêîí ïðîÿâëÿþò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ [2]. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ

èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) êîìïîçèòíûõ ýëåìåí-

òîâ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî òåëà. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ

ðàçâèòèåì íàóêè â íàïðàâëåíèè ñîçäàíèÿ êîìïîçèòîâ íå ìåíåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ

ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèé èõ ïîâåäåíèÿ â óñëîâèÿõ ðàçëè÷íûõ âèäîâ óïðóãîé

äåôîðìàöèè.

Ïëîñêèé ïîïåðå÷íûé èçãèá – îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ âèäîâ äåôîð-

ìàöèè ýëåìåíòîâ èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé. Â òî æå âðåìÿ àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

èçãèáà êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ íàèìåíåå ðàçðàáîòàíà.

Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ â ðàçâèòèè àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà

èññëåäîâàíèÿ óïðóãîãî èçãèáà êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ê ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå “íåêëàññè÷åñêèå” èëè “óòî÷-

íåííûå” ìîäåëè èçãèáà, íàïðèìåð [2–5], êîòîðûå â îñíîâíîì ïîñòðîåíû êàê ïðèáëè-

æåííûå ðåøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè ñ ââåäåíèåì îïðåäåëåííûõ óïðîùåíèé è ãèïîòåç.

Íàèáîëåå ìíîãî÷èñëåííûìè ÿâëÿþòñÿ “èòåðàöèîííûå” ìîäåëè [6]. Äëÿ êîìïîçèòíûõ

äèñêðåòíî-íåîäíîðîäíûõ áðóñüåâ øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëà ìíîãîøàãîâàÿ ìî-

äåëü [7].

Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íûõ ðåøåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.

Çàäà÷àì èçãèáà ñîñòàâíûõ è àíèçîòðîïíûõ áðóñüåâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8–12], â

êîòîðûõ ïîëó÷åíû îòäåëüíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî îíè ëèáî íîñÿò îáùèé õàðàê-

òåð, ëèáî íå ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü äèñêðåòíóþ íåîäíîðîäíîñòü, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ

ïðèêëàäíîå ïðèìåíåíèå. Â òî æå âðåìÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ èíòåðåñíû íå òîëüêî òåì,

÷òî áîëåå äîñòîâåðíî îïèñûâàþò ÍÄÑ êîìïîçèòíîãî ýëåìåíòà, íî è òåì, ÷òî ðàñêðû-

âàþò íîâûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ïðèêëàäíûõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåõàíèêè

ñëîèñòûõ ñèñòåì.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëîñêîãî ïî-

ïåðå÷íîãî èçãèáà óçêîãî ñëîèñòîãî êîíñîëüíîãî áðóñà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ

íåîäíîðîäíîãî ñòðóêòóðíîãî ñòðîåíèÿ åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ðåøåíèå ïîäîáíîé

çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî îðòîòðîïíîãî áðóñà ñ ñå÷åíèåì â âèäå óçêîãî ïðÿìîóãîëü-

íèêà ïîëó÷åíî â [10] ñ ó÷åòîì ôóíêöèè íàïðÿæåíèé â âèäå ïîëèíîìà ïÿòîé ñòåïåíè.

Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå è ïîäõîä ê åãî ïîëó÷åíèþ íåïðèìåíèìû â ñëó÷àå ñëîèñòîãî

áðóñà, äëÿ êîòîðîãî íàïðÿæåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå áóäóò èìåòü ðàçðûâû íà ãðàíèöàõ

ñëîåâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è èçãèáà ñëîèñòîé áàëêè

ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà ïðîäîëüíûõ ãðàíÿõ [2]. Äàííîå ðåøåíèå

ïîñòðîåíî èòåðàöèîííûì ïóòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äîïóùåíèé

î íåïîäàòëèâîñòè åå ìàòåðèàëà äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è îáæàòèÿ, ÷òî

ñíèæàåò åãî òî÷íîñòü.

Ìîäåëü áðóñà. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ñëîèñòûé êîíñîëüíûé áðóñ ñ ïðÿìî-

ëèíåéíîé îñüþ è íåèçìåííîé ïî äëèíå ñòðóêòóðîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1).

Áðóñ ñîñòîèò èç m ïðîäîëüíûõ ñëîåâ çàäàííîé òîëùèíû, èçãîòîâëåííûõ èç ðàçíûõ

ìàòåðèàëîâ.

Äëÿ áðóñà ïðèíÿòà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò xyz ñ ïðàâîé

ñèñòåìîé îñåé. Îñü Ox ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëüíîé îñüþ æåñòêîñòè áðóñà, êîîðäèíàòíàÿ

ïëîñêîñòü zOx – ñ ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè. Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ áðóñà

ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè zOy.

Êàæäûé ñëîé k ðàññìàòðèâàåìîãî áðóñà èçãîòîâëåí èç íåïðåðûâíîãî îäíî-

ðîäíîãî îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïðè÷åì ïëîñêîñòè óïðóãîé ñèììåòðèè ïàðàëëåëüíû

êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëåíèÿ ñëîè æåñòêî ñîåäèíåíû, òàê ÷òî â

ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ áðóñà âçàèìíîå ñìåùåíèå è îòðûâ íà íèõ îòñóòñòâóþò.
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Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òàêîãî áðóñà áóäóò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíê-
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ãäå z zbd k bd k, ,,
�1 – êîîðäèíàòû ãðàíèö k-ãî ñëîÿ (ðèñ. 1,á).

Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè �a
S (1) îïðåäåëåíû âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè,

îäíàêî íå ðàâíû íóëþ òîëüêî íà ïðîìåæóòêå z z z� ( , ),1 2 ïðè÷åì çäåñü îíè áóäóò

èìåòü m�1 òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé (1) â òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ êîìïîíåíò ÍÄÑ

òðåáóåò àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé (2), íàïðèìåð, â âèäå

ðàçíîñòè ñìåùåííûõ ôóíêöèé Õåâèñàéäà:

p H z z H z zk bd k bd k� � � �
�

( ) ( ),, ,1 (3)

ãäå H H z� ( ) – åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Íà ïðîäîëüíûå íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè áðóñà (ðèñ. 1,à) äåéñòâóþò íîðìàëü-

íûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íàãðóçêè q z� �( , ).�1 2 Òîðåö áðóñà ñ êîîðäèíàòîé

x� 0 è áîêîâûå ãðàíè ñâîáîäíû îò çàêðåïëåíèé è íàãðóçîê. Íà òîðöå ñ êîîðäèíàòîé

x l� ïîëàãàåì çàäàííûìè íåêîòîðûå êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå îòâå÷àþò

îïðåäåëåííîìó ñïîñîáó åãî çàêðåïëåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî àáñîëþòíî æåñòêîìó).

Òàêàÿ ñèñòåìà íàãðóçîê è çàêðåïëåíèé, à òàêæå ôîðìà è ñòðîåíèå áðóñà ïðèâî-

äÿò ê åãî èçãèáó â ïëîñêîñòè zOx.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî èçãèáà ...
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ñëîèñòîãî êîìïîçèòíîãî áðóñà ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè (à) è

ñòðóêòóðà åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (á).



Ïîëàãàåì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé íàãðóçêè äåôîðìàöèè áðóñà îñòà-

þòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèìè, è ìàòåðèàëû âñåõ ñëîåâ ðàáîòàþò òîëüêî â óïðóãîé

îáëàñòè, à òàêæå, ÷òî øèðèíà b åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå

âûñîòû h.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ îòñóòñòâèå íà ïðîäîëüíûõ áîêîâûõ ãðàíÿõ

áðóñà âíåøíèõ íàãðóçîê, à òàêæå ïðèâåäåííûå âûøå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî øèðè-

íû åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ îí

áóäåò íàõîäèòüñÿ â óñëîâèÿõ îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ñèñòåìå âíåøíèõ íàãðóçîê íà ïðîäîëüíûõ ãðàíÿõ è òîðöàõ

áðóñà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

� 

� 

x x xz x

z z z z zx z z
q

� �

� �

� �

� � � �

0 0
0 0

1 0 1 2

; ;

( ) ; , , .
� �

�
� � (4)

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëîñêîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì

�

�

�

�x
xz

x

x xz
dx�� ��

�

0
0
; �

�

�

�z
zx

z

z

z z zx
dz�� ��

�

1

1
. (5)

Âîçìîæíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé  zx ïðèìåì ñ ó÷åòîì

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íîé ñèëû Qz â ñå÷åíèÿõ áðóñà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêîé

ñõåìîé íàãðóçêè áðóñà çàïèøåì

Q b dz b q q xz xz

z

z

z z�� � �� 

1

2

1 2( ) . (6)

Ðàâåíñòâî (6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, åñëè ðåøåíèå äëÿ êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé áóäåò èìåòü ñëåäóþùóþ ôîðìó:




xz xzxZ� , (7)

ãäå Z Z zxz xz
 
� ( ) – íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z.

Ñîãëàñíî (6) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4) ôóíêöèÿ Zxz
 â ñîîòíîøåíèè (7) äîëæíà

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

Z dz q qxz

z

z

z z


1

2

1 2� �� �( ); Zxz z z
z z



�

�

�
1

2

0, . (8)

Ñ ó÷åòîì (7) è òðåòüåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4) ñèñòåìà ðåøåíèé (5) ïðèìåò âèä

� �



x
xz

x x

dZ

dz

x
�� �

�

2

02
; �



z xz

z

z

zZ dz q�� ��

1

1. (9)

Â (9) ïðåäíàìåðåííî íå áûëî èñïîëüçîâàíî ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4),

ïîñêîëüêó åãî ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå çàäà÷è ê íåðàçðåøè-

ìîìó âèäó.
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Ïîäñòàâèâ (7) è (9) â ôèçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ëèíåéíûõ è

óãëîâûõ äåôîðìàöèé, ñ ó÷åòîì (1) ïîëó÷èì òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:

�

�

�

�

�

 �



x

x
E

xz
x x

zx

z
E xz z

dZ

dz

x
Z dz q�� �

�

�

�

�

�

�

�

�
� �

�

1

2

2

0 1

z

z

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�
;

�

�

�

�

�


� 

z

z
E xz z

z

z
xz

x
E

xz
Z dz q

dZ

dz

x
�� �

�

�

�

�

�

�

�

�
� ��

1

2
1

2

1

x x�

�

�

�

�

�

�

�

�0
;

�

�



xz
xz

xz
G

Z
x� .

(10)

Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì (10), ïîëó-

÷àåì çàâèñèìîñòè äëÿ ïåðåìåùåíèé:

u
dZ

dz

x
Z dz

q

x
E

xz x x

x
E

zx

z
E xz

zx z

z

�� � � �
�1

6

3
0 1

�

�

�

�

�

�

�

 �



�

E
z

z

x
x u

1

0�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
;

w Z dz dz
q

dz

z
E xz

z

z

z

z
z

z
E

z

z
xz

��

�

�

�

�

�

�

�

�
� ��� �

1

11 1

1

� �

�

�



�

x
E

xz

z

z
dZ

dz
dz

x
�

�

�

�

�

�

�

�
��

2

2
1

� �
�

�
�

� �

�

�

xz x x

x
E z z

z

z

dz w
0

1

1

.

(11)

Ïîäñòàâèâ (10) è (11) â ñîîòíîøåíèå Êîøè äëÿ óãëîâûõ äåôîðìàöèé � xz è

âûïîëíèâ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå çàäà÷è:

dw

dx

d

dz

dZ

dz

xz z

x
E

xz xz

x
E

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
1 1

6

3

�

�

�

 � dZ
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Zxz

z

z
xz

xz
G

 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� ��

1

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
d

dz
Z dz

qx x

x
E

zx

z
E xz

zx z

z
E

z

z�

�

�

�

�

�

�



�

0 1

1 �

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�

x
du

dz

x 0
0. (12)

Ðàâåíñòâî (12) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñëó÷àå åñëè âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ ðàâíû íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì ïîñòîÿííûì Ñ0, Ñ1 è Ñ2:

d

dz

dZ

dz
C

x
E

xz1
0

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� ;

�

� �

�

�

�  

xz

x
E

xz

z

z
xz

xz
G

x x

x
E

dZ

dz
dz

Z d

dz

�

�

�

�

�

�

�

�
� � ��

�

1

0 �

�

�

�

�



�

zx

z
E xz

zx z

z
E

z

z

Z dz
q

C�

�

�

�

�

�

�

�

�
��

1
1

1

;

du

dz
C

x�
�

0
2.

(13)
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Ñ ó÷åòîì (13) ðàâåíñòâî (12) ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dw

dx
C

x
C x C

z z�
� � � �

1

0

3

1 2
6

0. (14)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) ñ ó÷åòîì êðàåâûõ

óñëîâèé (8) ïîëó÷èì â òàêîì âèäå:

Z C z dz
B

B
dzxz x

E
x
E

z

z

z

z


� �� �

�

�

�

�

�

�

�

�
��0

1

0
11

( ) ( ) , (15)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ:

( ) ;� x
E

z

z

dz B�� 0

1

2

( ) .z dz Bx
E

z

z

� �� 1

1

2

(16)

Â (16) è äàëåå íèæíèå èíäåêñû îáîçíà÷àþò ïîðÿäîê ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-

æåíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Â1 â (16) â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Îó (ðèñ. 1,á) ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé,

òàê è îòðèöàòåëüíîé, à çíà÷èò, â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ

íóëþ:

B z dzx
E

z

z

1 0

1

2

� �� ( ) .� (17)

Ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (17), ïîëàãàåì ãëàâíîé, à åå

îñè – ãëàâíûìè îñÿìè æåñòêîñòè (àíàëîã ãëàâíûõ ïðèâåäåííûõ îñåé èíåðöèè â [8]).

Äàëåå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áðóñà ïðèíèìàåì èìåííî ãëàâíóþ ñèñòåìó.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � � �x y z ( �  B1 0)

íà÷àëî O ãëàâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñìåùåíî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà �O âñïîìîãà-

òåëüíîé ñèñòåìû íà âåëè÷èíó

z z dz dz B BB x
E

z

z

x
E

z

z

1

1

2

1

2

1 0� � � � � � �

�

�

�

�

� �( ) ,� � (18)

ãäå �z1, �z2, �B1, �B0 – êîîðäèíàòû ïðîäîëüíûõ ãðàíåé è çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (16) âî

âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìå � � �x y z .

Ïîäñòàâèâ (15) ñ ó÷åòîì (17) â ïåðâîå óñëîâèå (8) è ðåøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíå-

íèå, çàïèøåì

C
q

B

z
0

2

��

!

, (19)

ãäå q q qz z z
!
� �1 2 – ñóììàðíàÿ íàãðóçêà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè áðóñà; B2 – îáîçíà-

÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,
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B z dzdzx
E

z

z

z

z

2

11

2

� �� ( ) .� (20)

Ïîäñòàâèâ (17) è (19) â (15), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå äëÿ Zxz
 :

Z
q

B
z dzxz

z
x
E

z

z


��� �

!

2
1

( ) . (21)

Ñ ó÷åòîì (21) èñêîìîå ðåøåíèå äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (7) ïðèìåò ñëå-

äóþùèé âèä:

 �xz
z

x
E

z

z
q

B
x z dz�� �

!

2
1

( ) . (22)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî (22) â ïðåäåëàõ îäíîðîäíûõ ñëîåâ íàïðÿæåíèÿ

 xz ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó êâàäðàòè÷íîé ïàðàáîëû è íåïðåðûâíû íà èõ ãðàíèöàõ,

êàê òîãî òðåáóåò óñëîâèå àáñîëþòíî æåñòêîãî êîíòàêòà.

Ðåøèâ âòîðîå óðàâíåíèå (13) îòíîñèòåëüíî � x x�0
, ïîëó÷èì
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� � � �q C z z Cz
x
E

zx

z
E x

E
x
E

1 1 1 4

� �

�

� �

�

( ) , (23)

ãäå Ñ4 – íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî (23) íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ � õ íà òîðöå ñ êîîðäèíàòîé õ� 0 íå

ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ, êàê ýòîãî òðåáóåò ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4). Ïîýòîìó

ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò òî÷íûì òîëüêî â ñëó÷àå åñëè íà äàííîì òîðöå áóäåò äåéñò-

âîâàòü íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà

qx x x1 0
��

�
� , (24)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíûì äàííûì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Îäíàêî, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàâíîäåéñòâóþùèå óñëîâíîé íàãðóçêè (24)

áûëè ðàâíû íóëþ

q dzx

z

z

1 0

1

2

�� , ( ) ,zq dzx

z

z

1 0

1

2

�� (25)

òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ñåí-Âåíàíà, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íà íåêîòîðîì

óäàëåíèè îò òîðöà íå áóäåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ (24) è (23) â óñëîâèÿ (25) è ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷èì
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B
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ:
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Îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå Â2 (20) è Â2
* (27) ñâÿçàíû â ãëàâíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò çàâèñèìîñòüþ
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Ïîäñòàâèâ (21) è (23) â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé (9), ïîëó÷èì
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Ñîãëàñíî ðåøåíèÿì (29) íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ � x â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè

ñîñòîÿò èç ëèíåéíîé è êóáè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ è ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿþò âåëè-

÷èíó íà ãðàíèöå ñëîåâ ïðîïîðöèîíàëüíî ðàñïðåäåëåíèþ ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óïðó-

ãîñòè � x
E . Ïðè ýòîì êóáè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàâèñèò îò âñåõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñ-

òèê ìàòåðèàëîâ ñëîåâ áðóñà.

Â òî æå âðåìÿ íàïðÿæåíèå � z çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîãî

ìîäóëÿ óïðóãîñòè � x
E è ïîä÷èíÿåòñÿ êóáè÷åñêîìó çàêîíó â ïðåäåëàõ îäíîðîäíûõ

ñëîåâ. Ïðè ýòîì äàííûå íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

óñëîâèþ àáñîëþòíî æåñòêîãî êîíòàêòà ñëîåâ.

Â ñëó÷àå åñëè áðóñ ñîñòîèò èç îäíîãî îäíîðîäíîãî ñëîÿ, ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé (29) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èçâåñòíûå ðåøåíèÿ ïîäîáíîé

çàäà÷è äëÿ èçîòðîïíîãî [13, 14] è îðòîòðîïíîãî áðóñà [10], ÷òî êîñâåííî ïîä-

òâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé. Â òî æå âðåìÿ ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå â [2] íå ó÷èòûâàåò êóáè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ íàïðÿæåíèé � õ , îäíàêî

ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé  xz è � z â öåëîì áëèçêî ê ïîëó÷åííîìó íàìè ðåøå-

íèþ.
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Ðåøåíèÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (13) è (14) ñ ó÷åòîì (19) ïîëó÷åíû â âèäå

u C z z u
x x z z� � �
� � �

0 2 1 0 1
( ) ;

,
w

q

B

x
C

x
C x w

z z
z

z z x� � �
�� � � �

1 1
2

4

1

2

2 024 2

!

,
. (30)

Ñîãëàñíî ïåðâîìó âûðàæåíèþ (30) ñâîáîäíûé òîðåö ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîèñ-

òîãî áðóñà ïðè äåôîðìèðîâàíèè îñòàåòñÿ ïëîñêèì.

Ïîäñòàâèâ (21), (23) è (30) â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé (11) è âûïîëíèâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì îáùèå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé:
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Â âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé (31) è (32) âõîäÿò òðè íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå:
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óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïîñîáó çàêðåïëåíèÿ áðóñà.

Äèôôåðåíöèðóÿ (31) è (32), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ äåôîðìàöèé:
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Ïîäñòàâèâ (21) â òðåòüå âûðàæåíèå (10), îïðåäåëèì äåôîðìàöèè:
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé u,

w è äåôîðìàöèé �x ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, à � z è � xz – ñêà÷êîîáðàçíî èçìå-

íÿþò âåëè÷èíó íà ãðàíèöàõ ñëîåâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòîìó óñëîâèþ àáñîëþòíî

æåñòêîãî êîíòàêòà ñëîåâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ìîäåëè æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå

ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé (31) è (32) íå ïîçâîëÿþò çàäàòü èäåàëèçèðîâàííîå àáñî-

ëþòíî æåñòêîå çàêðåïëåíèå äàííîãî òîðöà ñ êîîðäèíàòîé x l� , ïîñêîëüêó íåëüçÿ

óäîâëåòâîðèòü óñëîâèå ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ïåðåìåùåíèé åãî òî÷åê ñ ïîìîùüþ òðåõ

ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ìîæíî çàäàòü êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå

ïðèáëèæåííî ìîäåëèðóþò æåñòêîå çàêðåïëåíèå ïóòåì ïîëíîãî èëè ÷àñòè÷íîãî îãðà-

íè÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé îòäåëüíûõ òî÷åê òîðöà. Ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ìíîãî âàðèàí-

òîâ òàêèõ óñëîâèé, îäèí èç êîòîðûõ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2. Äàííîé ñèñòåìå îãðàíè-

÷åíèé îòâå÷àþò ñëåäóþùèå êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ:
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Îòìåòèì, ÷òî íà ñõåìå ðèñ. 2 ïîêàçàíû ñâÿçè, íàêëàäûâàåìûå íà êðàéíèå òî÷êè

ñå÷åíèÿ, îäíàêî íå ïðèâåäåíû ðåàêòèâíûå íîðìàëüíûå qx2 è êàñàòåëüíûå qxz2

óñèëèÿ, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ïîâåðõíîñòè òîðöà è óðàâíîâåøèâàþò âíåøíèå íà-

ãðóçêè qx1 è q z2.

Ïîäñòàâèâ ðåøåíèÿ (32) â óñëîâèÿ (35), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðåøåíèå
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:
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Ïîäñòàâèâ (36) â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé (31) è (32), ïîëó÷èì
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (38á) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòðåëû

ïðîãèáà ñëîèñòîãî êîíñîëüíîãî áðóñà:
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:
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Äëÿ îäíîðîäíîãî îðòîòðîïíîãî áðóñà (39) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
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Â (41) â êâàäðàòíûå ñêîáêè âçÿòû ñîñòàâëÿþùèå ñòðåëû ïðîãèáà, êîòîðûå

ó÷èòûâàþò ïîäàòëèâîñòü ìàòåðèàëà áðóñà äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è îáæà-

òèÿ. Åñëè èõ îòáðîñèòü, ïðèíÿâ Gxz , E z $% è � zx , � xz $%, òî äàííîå ñîîòíîøåíèå

ïðèìåò èçâåñòíûé èç êóðñà ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ âèä, ÷òî êîñâåííî ïîäòâåðæ-

äàåò êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé.

Ñ ïîìîùüþ (41) ëåãêî îöåíèòü âëèÿíèå ýòèõ ôàêòîðîâ íà ñòðåëó ïðîãèáà êîí-

ñîëè. Òàê, äëÿ ñòàëüíîãî áðóñà (E Ex z� � 210 ÃÏà, Gxz � 80 ÃÏà, � �xz zx� � 0 26, ) ñ

îòíîøåíèåì l h�10 ó÷åò äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è îáæàòèÿ ïðèâîäèò ê

óâåëè÷åíèþ ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû ñòðåëû ïðîãèáà íà 0,7%, â òî âðåìÿ êàê äëÿ êîì-

ïîçèòíîãî áðóñà èç óãëåïëàñòèêà (óñëîâíî Ex �180 ÃÏà, E z � 6 2, ÃÏà, Gxz � 5 ÃÏà,

� xz � 0 4, , � zx � 0 25, ) ïðè l h�10 – íà 12,4% (2,8% çà ñ÷åò ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ), ïðè

l h� 5 – íà 49,9% (11,5% çà ñ÷åò ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ).

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé èçãèáà òðåõñëîéíîãî áðóñà. Ïîëó÷åííûå âûøå ñîîò-

íîøåíèÿ ðåàëèçîâàíû äëÿ òðåõñëîéíîãî êîíñîëüíîãî êîìïîçèòíîãî áðóñà äëèíîé

l� 0 25, ì, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íàãðóçîê

q z1 100� êÏà è q z2 350�� êÏà (ðèñ. 3).

Ìàòåðèàëû ñëîåâ è èõ óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òàêîâû: àëþìèíèåâûé ñïëàâ

( )Ð1 – E Ex z
[ ] [ ]1 1 70� � ÃÏà, Gxz

[ ] ,1 26 9� ÃÏà, � �xz zx
[ ] [ ] , ;1 1 0 34� � äðåâåñèíà (Ð2) –

Ex
[ ] ,2 15 4� ÃÏà, E z

[ ] ,2 0 97� ÃÏà, Gzx
[ ] ,2 0 98� ÃÏà, � xz

[ ] ,2 0 43� , � zx
[ ] ,2 0 07� ; ñòåêëî-

ïëàñòèê (P3) – Ex
[ ]3 57� ÃÏà, E z

[ ]3 9� ÃÏà, Gxz
[ ] ,3 5 2� ÃÏà, � xz

[ ] ,3 0 4� , � zx
[ ] , .3 0 25�

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áðóñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå ðåøåíèé (22),

(29), (33) è (38) îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ è ïîñòðîåíû ãðàôèêè èõ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñå÷åíèÿõ áðóñà

íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò òîðöà. Òàì æå è íà ðèñ. 5 äëÿ ñðàâíåíèÿ øòðèõîâûìè

ëèíèÿìè ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé äëÿ ñëó÷àÿ

ïðåíåáðåæåíèÿ ïîäàòëèâîñòüþ ìàòåðèàëà áðóñà äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è

îáæàòèÿ.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîãëàñíî ðåøåíèþ ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷è (ðèñ. 1) êàñàòåëüíûå  xz è íîðìàëüíûå � z íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò

îò ïîäàòëèâîñòè áðóñà äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è îáæàòèÿ. Â òî æå âðåìÿ

ýòè ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ áðóñà âëèÿþò íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé � õ ,

îñîáåííî â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ íà îòíîñèòåëüíî áîëüøîì óäàëåíèè îò çàêðåï-

ëåííîãî òîðöà. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òî, ÷òî â ýòèõ ñå÷åíèÿõ ìàêñèìóì íàïðÿæåíèé
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñå÷åíèÿõ òðåõñëîéíîãî êîíñîëüíîãî

êîìïîçèòíîãî áðóñà.

à á

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî âûñîòå ñå÷åíèé (à) è ïî äëèíå (á) òðåõñëîéíîãî

êîíñîëüíîãî êîìïîçèòíîãî áðóñà.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî èçãèáà ...



� õ ñìåùàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ïðîäîëüíûõ ãðàíåé ê âíóòðåííèì ãðàíèöàì íàðóæíûõ

ñëîåâ. Ýòîò ýôôåêò îòäåëüíîãî èçãèáà áîëåå æåñòêèõ ñëîåâ íåëüçÿ îïèñàòü ñ ïîìî-

ùüþ òåîðèé, ïîñòðîåííûõ íà ãèïîòåçå ïëîñêèõ ñå÷åíèé.

Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî äëèíå õàðàêòåðíûõ âîëîêîí è ïî âûñîòå ïî-

ïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïðèâåäåíî íà ðèñ. 5.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè áðó-

ñà äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è îáæàòèÿ íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ è âåëè-

÷èíó êàê ïðîäîëüíûõ è, òàê è ïîïåðå÷íûõ w ïåðåìåùåíèé. Ðàñïðåäåëåíèå ïðî-

äîëüíûõ ïåðåìåùåíèé u ïî âûñîòå ñå÷åíèé ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ îò÷åòëèâîì

èñêðèâëåíèè (äåïëàíàöèè), îáóñëîâëåííîì â îñíîâíîì ïîäàòëèâîñòüþ ìàòåðèàëà

äåôîðìàöèÿì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé w âèäíî, ÷òî

ïðîãèá íèæíåãî ñëîÿ óìåíüøàåòñÿ âñëåäñòâèå ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ ïàêåòà ñëîåâ.

Îäíàêî íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ñòðåëû ïðîãèáà êîìïîçèòíîé

êîíñîëè (38%).
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2. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, äå-
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Ð å ç þ ì å

Íàâåäåíî òî÷íèé ïðÿìèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî çãèíó øàðóâàòîãî

êîíñîëüíîãî áðóñà ìàëî¿ øèðèíè ï³ä ä³ºþ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòàæåííÿ çà

àáñîëþòíî æîðñòêîãî êîíòàêòó øàð³â. Ðîçâ’ÿçîê ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ ð³âíÿíü

ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ïðè öüîìó äëÿ óðàõóâàííÿ íåîäíîð³äíî¿ áóäîâè øàðó-

âàòîãî áðóñà ó ñï³ââ³äíîøåííÿ çàêîíó Ãóêà ââåäåíî êóñî÷íî-ïîñò³éí³ ôóíêö³¿ Õåâ³-

ñàéäà. Ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ âèðàæåíî ç³ ñòàòè÷íèõ

ð³âíÿíü ÷åðåç íåâ³äîìó ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïî âèñîò³ ïåðåð³çó.

Âèêîðèñòàííÿ îòðèìàíèõ âèðàç³â ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ çàêîíó Ãóêà ³ ð³âíÿííÿõ Êîø³

äëÿ ë³í³éíèõ äåôîðìàö³é äîçâîëèëî óñòàíîâèòè çàëåæíîñò³ ì³æ ïåðåì³ùåííÿìè ³

äîòè÷íèìè íàïðóæåííÿìè. Ð³âíÿííÿ Êîø³ äëÿ êóòîâèõ äåôîðìàö³é, ùî çàëèøèëîñÿ,

äàëî âèçíà÷àëüíå ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ç ÿêîãî îòðèìàíî äèôå-

ðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü òà âñ³õ íåâ³äîìèõ

ôóíêö³é ³íòåãðóâàííÿ. Ðîçâ’ÿçîê îäåðæàíèõ ð³âíÿíü ìîæëèâèé äëÿ âñüîãî ïàêåòà

øàð³â áåç ðîçãëÿäó îêðåìîãî øàðó. Ïðè öüîìó ê³íöåâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ íàïðó-

æåíü, äåôîðìàö³é ³ ïåðåì³ùåíü îïèñóþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí âñüîãî

ïàêåòà øàð³â êîìïîçèòíîãî áðóñà. Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³

óìîâè é óìîâè àáñîëþòíî æîðñòêîãî êîíòàêòó øàð³â òà º òî÷íèì, ÿêùî ðîçïîä³ë
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íàâàíòàæåííÿ â³äïîâ³äàº îòðèìàíîìó ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü. Çà äîïîìîãîþ îñòàííüîãî

ïðîâåäåíî òåîðåòè÷íå äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òðèøàðîâîãî

áðóñà. Îäåðæàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äîçâîëÿþòü ïðîãíîçóâàòè ì³öí³ñòü ³ æîðñòê³ñòü

áàãàòîøàðîâèõ êîìïîçèòíèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é òà áóäóâàòè ïðèêëàäí³ ðîçâ’ÿçêè

äëÿ ³íøèõ çàäà÷ ïðóæíîãî çãèíó øàðóâàòèõ áðóñ³â.
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