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Â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîñòðîåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì ðàññëîå-

íèÿ ñëîåâ ïðè òðåíèè ìåæäó íèìè. Ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ðàçäåëåíèè îáîëî÷êè íà ðÿä

ñîñòàâëÿþùèõ îáîëî÷åê ïî òîëùèíå ñ ôèêñèðîâàííîé êðèâèçíîé êàæäîãî ñëîÿ íà óðîâíå åãî

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñêîìûõ ôóíêöèé â ïëàíå ïðèìåíÿþòñÿ ëèíåéíûå

ïîëèíîìû, à èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî òîëùèíå íàõîäèòñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæíî

îòíåñòè ê ïîëóàíàëèòè÷åñêîìó ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå

òðåíèÿ â çîíå ðàññëîåíèÿ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîëñòûå àíèçîòðîïíûå ñëîèñòûå öèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè, ðàñ-

ñëîåíèå, ó÷åò òðåíèÿ, ïðîñòðàíñòâåííàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè, ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïëàñòèêîâûå âîëîêíèñòûå ìíîãîñëîéíûå öè-

ëèíäðû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè. Ñëîè òàêèõ êîíñòðóê-

öèé îáëàäàþò àíèçîòðîïèåé ñâîéñòâ è ïîäâåðæåíû íàãðóçêàì, êîòîðûå ìîãóò ïðèâî-

äèòü ê âûñîêèì ãðàäèåíòàì èçìåíåíèÿ òðåõìåðíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò âûçâàòü ðàññëîåíèå òàêîãî ðîäà

êîíñòðóêöèé. Ïðè ðàñ÷åòå òîëñòîñòåííûõ îáîëî÷åê íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå

êðèâèçíû ïî åå òîëùèíå ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è èõ ðåøåíèè, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ìîäåëåé ðàñ÷åòà

êðèâèçíà ñ÷èòàåòñÿ êîíñòàíòîé äëÿ âñåé îáîëî÷êè [1–12]. Â ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷-

íèêàõ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò äàííûå ïî ðàñ÷åòó òîëñòîñòåííûõ îáîëî÷åê áîëüøîé

êðèâèçíû ïðè ðàññëîåíèè ñëîåâ ñ ó÷åòîì òðåíèÿ ìåæäó íèìè.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ïîäõîäà, êîòîðûé ïîçâîëèò

ðàññìàòðèâàòü ÍÄÑ òîëñòîñòåííûõ îáîëî÷åê áîëüøîé êðèâèçíû â óñëîâèÿõ îñåñèì-

ìåòðè÷íîãî èçãèáà ïðè íàëè÷èè ðàññëîåíèÿ ñ ó÷åòîì òðåíèÿ. Ïîäõîä îñíîâàí íà

ðàçäåëåíèè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïî òîëùèíå êîíöåíòðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè

íà ðÿä ñîñòàâëÿþùèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê (ðèñ. 1), äîñòàòî÷íî òîíêèõ, ÷òîáû

ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì èõ êðèâèçíû ïî òîëùèíå. Óäîâëåòâîðÿÿ óñëî-

âèÿì êîíòàêòà íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè îáîëî÷åê, îïèøåì

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå èñõîäíîé îáîëî÷êè ñ äèñêðåòíûì ó÷åòîì

èçìåíåíèÿ êðèâèçíû ïî òîëùèíå.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñêîìûõ ôóíêöèé â ïëàíå èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû, à èõ

ðàñïðåäåëåíèå ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè îòûñêèâàåòñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííûé ïîäõîä

ìîæíî îòíåñòè ê ìîäèôèêàöèè ìåòîäîâ, ðàçâèâàåìûì â [2, 13, 14].

© À. Â. ÌÀÐ×ÓÊ, Ñ. Â. ÃÍÅÄÀØ, À. À. ÀÏÓÍÅÂÈ×, À. Â. ÂÎÂÊ, 2017

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2017, ¹ 5 23



Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ k-ãî àíèçî-

òðîïíîãî ñëîÿ îáîëî÷êè â ñìåøàííîé ôîðìå èìåþò âèä [1]
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Ðèñ. 1. Ñõåìà êîíñòðóêöèè.



Ïðîäîëüíûå è îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ íàõîäèì èç çàêîíà Ãóêà:
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Ââåäåì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ èñêîìûõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿ-

æåíèé â ïëàíå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà [15]:
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– êîðíè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå

ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè; � i
k
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– ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç

óñëîâèé êîíòàêòà ñëîåâ è óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ â êàæäîì óçëå ñåòêè

ðàçáèåíèÿ êîíñòðóêöèè íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû; J – îáùåå êîëè÷åñòâî èñêîìûõ

ôóíêöèé â ñëîå.
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k
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k
kx a k x a

( ) ( )( , ) ( , ).
� ��1 1

òð

×èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâóõñëîéíóþ àíèçî-

òðîïíóþ îáîëî÷êó ñî ñëåäóþùèìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

E Ex
( ) ( )1 1

� � 25/1; E Er�
( ) ( ) ;
1 1� G Ex r�

( ) ( )1 1 � 0,5/1; G Er r�
( ) ( )1 1 � 0,2/1; G Gxr x

( ) ( )1 1� � ;

� � �� �x xr r
( ) ( ) ( )1 1 1� � � 0,25; L h� 10; h R � 1/5. Ïåðâûé ñëîé ïîâåðíóò íà 45�, âòîðîé –

íà � �45 . Íà òîðöàõ îáîëî÷êè çàïðåùåíû âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ Ur � 0. Âàðüè-

ðîâàëîñü îòíîøåíèå òîëùèíû îáîëî÷êè ê åå ðàäèóñó: h R � 1/50 è 1/5. Ðàññìàò-

ðèâàëèñü òàêèå êîíòàêòû ñëîåâ: æåñòêèé, ñêîëüçÿùèé è ñ òðåíèåì. Ðàñ÷åòû ïðîâî-

äèëèñü äëÿ ïîëîâèíû îáîëî÷êè, êîòîðàÿ äåëèëàñü íà 50 ýëåìåíòîâ. Ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà q3 ïðèêëàäûâàëàñü íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé U U E qx x r� 3 è

U U E qr� �� 3 íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñëîåâ äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ èõ êîíòàêòà ïðè

h R � 1/50 è 1/5 ñîîòâåòñòâåííî. Â òàáë. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

U U E qx x r� 3; � �xx xx q� 3; � ��� ��� q3; � �� �x x q� 3 â öåíòðå îáîëî÷êè íà

ãðàíèöàõ åå ñëîåâ ïðè âûøåóêàçàííûõ îòíîøåíèÿõ òîëùèíû ñòåíêè îáîëî÷êè ê åå

ðàäèóñó.

Ò à á ë è ö à 1

Çíà÷åíèÿ U r , �xx , ��� , � �x â öåíòðå îáîëî÷êè íà ãðàíèöàõ åå ñëîåâ ïðè h R � 1/50

Êîíòàêò ñëîåâ ¹ ñëîÿ U r �xx ��� � �x

Æåñòêèé 1 429,5225

430,1211

�83,1965

54,3253

�48,1593

70,2051

�51,0925

64,9227

2 430,1211

428,5577

�52,9120

81,6528

�37,0319

78,0881

49,0168

�63,4695

Ñêîëüçÿùèé 1 664,3760

662,7791

�106,6613

106,2822

�73,9254

108,4437

�89,5282

88,8435

2 662,7791

661,4415

�106,4944

106,1194

�73,9180

108,1857

89,3920

�88,7150

Ïðè

k òð �1

1 586,4510

585,7585

�96,1155

85,0850

�61,8146

95,4428

�72,5820

82,4120

2 585,7585

584,5672

�82,0112

95,1368

�54,1963

97,2461

67,6695

�80,2851
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé U U E qx x r� 3 (à, â, ä) è U U E qr� �� 3 (á, ã, å) íà

ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñëîåâ ïðè h R � 1/50. (Çäåñü è íà ðèñ. 3: øòðèõîâûå ëèíèè – âíóòðåííèé

ñëîé, ñïëîøíûå – âíåøíèé ñëîé.)

Ò à á ë è ö à 2

Çíà÷åíèÿ U r , �xx , ��� , � �x â öåíòðå îáîëî÷êè íà ãðàíèöàõ åå ñëîåâ ïðè h R � 1/5

Êîíòàêò ñëîåâ ¹ ñëîÿ U r �xx ��� � �x

Æåñòêèé 1 13,7914

13,3958

0,3303

0,0418

5,9129

5,0088

3,0179

2,3887

2 13,3958

13,2397

�0,0482

�0,0052

4,9188

4,4440

�2,2931

�1,9777

Ñêîëüçÿùèé 1 19,6096

18,9193

1,6088

�1,3949

7,2823

3,4732

1,8257

�1,5942

2 18,9193

18,5107

0,9301

�0,7999

5,9508

3,5715

�1,1162

0,9856

Ïðè

k òð � 0 4,

1 16,3220

15,8346

0,7370

0,0290

6,5812

5,4604

2,6899

2,0847

2 15,8346

15,5919

0,7921

�0,3289

6,2236

4,2143

�2,8956

�0,8906

à á

â ã

ä å
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Â ñëó÷àå ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà ïðè îòíîøåíèè h R � 1/50 ïî ñðàâíåíèþ ñ

æåñòêèì ÍÄÑ îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî ïîâûøàåòñÿ. Âëèÿíèå òðåíèÿ â çîíå ðàññëîå-

íèÿ íà ÍÄÑ ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì äàæå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ

òðåíèÿ ( ).k òð � 1

Ïðè îòíîøåíèè h R � 1/5, êàê è ïðè h R � 1/50, âëèÿíèå òðåíèÿ â çîíå ðàñ-

ñëîåíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ÍÄÑ. Äëÿ ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà íàïðÿæåííî-äåôîð-

ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áóäåò âûøå. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò âëèÿíèå òðåíèÿ.

Ïðè êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ k òð � 0 4, ñëîè â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû õ íå ïðîñêàëü-

çûâàþò, óäåðæèâàþòñÿ òðåíèåì, ïðîñêàëüçûâàíèå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â îêðóæíîì

íàïðàâëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå òðåíèÿ íà ÍÄÑ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà çíà÷èòåëü-

íûì.

Â û â î ä û

1. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàññëîèâøèõñÿ ìíîãîñëîéíûõ îáî-

ëî÷åê ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì òàêèõ æå îáîëî÷åê ñ æåñòêèì êîíòàêòîì ñëîåâ.
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ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñëîåâ ïðè h R � 1/5.

à á

â ã
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2. Âëèÿíèå òðåíèÿ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè óâåëè-

÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì åå êðèâèçíû è ìîæåò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûì.

Ð å ç þ ì å

Ó ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïîáóäîâàíî ï³äõ³ä äî äîñë³äæåííÿ íàïðó-

æåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â³ñåñèìåòðè÷íèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê çà íàÿâíîñò³

ðîçøàðóâàííÿ øàð³â ç óðàõóâàííÿì òåðòÿ ì³æ íèìè. Ï³äõ³ä áàçóºòüñÿ íà ðîçä³ëåíí³

îáîëîíêè íà ðÿä ñêëàäîâèõ îáîëîíîê ïî òîâùèí³ ç ô³êñîâàíîþ êðèâèçíîþ êîæíîãî

øàðó íà ð³âí³ éîãî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³. Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ øóêàíèõ ôóíêö³é â ïëàí³

âèêîðèñòàíî ë³í³éí³ ïîë³íîìè, à ¿õ ðîçïîä³ë ïî òîâùèí³ âèçíà÷àºòüñÿ íà îñíîâ³

àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Çàïðîïîíîâà-

íèé ï³äõ³ä ìîæíà â³äíåñòè äî íàï³âàíàë³òè÷íîãî ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ïðî-

àíàë³çîâàíî âïëèâ ðîçøàðóâàííÿ íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíêè.
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