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Ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû

ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë ïðè äåéñòâèè èìïóëüñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðåäñòàâëåí

÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íà áàçå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî

äåôîðìèðîâàíèå êîíòàêòíî-âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ïðè ìàãíèòíî-èìïóëüñíîé îáðàáîòêå

ìàòåðèàëîâ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû

èíäóêòîð–çàãîòîâêà íà åå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ìàãíèòíî-èìïóëüñíàÿ îáðàáîòêà.

Ââåäåíèå. Óñëîâèåì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìíîãèõ êîíòàêòíî-âçàèìîäåéñòâóþùèõ
òåë ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÝÌÏ). Åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðî-
ïðîâîäíûìè òåëàìè ïðèâîäèò ê èõ äâèæåíèþ èëè äåôîðìèðîâàíèþ. Ïðè ýòîì óðîâíè
ýíåðãèè ÝÌÏ ìîãóò áûòü íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíûìè, ÷òî âûçîâóò íåîáðàòèìîå äåôîð-
ìèðîâàíèå ëèáî ðàçðóøåíèå êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Â òåõíîëîãè÷åñêèõ öåëÿõ
ìàòåðèàëû îáðàáàòûâàþò èìïóëüñíûì ÝÌÏ äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðî÷íîñòè, êîððîçèîííîé
ñòîéêîñòè, ñíèæåíèÿ óðîâíÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé [1–4]. Âî ìíîãèõ òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ïðîöåññàõ îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ äàâëåíèåì èñïîëüçóåòñÿ ýíåðãèÿ èìïóëüñíûõ
ìàãíèòíûõ ïîëåé. Â ðàáîòå [5] ïðåäñòàâëåí îáçîð ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé ìàãíèòíî-
èìïóëüñíîé îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ (ÌÈÎÌ), à òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ïðîá-
ëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé è îáî-
ðóäîâàíèÿ äëÿ òàêîé îáðàáîòêè.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ çàãîòîâîê ïðè ÌÈÎÌ íà
îñíîâå àíàëèçà èõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ). Â ðàáîòå [6]
èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ìàãíèòíî-èìïóëüñíîãî ôîðìîèçìåíå-
íèÿ òîíêîñòåííûõ çàãîòîâîê íà îñíîâå êîíòèíóàëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.
Äåôîðìèðîâàíèå çàãîòîâêè îïèñûâàåòñÿ íà îñíîâå âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêîãî àíèçî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ñâÿçü ìåæäó ÝÌÏ è ïîëÿìè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà îïèñàíû ðåçóëüòàòû óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ àëþìèíèåâîãî
òîíêîñòåííîãî öèëèíäðà.

Â [7] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûäàâëèâàíèÿ òîíêî-
ëèñòîâûõ çàãîòîâîê ñèëàìè ÝÌÏ. Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÝÌÏ â
çàãîòîâêå è åå ïîñëåäóþùåå óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå. Êîíå÷íîýëåìåíò-
íàÿ (ÊÝ) ìîäåëü âêëþ÷àåò çàãîòîâêó, ïëîñêèé ìíîãîâèòêîâûé èíäóêòîð è îêðóæà-
þùóþ ñðåäó (âîçäóõ). Ïðèâåäåíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåê-
òîðíûõ êîìïîíåíò ÝÌÏ è òåíçîðíûõ êîìïîíåíò ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå
[8] ïðåäñòàâëåí ìåòîä ÷èñëåííîãî àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ÝÌÏ è ýëåêòðî-

© Ä. Â. ËÀÂÈÍÑÊÈÉ, Î. Ê. ÌÎÐÀ×ÊÎÂÑÊÈÉ, 2016
36 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2016, ¹ 6



ìàãíèòíûõ ñèë ïðè ìàãíèòíî-èìïóëüñíîì ôîðìîèçìåíåíèè ëèñòîâûõ ìåòàëëîâ. Çà-
äà÷à ðåøàëàñü â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé
ÊÝ-ìîäåëè ïëîñêîãî ìíîãîâèòêîâîãî èíäóêòîðà, çàãîòîâêè è îêðóæàþùåé ñðåäû.
Ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà çàãîòîâêó. Óñòàíîâëåíû îñîáåííîñòè âíåøíåãî ÝÌÏ, ïðè êîòîðûõ
ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê èíäóêòîðó ïðåâàëèðóþò íàä ñèëàìè îòòàëêèâàíèÿ.

Â òî æå âðåìÿ àíàëèçó ÍÄÑ èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (èíäóêòîðîâ)
íå óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîãî âíèìàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå ãåíåðàöèè èìïóëüñà
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íà èíäóêòîð äåéñòâóþò çíà÷èòåëüíûå ïî âåëè÷èíå ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå ñèëû, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî íåîáðàòèìîìó äåôîðìèðîâàíèþ. Ñ èçìå-
íåíèåì ôîðìû èíäóêòîðà èñêàæàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ãåíåðèðóåìîãî
èìïóëüñà, ÷òî îòðèöàòåëüíî âëèÿåò íà òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ. Àíàëèç ÍÄÑ èíäóê-
òîðà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ðåêîìåíäàöèè äëÿ åãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ðàç-
ðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ÍÄÑ ñîñòàâíûõ ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë è ðàñ-
÷åòíàÿ îöåíêà ïðî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè â íàó÷íîì è ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû êîíòàêòíî-âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë
ïðè íàëè÷èè ÝÌÏ. Ïóñòü ñèñòåìà òåë çàäàíà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ xi , i�1, 2, 3.
Òåëî îáúåìîì V j èìååò ïîâåðõíîñòü S j : S S S Sj jp ju jc� � � , ãäå S jp , S ju è
S jc – ÷àñòè òåëà, íà êîòîðûõ çàäàíû âíåøíèå ðàñïðåäåëåííûå ñèëû, óñëîâèÿ çàêðåï-
ëåíèÿ è êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû ïðè îòñóòñòâèè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:
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�
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E

t
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�
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H
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c���
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�
; div

�
H� 0, div

�
E� 0, (1)

ãäå
�
j ,

�
E,

�
H – ïëîòíîñòü òîêà è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

ñîîòâåòñòâåííî; � c , �c – ìàãíèòíàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà.
Ïðåíåáðåãàÿ êîíâåêöèîííûìè òîêàìè, óðàâíåíèÿ (1) äîïîëíèì “ìàòåðèàëüíûìè”

ñîîòíîøåíèÿìè:
� �
D Ec� � ;

� �
B Hc� � ;

� � � �
j E u Bc c� � �	 	 [ ], (2)

ãäå
�
D,

�
B – âåêòîðû èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ; 	 c – óäåëüíàÿ

ýëåêòðîïðîâîäèìîñòü
Ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, äå-

ôîðìàöèé è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ïðè çàäàííûõ îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèëàõ
çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:


 ij j if, ;� � 0 x x x V1 2 3, , ,� (3)

ãäå 
 ij – êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; fi – êîìïîíåíòû âåêòîðà îáúåìíûõ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë (èõ îïðåäåëåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî íèæå).

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ Êîøè äëÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé èìåþò âèä

� ij j i i ju u� �1 2( ),, , (4)

ãäå � ij iu, – êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñò-
âåííî.
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Óðàâíåíèÿ (1)–(4) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

� �
E n�� � 0,

� �
D n� 
 � 0,

� �
H n�� � 0,

� �
B n� 
 � 0; (5)
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( � ) , (6)
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 n – âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ñ íîðìàëüþ

�
n,

� �

 
n n� 
 ;

�,
�
i – ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ;

��u� – ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè

òî÷êè íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ãðàíèöå òåëà.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äåôîðìèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ òåë, äëÿ òî÷åê èõ êîíòàêòèðîâàíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ
âåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ÝÌÏ è âåêòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà
äåôîðìèðîâàíèÿ:
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� � �
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� � �
D D n1 2 0� 
 �
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� � �

H H n1 2 0� � � ( ) ;
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 �

(7)
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m

n
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n
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m �0, (8)

ãäå un
m�1, un

m�1– íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòåé òåë; �0n
m – íà÷àëü-

íûé çàçîð (íàòÿã); 
 nn
m – íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è êîíòàêòíîå äåôîðìèðîâàíèå óäîáíî ó÷èòûâàòü
ââåäåíèåì ñëîåâ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ [9, 10].

Îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó íàïðÿ-
æåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â òî÷êàõ óïðóãîäåôîðìèðóþùèõñÿ òåë, ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû òåíçîðíî-ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ äå-
ôîðìàöèé � ij è íàïðÿæåíèé 
 ij :

� 
 �ij ijkl kl ijÀ T� � � ; A
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1[( ) ],� � � �� � (9)

ãäå E, � – ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; Aijkl
e , � ij T� – êîìïîíåíòû

òåíçîðîâ óïðóãîñòè è òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ïëàñòè÷íîñòè Ïðàíäòëÿ-Ðåéñà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé çàïèñûâàåì â ïðèðàùåíèÿõ:
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ãäå Ek – êàñàòåëüíûé ìîäóëü.
Çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ òðàíñëÿöèîííûì

ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì ïðèíèìàåì àññîöèèðîâàííûì ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè âèäà
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ãäå sij – äåâèàòîð íàïðÿæåíèé; ET – ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ; 
 ò – ïðåäåë òåêó÷åñòè
ìàòåðèàëà; 
 
 �0 1 3� kl kl ; � � �0 1 3� kl kl ; 
 i – èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé êàê
ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé è òåìïåðàòóðû, 
 �i i

p
H d T� &( , ).

Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â îñíîâó åãî êîíêðåòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìîæåò áûòü
ïîëîæåí ìåòîä ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ñîâìåñòíî ñ ïîøàãîâûì ðåøåíèåì
çàäà÷è óðàâíîâåøåííîãî ñîñòîÿíèÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, êîòîðûé ñâîäèò ðåøåíèå
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ê âàðèàöèîííîìó ðàâåíñòâó

�E k� �1 0, E U Wk k� � �1 , (12)

ãäå U k – ýíåðãèÿ “óïðóãîãî” äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ðàññ÷èòûâàþò ïî ÍÄÑ íà

ïðåäûäóùåì k-ì øàãå îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè; W – ýíåðãèÿ ÝÌÏ, êîòî-
ðóþ ðàññ÷èòûâàþò ïî çíà÷åíèÿì âåêòîðîâ ÝÌÏ íà k-ì øàãå. Â ñëó÷àå ïðåíåáðå-
æåíèÿ âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýíåðãèÿ ÝÌÏ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî
÷åðåç ïàðàìåòðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

W HdB dV
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. (13)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåìåííîñòüþ ìàãíèòíîé ïðîíè-
öàåìîñòè ìàòåðèàëà è ñ÷èòàòü åå ïîñòîÿííîé. Òîãäà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàê
íàçûâàåìûé âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

�
A, êîòîðûé ñâÿçàí ñ âåêòîðîì ìàãíèò-

íîé èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� �
B A� rot . (14)

Ýíåðãèþ ÝÌÏ ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:

W A M AT�
1

2
{ } [ ]{ }, (15)

ãäå [ ]M – ìàòðèöà “ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ” ìàòåðèàëà, ýëåìåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ãåîìåòðèè òåëà è îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíûõ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (14).

Ýíåðãèþ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íûì âåêòîðíî-
ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì:

U u K uk T k�
1

2
{ } [ ] { }, (16)

ãäå { }u – âåêòîð-ñòîëáåö óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; [ ]K k – ìàòðèöà æåñòêîñòè.

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2016, ¹ 6 39

Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå êîíòàêòíî-âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ...



Òîãäà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (12) ñ ó÷åòîì (15) è (16) çàïèøåì òàê:

�

�

�

�

�

E

E

A

E

u

M A M
k

k

k

�

�

�
� '

�

�

�

�
��

�
�
�

(

)
��

*
�
�

'
�

1

1

1
0

0

0

[ ]{ } [ k

k
m

u

K u K A

]{ } ;

[ ]{ } [ ]{ } ;

�

� �

�
�
�

0

0
(17)

[ ] { }
[ ]

{ }
;M u

K

A
k

T�
1

2

�

�
[ ] { }

[ ]

{ }
.K A

M

u
m

T�
1

2

�

�

Ìàòðèöû [ ],M k [ ]K m îïðåäåëÿþò âëèÿíèå èçìåíåíèÿ êîìïîíåíòîâ ÝÌÏ íà
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà. Êðîìå òîãî, îíè õàðàêòåðèçóþò ñâÿçü ìåæäó
ÝÌÏ è ìåõàíè÷åñêèìè ïîëÿìè. Â ïðåíåáðåæåíèè ýôôåêòàìè ìàãíèòîñòðèêöèè îïðå-
äåëåíèå êîìïîíåíò ÝÌÏ è ÍÄÑ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíûå çàäà÷è. Ïðè
ýòîì ïðîèçâåäåíèå [ ]{ }K Am ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååò ñìûñë âåêòîðà-ñòîëáöà óçëî-
âûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë, êîòîðûå
äåéñòâóþò íà òî÷êè äåôîðìèðóåìîãî ýëåêòðîïðîâîäíîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ÝÌÏ,
ïðèìåíèòü ïðèíöèï âèðòóàëüíîé ðàáîòû, òî ïîëó÷èì
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Åñëè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è íå ó÷èòûâàòü ïåðåìåííîñòü
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà, òî ñ ó÷åòîì âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé
èìååì
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Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê
ÝÌÏ è òåíçîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîñëåäîâàòåëüíî:

[ ]{ } ;

[ ]{ } { }, { } [ ]{ }.
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Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë âñòðå÷àåòñÿ
òàêæå â äðóãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð â [11]. Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (20)
äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè äëÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ïåðåìåùåíèé íà
ïîâåðõíîñòè òåë. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ÝÌÏ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýëåêòðè÷åñêèé
òîê, êîòîðûé çàäàåòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ òåë ñèñòåìû.

Ïðèìåð ðàñ÷åòà. Ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê àíàëèçó
äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû èíäóêòîð-çàãîòîâêà ïðè ïðèìåíåíèè òåõíîëîãèè ÌÈÎÌ,
öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûðàâíèâàíèå âìÿòèí íà òîíêèõ ëèñòîâûõ çàãîòîâêàõ. Ïðèí-
öèïèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ ïîäîáíîé òåõíîëîãè÷åñêîé îïåðàöèè ïîäðîáíî
èçëîæåíû â ðàáîòàõ [12–15], ãäå â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà, ãåíåðèðóþùåãî èìïóëüñ,
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ìàññèâíûé îäíîâèòêîâûé èíäóêòîð ñ áàíäàæîì (ðèñ. 1).
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Èç-çà îñîáåííîñòåé ãåîìåòðèè èíäóêòîðà ãåíåðèðóåìûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê êîí-
öåíòðèðóåòñÿ â îáëàñòè êîíè÷åñêîãî ðàáî÷åãî îêíà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè. Òàêèå èíäóêòîðû óñïåøíî ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ïðèòÿæåíèÿ ìåòàëëîâ ñ îòíîñèòåëüíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ, áîëüøåé åäè-
íèöû.

Â ðàáîòàõ [16–18] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà
÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÝÌÏ è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû èíäóêòîð–çàãîòîâêà ê óïðîùåííûì ðàñ÷åòíûì ñõåìàì, àíàëîãè÷íûõ òåì, äëÿ
êîòîðûõ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ [12–14].

Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè àíàëèòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòî-
äà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ÝÌÏ è àíàëèçà èõ ðàñïðåäåëåíèÿ â òåõíîëîãè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ ÌÈÎÌ. Òàêæå áûë ïðîâåäåí àíàëèç ÍÄÑ ñèñòåìû èíäóêòîð (áåç áàíäàæà) –
çàãîòîâêà, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì ñèëû òîêà â èíäóêòîðå çíà÷èòåëüíî
óâåëè÷èâàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî íåîáðà-
òèìîìó äåôîðìèðîâàíèþ è ðàçðóøåíèþ. Äàííûé ôàêò òàêæå íàøåë ïîäòâåðæäåíèå
ïðè òåñòîâûõ èñïûòàíèÿõ ïðîòîòèïîâ. Ðàçðàáîò÷èêè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü áàí-
äàæ äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ðàññìîòðèì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó ñèñòåìû áàíäàæèðîâàííûé èíäóêòîð–çàãîòîâêà â
ñîîòâåòñòâèè ñ îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è (ðèñ. 2,à). Ðåøåíèå ïðîâî-
äèëîñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû: âíåøíèé äèàìåòð èí-
äóêòîðà 100 ìì; òîëùèíà èíäóêòîðà 15 ìì; óãîë íàêëîíà êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
60+ ; âíåøíèé äèàìåòð áàíäàæà 130 ìì; òîëùèíà áàíäàæà 45 ìì; òîëùèíà ïëàñòèíû
(çàãîòîâêè) 2 ìì. Èññëåäîâàëîñü òàêæå äåôîðìèðîâàíèå ïëàñòèíû ñ âìÿòèíîé, äèà-
ìåòð êîòîðîé âûáèðàëñÿ ðàâíûì äèàìåòðó ðàáî÷åãî îêíà èíäóêòîðà, áîëüøèì è
ìåíüøèì åãî (ðèñ. 2,á,â,ã). Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ðàñ÷åòíîé
ñõåìû ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèìè: èíäóêòîð – ìàòåðèàë ìåäü: îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèò-
íàÿ ïðîíèöàåìîñòü � r �1, ìîäóëü óïðóãîñòè Å�180 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
�� 0 33, , ïðåäåë òåêó÷åñòè 
 ò � 200 210... ÌÏà; áàíäàæ – ìàòåðèàë ñòåêëîòåêñòîëèò:
îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü � r �1, ìîäóëü óïðóãîñòè Å� 35 ÃÏà, êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà �� 0 35, ; çàãîòîâêà – ìàòåðèàë ñòàëü: îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü � r �13, , ìîäóëü óïðóãîñòè Å� 210 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
�� 0 28, , ïðåäåë òåêó÷åñòè 
 ò � 300 380... ÌÏà; âîçäóõ: îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü � r � 1. Çàäà÷à ðåøàëàñü â êâàçèñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, â êà÷åñòâå
èñòî÷íèêà ïîëÿ ðàññìàòðèâàëñÿ òîê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ïî ëèíèè �2 (I m �
� 50 êÀ) – ðèñ. 2,à.
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Ðèñ. 1. Èíäóêòîðíàÿ ñèñòåìà äëÿ ïðèòÿæåíèÿ òîíêèõ ëèñòîâûõ çàãîòîâîê.



Ìåæäó èíäóêòîðîì, áàíäàæîì è çàãîòîâêîé ââîäèëèñü ñëîè êîíòàêòíûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÊÝ), êîòîðûå îáúåäèíèëè îòäåëüíûå ýëåìåíòû â åäèíóþ ñèñòåìó.
Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ÊÊÝ ìåæäó áàíäàæîì è èíäóêòîðîì ìîäåëèðîâàëñÿ íàòÿã. Íà
ëèíèè �1 (ðèñ. 2,à) çàäàâàëèñü óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ ( ).u ur z� � 0 Íà ïåðâîì ýòàïå
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíûõ êîìïîíåíò ÝÌÏ. Òàêæå îáåñïå-
÷èâàëîñü óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ÝÌÏ íà óäàëåíèè îò èñòî÷íèêà, ÷òî

ýêâèâàëåíòíî À �3
0� .

Íà âòîðîì ýòàïå àíàëèçèðîâàëîñü äåôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû. Îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû àíàëèçà òàêîâû. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â èíäóêòîðå
íàáëþäàþòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ðàáî÷åìó îêíó, â çàãîòîâêå – íàïðîòèâ
ðàáî÷åãî îêíà, ïðè÷åì â ìàòåðèàëå çàãîòîâêè âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
âûøå ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ðàáî÷åìó îêíó è äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ âìÿòèíû, îáëàäàþùåé ðàçíûì äèà-
ìåòðîì, ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå åñëè îí ìåíüøå äèàìåòðà ðàáî÷åãî îêíà èíäóêòîðà,
öåëü ðàññìàòðèâàåìîé òåõíîëîãèè íå äîñòèãíóòà.

Áûëè ïðîâåäåíû òàêæå ðàñ÷åòû, â êîòîðûõ ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ñèëû òîêà
âàðüèðîâàëèñü ãëóáèíà âìÿòèíû (ðèñ. 2,à) è âåëè÷èíà íàòÿãà ìåæäó áàíäàæîì è
èíäóêòîðîì (ðèñ. 4). Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðè ãëóáèíå âìÿòèíû áîëüøå 3 ìì ïðåäåë
òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà çàãîòîâêè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ñèëû òîêà íå äîñòèãàåòñÿ. Ñ
óâåëè÷åíèåì íàòÿãà áàíäàæà íàïðÿæåíèÿ â èíäóêòîðå çíà÷èòåëüíî ñíèæàþòñÿ. Ñðàâ-
íåíèå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ ïðèâåäåííûìè â [17, 18] ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
íàïðÿæåíèé â èíäóêòîðå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû íàòÿãà. Òàêèì îáðàçîì,
èñïîëüçîâàíèå áàíäàæåé äëÿ èíäóêòîðîâ ïîäîáíîãî êëàññà ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü
ñèëó òîêà â èìïóëüñå áåç çíà÷èòåëüíîãî ïîâûøåíèÿ íàïðÿæåíèé â èíäóêòîðå.
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ ñèñòåìû áàíäàæèðîâàííûé èíäóêòîð–çàãîòîâêà.

ã



Â û â î ä û

1. Ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è ìåòîä àíàëèçà óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë ïðè äåéñòâèè ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è
ìåòîäå ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ñîâìåñòíî ñ ïîøàãîâûì ðåøåíèåì çàäà÷è
óðàâíîâåøåííîãî ñîñòîÿíèÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì.

2. Äëÿ êîíòàêòíî-âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ïðè ìàãíèòíî-èìïóëüñíîé îáðàáîòêå
ìàòåðèàëîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âûðàâíèâàíèÿ âìÿòèí íà òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòàõ
êîíñòðóêöèé, ðàçðàáîòàíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, âêëþ÷àþùàÿ èíäóêòîð, áàíäàæ è çàãîòîâ-
êó, è ïðîàíàëèçèðîâàíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ÷òî âïåðâûå ïîçâî-
ëèëî îöåíèòü õàðàêòåðèñòèêè êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè èíäóêòîðà.

3. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ
íà ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â èíäóêòîðå
è çàãîòîâêå. Âûÿâëåíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå áàíäàæà, êîòîðûé ñîåäèíåí ñ èíäóêòîðîì
ñ íàòÿãîì, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü âåëè÷èíó èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â
èíäóêòîðå. Óñòàíîâëåíà òàêæå ñòåïåíü âëèÿíèÿ ðàçìåðîâ âìÿòèíû íà îáðàáàòûâàåìîé
çàãîòîâêå íà åå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.
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à á

Ðèñ. 3. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå èíäóêòîðà, áàíäàæà è çàãîòîâêè (ñ âìÿòèíîé):
à – ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ðàáî÷åìó îêíó;
á – äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. (Çàòåìíåííàÿ ÷àñòü – äåôîðìèðîâàííàÿ çàãîòîâêà.)

à á

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ìàòðèöå îò ãëóáèíû âìÿòèíû
� (à) è â èíäóêòîðå îò âåëè÷èíû íàòÿãà áàíäàæà � (á).
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Íàâåäåíî ïîñòàíîâêó ³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ñèñòåìè
åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë ïðè ä³¿ ³ìïóëüñíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ. Ïðåäñòàâëåíî
÷èñåëüíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íà áàç³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ïðîàíàë³-
çîâàíî äåôîðìóâàííÿ êîíòàêòíî-âçàºìîä³þ÷èõ ò³ë ïðè ìàãí³òíî-³ìïóëüñí³é îáðîáö³
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³íäóêòîð–çàãîòîâêà íà ¿¿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí.
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