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В явном виде выделена сингулярная часть электрической функции Грина для поля круглого резонатора в 
форме функции Грина неограниченного пространства. Задача построения функции Грина для поля решена 
как задача дифракции тензорных расходящихся сферической и квазисферической волн на стенках круглого 
резонатора. Приведены аналитические соотношения для сингулярной и регулярной частей тензорной функ-
ции Грина, а также результаты расчета одного из ее компонент.  
 

1. ВВЕДЕНИЕ  
Эффективным аппаратом математической физи-

ки есть интегральные уравнения, в частности сингу-
лярные и гиперсингулярные уравнения [1], с ядром 
в виде функции Грина. Данные уравнения приме-
няются для анализа нагруженных цилиндрических 
волноводов [2], при расчете электромагнитного поля 
в коаксиальном гиротроне [3] и накопителях пучков 
заряженных частиц [4]. 

Преимущества сингулярных и гиперсингулярных 
уравнений связаны с использованием хорошо обу-
словленных матриц, которые обеспечивают высо-
кую точность и стабильность вычислений. Однако 
при этом необходимо вычислять электрическую 
функцию Грина для поля ),,( rrkGe ′

t
 на малых рас-

стояниях между точками источника и наблюдения. 
Наличие границ резонатора порождает дискретный 
спектр пространственных частот и разложение 

 в ряды по системе собственных функ-
ций, которые плохо сходятся в области источника. 
Это обусловлено тем, что  в неявном ви-
де включает электрическую функцию Грина неогра-
ниченного пространства для поля 

),,( rrkGe ′
t

),,( rrkGe ′
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),,( rrkG S
e ′
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, ко-

торая имеет особенности rr ′rr
-1 , 2-1 rr ′rr

, 
3-1 rr ′rr

, )-( rr ′rr
δ . 
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Задача построения функции Грина для поля ре-
шена как задача дифракции тензорных расходящих-
ся сферической и квазисферической волн на стенках 
круглого резонатора. Сферическая и квазисфериче-
ская волны определяются соответственно вектор-
ным и скалярным потенциалами, причем квазисфе-
рическая волна соответствует потенциальной со-
ставляющей напряженности электрического поля.  

Это позволило выделить в явном виде особенно-
сти функции Грина для поля и создать эффективный 
алгоритм ее вычисления при произвольном расстоя-
нии между точками источника и наблюдения.  

Использование функции Грина в виде  
),,( rrkGe ′

t
= + , ),,( rrkG S

e ′
t

),,( rrkG R
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где  есть регулярная функция Грина, 
учитывающая влияние стенок резонатора, дает воз-
можность выделить особенность источника в явном 

виде и обеспечить численное решения двухмерных 
гиперсингулярных интегральных уравнений вместо 
трехмерных уравнений.  
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По вышеуказанной методике в [5] получена одна 
из компонент ),,( rrkGe ′

t
 и вычислена ее состав-

ляющая, соответствующая векторному потенциалу. 
В настоящей публикации построены все компонен-
ты и рассчитывается вклад как векторного, так и 
скалярного потенциалов в электрическую функцию 
Грина ),,( rrkGe ′

t
 круглого резонатора. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
Электрическая функция Грина для поля является 

решением тензорной краевой задачи 
 )'-(),,(]rot[ 2
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rrtt

δ=′− , (1) 

 0),,()( =′× ses rrkGrn
tr  (2) 

и определяется соотношением 
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 есть функция Грина для векторного 
потенциала. Соотношение (3) совпадает с выраже-
нием в [6] и может быть переписано в виде: 
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 − потенциальная составляю-
щая функции Грина для поля, соответствующая ска-
лярному потенциалу; ),,( rrkG a

e ′
t

 − составляющая 
функции Грина для поля, соответствующая вектор-
ному потенциалу, которая включает как потенци-
альную, так и вихревую части.  

3. ИСТОКООБРАЗНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  
В соответствии с (7) [7] 
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 − сингуляр-
ная и регулярная составляющие функции Грина для 
векторного потенциала круглого резонатора; 

 и  соответствуют напряжен-
ностям электрического поля в неограниченном про-
странстве и электрического поля, отраженного от 
стенок круглого резонатора, для точечного источни-
ка тока;  и  обусловлены 
вкладом соответственно скалярного и векторного 
потенциалов в напряженность электрического поля 
точечного источника тока в неограниченном про-
странстве;  и 
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 обусловлены 
вкладом соответственно скалярного и векторного 
потенциалов в напряженность электрического поля 
точечного источника тока, отраженного от стенок 
резонатора.  

Функция Грина  для поля неограни-
ченного пространства содержит особенности в яв-
ном виде. Cингулярные компоненты  и 

 описываются соответственно (18), (A.2)-

(A.15) и (19), (A.16)-(A.20) [7], (  и 

 из [7] необходимо доумножить на 
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В истокообразной форме  потенци-
альная составляющая, обусловленная скалярным 
потенциалом , и составляющая, обу-

словленная векторным потенциалом  
круглого резонатора, есть 
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где mε  − множитель Неймана,  
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В области резонанса 
L

pk π
→  необходимо под зна-

ком двойной суммы в (21) и (22) использовать соот-
ветственно соотношения (21) и (22) из [7], выполняя 
интегрирование по контуру в пространстве ком-

плексных волновых чисел в окрестности .
L

pk π
=  

Слагаемые, определяемые в (19), (20) одинарны-
ми и двойными суммами, описывают напряжен-
ность электрического поля, обусловленного переот-
ражениями расходящейся сферической волны толь-
ко от торцевых стенок и от боковых и торцевых сте-
нок резонатора соответственно.   

Компоненты ), которые отвечают регу-
лярной функции Грина для поля, отраженного от 
стенок резонатора, определяются в Приложении 
(П1). Потенциальные составляющие  и 
составляющие, обусловленные векторным потен-
циалом ) , описываются (П2)-(П9) и (П10)-
(П14) соответственно. 
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Задача построения ),,( rrkGe ′
t

 решена как зада-
ча дифракции тензорных расходящихся сфериче-
ской и квазисферической волн на стенках круглого 
резонатора. Сферическая и квазисферическая волны 
соответствуют векторному и скалярному потенциа-
лам. Сферическая волна является поперечной вол-
ной электромагнитного поля, а квазисферическая 
волна включает продольную электромагнитную 
волну, для которой электрическое поле направлено 
вдоль волнового вектора.  

Потенциальная часть функции Грина неограни-
ченного пространства ),,( rrkG Sp

e ′
t

 имеет минималь-
ную особенность вида rr ′rr

-1  [8]. Это означает, что 



потенциальная составляющая напряженности элек-
трического поля уравнения Гельмгольца, соответст-
вующая продольной волне, убывает на бесконечно-
сти обратно пропорционально первой степени рас-
стояния между точками источника и наблюдения. 
Последнее обусловлено эффектом запаздывания в 
отличие от кулоновского поля, являющегося реше-
нием уравнения Пуассона и убывающего обратно 
пропорционально квадрату расстояния между точ-
ками источника и наблюдения. 

4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ВИДЕ TE-,  
TH-ВОЛН 

В соответствии с (4)-(6) найдено 9 компонент 
 в форме ТЕ- и ТН-волн круглого резона-

тора. В частности, по системе ТЕ- и 
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Остальные компоненты  по системе 
ТЕ- и ТН-волн круглого резонатра приведены в со-
отношениях (П15)-(П22) Приложения. 
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5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  
Разработан алгоритм вычисления  в 

виде ТЕ-и ТН-волн круглого резонатора и в истоко-
образном представлении, где в последнем случае 
особенности тензорной функции Грина выделены в 
явном виде. Эффективность вычисления 
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в истокообразном представлении проиллюстрирова-
на графиками Рис.1-2. 

Рассчитывалась действительная часть компонен-
ты  функции Грина закритического 

круглого резонатора от номера азимутальной гар-
моники m для k=12.56 1/м, R=0.0755 м, L=0.81 м. 

),,(Re '11
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Влияние смещения точки наблюдения относи-
тельно точки источника в радиальном и азимуталь-
ном, а также только в радиальном направлениях 
представлены на Рис.1-2 соответственно. 

 
Рис.1. Компонента функции Грина ),,(Re '11

rrkGe ′  

круглого резонатора (k=12.56 1/м, R=0.0755 м, 
L=0.81 м, ρ=0.06 м, ρ′=0.055 м,ϕ =0, ϕ′= π ,  

=z z′ = 0.0825 м, λrr ′rr
- = 0.23) 

 
Рис.2. Компонента функции Грина ),,(Re '11

rrkGe ′   

круглого резонатора (k=12.56 1/м, R=0.0755 м, 
L=0.81 м, ρ =0.06 м, =0.01 м, ρ′ ϕ= ϕ′ =0,  

=z z′ = 0.0825 м, λrr ′rr
- = 0.1) 

Расчету ),,(Re '11
rrkGe ′  в виде ТЕ-, ТН-волн и в 

истокообразном представлении отвечают сплошные 
и пунктирные кривые. Расчетные значения в исто-
кообразном представлении составили 

),,(Re '11
rrkGe ′ = 0.525 1/м и =′ ),,(Re '11

rrkGe 9.58 1/м 

соответственно (см. Рис. 1,2). 

ВЫВОДЫ 
Задача построения функции Грина для поля ре-

шена как задача дифракции тензорных расходящих-
ся сферической и квазисферической волн на стенках 
круглого резонатора. Сферическая и квазисфериче-
ская волны соответствуют векторному и скалярному 
потенциалам. Сферическая волна является попереч-
ной волной электромагнитного поля, а квазисфери-
ческая  волна включает продольную электромагнит-
ную волну, для которой электрическое поле направ-
лено вдоль волнового вектора.  

Продольная волна, соответствующая потенци-
альной составляющей напряженности электрическо-
го поля, в силу эффекта запаздывания убывает на 
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бесконечности обратно пропорционально первой 
степени расстояния между точками источника и 
наблюдения в отличие от кулоновского поля.  

Выделение в явном виде особенности функции 
Грина для поля позволило создать эффективный 
алгоритм ее вычисления при произвольном расстоя-
нии между точками источника и наблюдения.  

ПРИЛОЖЕНИЕ  
РЕГУЛЯРНАЯ ЧАСТЬ ФУНКЦИИ ГРИНА ДЛЯ 

ПОЛЯ КРУГЛОГО РЕЗОНАТОРА 
Регулярная часть функции Грина для поля круг-

лого резонатора представляет собой функцию Грина 
для поля, отраженного от стенок резонатора. Она 
определяется (12) и может быть записана в смешан-
ном диадном базисе: 
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)где , . Компонента  приве-
дена в (18)–(20), а остальные компоненты описыва-
ются ниже приведенными соотношениями.
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 Потенциальные составляющие имеют вид: 
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(22), (П.0)-(П13) определяются соотношениями (19), 
(А.16)-(А.20) из [7]. 
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SOURWISE REPRESENTATION OF THE FIELD ELECTRIC GREEN’S FUNCTION 
OF THE CIRCULAR CAVITY 

S.D. Prijmenko 
The singularity part of the electrical Green’s function for a circular cavity field is singled out in an explicit form 

as a Green’s function for the infinite space. The problem of the Green’s function construction for a field is solved as 
a problem of a diffraction of tensor divergent spherical and quasispherical waves on the circular cavity walls The 
analytical expressions for singular and regular parts of the tensor Green’s function and the calculation results of one 
of its component are given.  

ДЖЕРЕЛООБРАЗНЕ ПОДАННЯ ЕЛЕКТРИЧНОЇ ФУНКЦІЇ ГРІНА  
ДЛЯ ПОЛЯ КРУГЛОГО РЕЗОНАТОРА 

С.Д. Прийменко 
У явному вигляді виділена сингулярна частина електричної функції Гріна для поля круглого резонатора 

у формі функції Гріна необмеженого простору. Задачу побудови функції Гріна для поля розв’язано як задачу 
дифракції тензорних розбіжних сферичної й квазисферичної хвиль на стінках круглого резонатора. Наведе-
но аналітичні співвідношення для сингулярної й регулярної частин тензорної функції Гріна, а також резуль-
тати розрахунку одного з її компонентів.  
 


	 

