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Исследовано явление возбуждения низкочастотного остаточного тока в плазме, создаваемой интенсив-

ным предельно коротким лазерным импульсом, обладающим циркулярной поляризацией. Найдены зависи-
мости эффективности возбуждения остаточного тока от длительности и пиковой интенсивности лазерного 
импульса. Разработана аналитическая модель и получены приближенные аналитические формулы, позво-
ляющие определить зависимость величины плотности остаточного тока от параметров лазерного импульса и 
потенциала ионизации атомов газа. 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время уделяется достаточно боль-
шое внимание исследованиям явления возбуждения 
остаточного тока в плазме, создаваемой предельно 
короткими (содержащими малое число периодов 
оптического поля) лазерными импульсами [1-4]. 
Интерес к этому явлению обусловлен проблемой 
эффективного преобразования интенсивных лазер-
ных импульсов в более низкочастотное излучение, в 
частности, в излучение терагерцового диапазона  
[1-5], остающегося в настоящее время достаточно 
труднодоступным и освоение которого − весьма 
актуальная задача. Остаточная плотность тока явля-
ется начальным толчком к поляризации созданной 
плазмы и возбуждению в ней излучающих колеба-
ний, частоты которых определяются, в общем слу-
чае, плотностью и геометрическими размерами 
плазмы, частотой столкновений электронов с тяже-
лыми частицами и в широкой области параметров 
лазерных импульсов и давлений ионизируемого газа 
лежат в терагерцовом диапазоне частот.  
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В настоящей работе приводятся результаты ис-
следований генерации остаточной плотности тока в 
плазме, создаваемой циркулярно поляризованными 
предельно короткими лазерными импульсами. На 
основе квантово-механических и полуклассических 
подходов рассчитываются зависимости остаточной 
плотности тока от длительности и пиковой интен-
сивности лазерного импульса. На основе полуклас-
сического подхода разрабатывается аналитическая 
модель и выводятся приближенные аналитические 
формулы, позволяющие рассчитать зависимости 
остаточной плотности тока от интенсивности, дли-
тельности и длины волны лазерного импульса, а 
также от потенциала ионизации атомов газа, с кото-
рым взаимодействует лазерный импульс.  

2. КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИЕ 
И ПОЛУКЛАССИЧЕСКИЕ РАСЧЁТЫ 
ОСТАТОЧНОЙ ПЛОТНОСТИ ТОКА  

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть электрическое поле лазерного импульса 
, действующее на атом, имеет циркулярную 

поляризацию в плоскости декартовых координат x и 
y и зависит от времени 
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где Lω  – центральная частота; 2ln2/pτ=τ ; pτ  – 
полная длительность импульса по уровню интен-
сивности ½;  – максимум огибающей. Задание 
электрического поля в форме (1) обеспечивает ра-
венство нулю нулевой гармоники в фурье-спектре 

. Будем рассматривать сравнительно низкие 
значения пиковой интенсивности лазерного импуль-
са  ( c  – скорость 
света) при длине волны 
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/2 LL c ωπ= мкм1~λ , что 
позволяет пренебречь влиянием магнитного поля на 
движение электрона [6]. Будем предполагать также, 
что образующаяся плазма слабо влияет на лазерное 
поле, которое предполагается заданным в форме (1).  

2.2. КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

Квантово-механический подход к расчету оста-
точной плотности тока основывается на решении 
трёхмерного нестационарного уравнения Шредин-
гера для электронной волновой функции , где 

 – радиус-вектор с началом в точке нахождения 
родительского иона. При рассматриваемых значени-
ях интенсивности и длины волны лазерного импуль-
са справедливо так называемое дипольное прибли-
жение [6], в котором нестационарное уравнение 
Шредингера имеет вид: 
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где  – постоянная Планка;  и  – заряд и масса 
электрона соответственно;  – потенциальная 
энергия электрона в поле родительского иона. Для 
случая атома водорода . Начальное 
условие соответствует основному состоянию элек-

h e m
)(rV

rerV /)( 2−=



 

трона в атоме . Граничные ус-
ловия соответствуют спаданию волновой функции 
до нуля на бесконечности 

)(),( 0 rt ψ=−∞=ψ r
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∞→r .  

По мере нарастания амплитуды электрического 
поля электрон переходит в возбуждённые состояния 
атома, а также в состояния континуума. В создавае-
мой плазме возбуждается электрический ток, плот-
ность которого 
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где  – плотность атомов газа до начала процесса 
ионизации. После прохождения лазерного импульса 
плотность тока  является суперпозицией посто-
янной остаточной плотности тока  свободных 
электронов и быстро осциллирующей плотности 
тока  электронов, находящихся в связанных 
состояниях [3,4]. При низкой степени ионизации 
вклад электронов, находящихся в связанных состоя-
ниях, в суммарную плотность тока может быть су-
щественным. Частота осцилляций  определяет-
ся энергиями переходов между наиболее населен-
ными связанными состояниями атома. Плотность 
тока  находится c помощью метода, описанно-
го в работах [3,4]. Величина остаточной плотности 
тока свободных электронов  вычисляется как 
разность полной плотности тока  и плотности 
тока :  
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 .  (4) )()(RCD tt bjjj −=
Численное решение уравнения (2) проводится 

методом спектрального расщепления с использова-
нием быстрого преобразования Фурье [7]. Расстоя-
ние между узлами вычислительной сетки задаётся 

, общее число узлов по осям Brzyx 3.0=Δ=Δ=Δ x  
и  - , по оси y 256== yx NN z  общее число узлов 

. Интегрирование по времени проводится в 
интервале  с шагом , где 

 есть атомная единица 
времени. На краях вычислительной сетки применя-
ется поглощение волновой функции [3,4].  
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2.3. ПОЛУКЛАССИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

Полуклассический подход к расчету остаточной 
плотности тока свободных электронов основан на 
следующих предположениях: (а) электрон перехо-
дит из основного состояния атома в состояние кон-
тинуума за время, много меньше времени характер-
ного изменения напряженности электрического по-
ля, (б) в момент отрыва от иона электрон имеет ну-
левую скорость (или распределение электронов по 
скоростям изотропно), (в) движение свободного 
электрона под действием электрического поля ла-
зерного импульса происходит по классическому 
закону, причем влиянием поля родительского иона 
пренебрегается. Поскольку в полуклассическом 
подходе не учитываются переходы электрона в воз-

буждённые состояния, полная плотность тока сов-
падает с плотностью тока свободных электронов. 
Величина остаточной плотности тока  находит-
ся из решения классического уравнения для плотно-
сти тока электронов в плазме с переменным числом 
частиц:  
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 - концентрация свободных электронов. В формуле 
(6)  есть вероятность ионизации атома в единицу 
времени в статическом электрическом поле [8,9], 
совпадающем с мгновенным значением поля . 
Используем следующую формулу, с высокой точно-
стью аппроксимирующую величину  для атома 
водорода [2,4]:  
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где aEE /E=′ ,  – 
атомная напряженность поля; 

 – атомная частота.  
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2.4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ 

Далее представлены результаты квантово-
механических и полуклассических расчетов оста-
точной плотности тока при различных значениях 
интенсивности и длительности циркулярно поляри-
зованного лазерного импульса с длиной волны 

нм800=λL . В качестве нормировки для  ис-
пользуется максимально возможное значение ос-
цилляторной плотности тока 

RCDj
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2

oscosc , где  – осцил-
ляторная скорость. Полученная таким образом нор-
мированная плотность тока  не 
зависит от начальной плотности атомов  и явля-
ется безразмерным фактором, квадрат которого ха-
рактеризует эффективность преобразования энергии 
лазерного импульса в энергию, запасённую в оста-
точном токе в плазме [1,3,4].  
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oscRCDnorm / jjj =
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На Рис.1 показаны зависимости модуля норми-
рованной остаточной плотности тока normnorm j=j  от 
интенсивности I  лазерного импульса при двух зна-
чениях длительности: фс67.2=τ p  и фс34.5=τ p , 
соответствующих количеству периодов поля в ла-
зерном импульсе 12/ =πτω= pLK  и 2=K  соот-
ветственно. Как видно из Рис.1, при низких пиковых 
интенсивностях   является 
быстро растущей функцией интенсивности.  
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Рис.1. Квантово-механические и полуклассические 
расчёты зависимости модуля нормированной ос-
таточной плотности тока  от 

интенсивности  циркулярно поляризо-
ванного лазерного импульса с длиной волны 

oscRCDnorm / jjj =

π= 4/2
0cEI

нм800=Lλ  и длительностью , соответствую-
щей количеству периодов поля в импульсе 

(а) и 

pτ

12/ =πτω= pLK 2=K (b) 

Величина  имеет максимум при некотором 
оптимальном значении интенсивности 

, которое зависит от длительности 

импульса. При   плавно спадает (в лога-
рифмическом масштабе) с увеличением 

normj

215
opt Вт/см10~I

optII > normj
I . Результа-

ты полуклассических и квантово-механических рас-
чётов совпадают с высокой точностью при оптималь-
ном значении интенсивности и отличаются при низ-
ких интенсивностях , при которых 
параметр Келдыша [10] 

214Вт/см10≤I
12/ ≥=γ pH UI . (Здесь 

 – потенциал ионизации атома водорода, 

 – пондеромоторный потенци-
ал). При таких значениях интенсивности использова-
ние полуклассической модели приводит к сильному 
занижению величины norm . Данное отличие связано 
с тем, что при увеличении параметра Келдыша до 
значений 

эВ6.13=HI

)4/()( 22
0p LmeEU ω=

j

1≥γ  ионизация атома переходит из тун-
нельного режима в многофотонный [10].  

 
Рис.2. Зависимости оптимальной интенсивности 

 и соответствующей ей максимальной норми-

рованной плотности тока  
от количества периодов поля в лазерном импульсе 

optI

)( optnormmaxnorm Ijj =

πτω= 2/pLK  при центральной длине волны 

нм800=Lλ  

На Рис.2 показаны зависимости оптимальной ин-
тенсивности  и соответствующей ей максималь-
ной нормированной плотности тока 

optI

)( optnormmaxnorm Ijj =  от количества периодов поля 

в лазерном импульсе πτω= 2/pLK . Как видно, оп-
тимальная интенсивность есть экспоненциально 
возрастающая функция длительности лазерного им-
пульса. Она равняется  для 

импульса с 

15 22 10 Âò/ñìoptI ≈ ⋅

1=K  и  для импульса 
с 

216Вт/см10≈optI
4=K . Максимальная нормированная плотность 

тока – это экспоненциально убывающая функция 
длительности. Она равняется  для 
импульса с 

25.0maxnorm ≈j
1=K  и  для – . За-

метим, что в случае линейно поляризованного пре-
дельно короткого лазерного импульса, рассмотрен-
ного в работах [3,4], величина оптимальной норми-
рованной плотности тока меньше, чем в случае цир-
кулярно поляризованных импульсов, и равна 

03.0maxnorm ≈j 3=K

2.0maxnorm ≈j  для импульса с  и 1=K

015.0maxnorm ≈j  для – 3=K .  
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Получим приближенное аналитическое выраже-
ние для остаточной плотности тока, даваемой выра-
жениями (5) и (6). Будем предполагать, что электри-
ческое поле лазерного импульса зависит от времени 
как  

 ( ) ( )pLL tHttEt τω+ω= /)cos()sin()( 000 yxE ,  (8) 

где ( )ptH τ/  – некоторая плавная функция, которая 
описывает огибающую лазерного импульса. Эта 
функция удовлетворяет следующим условиям: она 
имеет единственный максимум при , 0=t 1)0( =H , 

2/1)1()1( =−= HH  и ( ) ( ) 0=∞−=∞+ HH . Введём 
для удобства комплексную нормированную плот-
ность тока , определённую следующим образом: cj

 ( ) oscRCDRCD / jijjj yxc += ,  (9) 

где i – мнимая единица;  и  – проекции 
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 совпадает с модулем нормированной плотности 
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, где 
ptt τ= /~

pLτω=η t~  – безразмерное время; η  – безраз-
мерная длительность импульса. Введём функцию  
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Сделаем асимптотическую оценку для интеграла 
 при . Введём комплексную перемен-

ную , такую, что 
)(1 ηI 1>>η

ξ t~Re =ξ . Введём функции )(ξf  
и , являющиеся аналитическим продолжением 
функций 

)(ξH
)~(tf  и )~(tH  на плоскость комплексной 

переменной . Предположим, что у функции 
 в верхней полуплоскости перемен-

ной  имеются седловые точки , где  – номер 
седловой точки. Заметим, что контур интегрирова-
ния в интеграле  проходит по оси 

ξ
)(Re)( ξ=ξ fU

ξ kξ k

)(1 ηI 0Im =ξ . 
Деформируем контур интегрирования таким обра-
зом, чтобы новый контур  проходил через седло-
вые точки  в направлении наибыстрейшего изме-
нения функции . При этом необходимо, чтобы 
все особые точки функции  лежали вне облас-
ти комплексной плоскости, образованной новым и 
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На Рис.3 показано сравнение результатов, давае-
мых аналитической формулой (18) с результатами 
численного решения уравнений (5) и (6), в которых 
вероятность ионизации и огибающая лазерного им-
пульса задаётся таким же образом, как и в аналити-

ели. На Рис.3,а показаны зависимости 
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normj  от интенсивности I  для импульса с числом 
периодов поля 2=K  и такой же длиной волны. 
Существенные отли  анал тических и численных 
результатов видны только при низких значениях 
интенсивности 14 22 10 Âò/ñìI < ⋅ , когд тановится 
важны

чия и

а с
м точек с в сумму 

(13).  
вклад от cедловых 1≠k  

 
Рис.3. Сравнение результатов, даваемых аналити-
ской формулой (18), с результатч  

ся ф

е ами численного
решения уравнений (5) и (6) при нм800=λL . 

Огибающая электрического поля и вероятность 
ма воионизации ато дорода в единицу времени зада-

ют ормулами (14), (15).  
Зависимости normj  а периодов поля вот количеств  
лазерном импульсе πτω= 2/pLK  для интенсивно-

=I
зависимости

сти 214Вт/см10×  (a); 7
 normj  от интенсивности I  при 

2=K  (b) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе исследовано возбуждение оста-

точного тока в плазме, создаваемой предельно ко-
ротким циркулярно поляризованным лазерным им-
пульсом. Построена аналитическая модель рассмат-  
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риваемого явления и показано хорошее согласие 
даваемых ею результатов с результатами численных 
расчётов. Показано, что эффективность генерации 
остаточного тока в оптимальных условиях может 
достигать значений порядка 10% при использовании 
лазерных импульсов, соде

дов оптического поля.  
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EXCITATION OF RESIDUAL CURRENTS IN A PLASMA PRODUCED BY FEW-CYCLE 
CIRCULARLY POLARIZED LASER PULSE 

N.V. Vvedenskii, A.A. Silaev 
The phenomenon of low-frequency residual current excitation in a plasma produced by a few-cycle laser pulse is 

investigated. The dependences of the efficiency of residual-current excitation on the laser pulse duration and peak 
intensity are found. We develop an analytical model for the description of the considered phenomenon and derive 
closed-form analytic formulae which can be used to find the dependences of residual current density on the parame-
ters of the laser pulse and the ionization potential of the gas atoms.  

ПОРУШЕННЯ ЗАЛИШКОВОГО СТРУМУ В ПЛАЗМІ, ЯКА СТВОРЕНА ГРАНИЧНО КОРОТКИМ 
ЦИРКУЛЯРНО ПОЛЯРИЗОВАНИМ ЛАЗЕРНИМ ІМПУЛЬСОМ 

Н.В. Введенський, А.А. Сілаєв  
Досліджено явище збудження низькочастотного залишкового струму в плазмі, створюване інтенсивним 

гранично коротким лазерним імпульсом, що володіє циркулярною поляризацією. Знайдені залежності збу-
дження ефективності остаточного струму від тривалості і пікової інтенсивності лазерного імпульсу. Розроб-
лено аналітичну модель та отримано наближені аналітичні формули, що дозволили визначити залежність 
величини щільності залишкового струму від параметрів лазерного імпульсу і потенціалу іонізації атомів 
газу.


