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Îïèñàí ìåòîä ðàñ÷åòà ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè öèêëè-

÷åñêîì íàãðóæåíèè. Ðàññìîòðåíû ìàòåðèàëû, ïðîÿâëÿþùèå àíèçîòðîïèþ ñâîéñòâ ïîëçó-

÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëçó÷åñòü, ïîâðåæäàåìîñòü, öèêëè÷åñêîå íàãðóæåíèå, òåíçîðíûé

ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì.

Ââåäåíèå. Ìåòàëëè÷åñêèå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â

ïðîìûøëåííîñòè. Òèïè÷íûì äëÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ, êàê, âïðî÷åì, è ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ â àâèàöèîííîì, êîñìè÷åñêîì è ýíåðãåòè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè êîíñòðóêöèîí-

íûõ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿåòñÿ: àíèçîòðîïèÿ ñâîéñòâ ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè,

è ñóùåñòâåííàÿ èõ íåîäíîðîäíîñòü. Â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé ýòî îáóñëîâëåíî òåõíî-

ëîãèåé èõ èçãîòîâëåíèÿ è íåîäíîðîäíîñòüþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìíîãèå êîíñò-

ðóêöèè, îñîáåííî â àâèàöèîííî-êîñìè÷åñêîì è ýíåðãåòè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè,

ðàáîòàþò â óñëîâèÿõ ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê è öèêëè÷åñêè

èçìåíÿþùèõñÿ òåìïåðàòóð è íàïðÿæåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñîçäàâàåìûå äëÿ ðàñ÷åòíîãî

àíàëèçà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû ó÷èòûâàòü òàêèå ôàêòîðû, êàê íà÷àëü-

íàÿ è äåôîðìàöèîííàÿ àíèçîòðîïèÿ, àíèçîòðîïèÿ ñâîéñòâ íàêàïëèâàåìîé ñêðûòîé

ïîâðåæäàåìîñòè, âëèÿíèå öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèé è íàãðåâîâ. Â êà÷åñòâå ìåðû

ïîâðåæäåííîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò ãîìîãåííîñòè íà îñíîâå ìåòîäà

LM-òâåðäîñòè èëè äðóãèõ ñïîñîáîâ åå îïðåäåëåíèÿ [1].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðóøåíèå (ìàêðîñêîïè÷åñêîå íàðóøåíèå ñïëîøíîñòè òåëà

â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà íåãî âíåøíèõ ôàêòîðîâ) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïðî-

öåññîâ ñêðûòîãî ðàçðóøåíèÿ [2–8]. Èññëåäîâàíèå ñêðûòîãî ðàçðóøåíèÿ (çàðîæäåíèå

è ðàçâèòèå ìèêðîäåôåêòîâ, ðàññåÿííûõ ïî îáúåìó òåëà) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäîâ è òåîðèé ìåõàíèêè ïîâðåæäåííîñòè – äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùåãîñÿ ðàçäåëà

ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñû

êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà òðåùèí è äëèòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåð ïîâðåæäåííîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [6–10].

Êîíòèíóàëüíàÿ ìåõàíèêà ïîâðåæäåííîñòè èñõîäèò èç òîãî, ÷òî èçìåíåíèå ñî âðåìå-

íåì ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ðåçóëüòàò íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé, ðàçëè÷íûõ äåôåêòîâ, ìèêðîïîð, òðåùèí.

Åñëè ïîâðåæäåíèÿ äîñòèãàþò îïàñíîãî óðîâíÿ, ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå.

Áîëüøîå âíèìàíèå òàêæå óäåëÿåòñÿ êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ

äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîâðåæäåííîñòè è êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íåëèíåéíûõ ìàòå-

ðèàëîâ è êîíñòðóêöèé [2–10] ñ ïðèâëå÷åíèåì ñêàëÿðíîé èëè òåíçîðíîé ìåðû ïîâðåæ-

äåííîñòè. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ â ðàçâèòèè êîíòèíóàëüíîé

ìåõàíèêè ïîâðåæäåííîñòè [2–10]. Âî-ïåðâûõ, ýòî àíàëèç âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ïðî-

öåññîâ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ýâîëþöèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
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* Äîêëàä íà 5-é ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè “Ïðîáëåìû äèíàìèêè è

ïðî÷íîñòè â òóðáîìàøèíîñòðîåíèè” (Òóðáî-2014) (27–30 ìàÿ 2014 ã., Êèåâ).



íèÿ, âûçâàííîãî íàêîïëåíèåì ðàññåÿííûõ ïîâðåæäåíèé, è, âî-âòîðûõ, – êîìïüþòåð-

íîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâðåæäàåìîñòè è èíêîðïîðèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåð ïîâðåæäåí-

íîñòè â âû÷èñëèòåëüíûå ÑÀÅ-êîìïëåêñû. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ââåäåíèþ

òåíçîðíûõ ìåð ïîâðåæäåííîñòè, îòðàæàþùèõ àíèçîòðîïíûé õàðàêòåð íàêîïëåíèÿ

ïîâðåæäåíèé â òâåðäîì òåëå.

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïðî÷íîñòè è äîëãîâå÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ êîíêðåòèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è

ïîâðåæäåííîñòè ìàòåðèàëà. Çàòåì ïåðåõîäÿò ê êîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèÿì çàäà÷

îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé. Ñóùåñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå ðåàëèçîâàííûå â

ñîâðåìåííûõ ïàêåòàõ, íå ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü íà÷àëüíóþ àíèçîòðîïèþ è íåîäíî-

ðîäíîñòü òåë ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ íà ïîëçó÷åñòü è äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ

àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäåííîñòè. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåí-

çîðíûì ìåðàì ïîâðåæäåííîñòè, ïðèâåäåí â [11]. Ññûëêè íà áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû è

ïðåäñòàâëåíèå àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäàåìîñòè ñ ïîìîùüþ òåíçîðà ïîâðåæäåííîñòè

âòîðîãî ðàíãà ïðèâåäåíû â [12–15]. Â öåëîì ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, â êîòîðûõ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ òåíçîðíûå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè, íàñòîëüêî ìíîãî÷èñëåííû, ÷òî çà-

ñëóæèâàþò îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñ-

òè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ èç ìàòåðèàëîâ ñ àíèçîòðîïèåé ñâîéñòâ

ïîëçó÷åñòè è ðàçðóøåíèÿ.

Ìîäåëè àíèçîòðîïíîé ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîä, ïðèâåäåííûé ðàíåå [12] äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Èñïîëüçóåì òåíçîðíûå

ñîîòíîøåíèÿ èíêðåìåíòàëüíîé òåîðèè ïîëçó÷åñòè, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è ïîñëåäóþùåãî óñðåäíåíèÿ íà ïåðèî-

äå èçìåíåíèÿ íàãðóçêè ïðåîáðàçóåì â ñîîòíîøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè àíèçî-

òðîïíûõ ìàòåðèàëîâ.

Ðàññìîòðèì çàêîí ïîëçó÷åñòè ñ ïîâðåæäàåìîñòüþ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðè-

àëîâ, îòâå÷àþùèé îáùèì òåíçîðíî-ëèíåéíûì çàâèñèìîñòÿì, â ãëàâíûõ îñÿõ ñèì-

ìåòðèè ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè àíèçîòðîïíîãî òåëà. Ïðèíèìàåì, ÷òî ïîâðåæ-

äàåìîñòü â àíèçîòðîïíîì ìàòåðèàëå ïðè ïîëçó÷åñòè îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé

âåëè÷èíîé â âèäå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà � ij .

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåíçîðó ïîâðåæäàåìîñòè � ij , êàê âíóòðåííåìó

ïàðàìåòðó ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóåò àññîöèèðîâàííûé ñ íèì òåíçîð Rij – ïîòîê

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â ïîâðåæäåííîé ñðåäå. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ íà÷àëüíîé

àíèçîòðîïèåé ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå �V îïðåäåëèì ÷åðåç ñîâìåñòíûå èíâà-

ðèàíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé � ij ñ ìàòåðèàëüíûìè òåíçîðàìè aij , bijkl :

� � �V � �1 2 , � �1 � aij ij , � � �2 � bijkl ij kl . (1)

Ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå �*V îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ñîâìåñòíûå

èíâàðèàíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé � ij ñ ìàòåðèàëüíûìè òåíçîðàìè g ij , dijkl :

� � �* * * ,V � �1 2 � �* ,1 � g ij ij � � �* .2 � dijkl ij kl (2)

Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëû äèññèïàöèè äëÿ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè è

ïîâðåæäàåìîñòè â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé â âèäå

� � ( ; , ) � ,D D T cV ij ij� �� � � � � ( ; , ) � .*� �� �� � � �V ij ijT (3)
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Òîãäà êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæ-

äàåìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòàëüíîãî çàêîíà áóäóò:
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ãäå � , �� �
 – ñêàëÿðíûå ìíîæèòåëè, äàëåå îïðåäåëèì èõ èç ðàâåíñòâ (3) ïîñëå

êîíêðåòèçàöèè âèäà êàæäîãî èç ïîòåíöèàëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îñíîâíîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó èìååì

� � ,D� �� 0 � ( ; , ) ,D TV� � �0 � � ( ; , ) .*� �� �� �V T 0 (5)

Óñòàíîâèì êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ â èíâàðèàíòíîé ñêàëÿðíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ÷àñòü äèññèïàöèè, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå ïîâðåæäàåìîñòè, è åå

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â ìîìåíò âðåìåíè ïî îêîí÷àíèè ñêðûòîãî ðàçðóøåíèÿ:
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(6)

Äîïóñòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äèññèïàöèè èç-çà ïîâðåæäàåìîñòè ìàòå-

ðèàëà ïðè ïîëçó÷åñòè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ìàòåðèàëà. Â ýòîì

ñëó÷àå, ïðèíèìàÿ äëÿ êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ â êà÷åñòâå ýíåðãåòè÷åñêîé ñêàëÿðíîé

ìåðû âåëè÷èíó �( ) ( ) ,*t t�� � åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �( ) ,*t �1 ãäå t* – çíà÷å-

íèå âðåìåíè â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ.

Íà îñíîâàíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ äîïóùåíèé äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ íà÷àëüíîé

àíèçîòðîïèåé ïðè ïîëçó÷åñòè ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ:
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ãäå cij , � ij – ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæ-

äàåìîñòè; � �D cij ij� � – ìîùíîñòü äèññèïàöèè âñëåäñòâèå ïîëçó÷åñòè; � �� �� Rij ij –

ìîùíîñòü äèññèïàöèè èç-çà ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà, îòíåñåííàÿ ê ïðåäåëüíîìó

çíà÷åíèþ äèññèïàöèè �* â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ (ìåðà ïîâðåæäåííîñòè, 0 1� �� ).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ýêâèâàëåíòíîñòè äåôîðìàöèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ

óñòàíîâëåíèÿ çàêîíà ïîëçó÷åñòè â ïîâðåæäàþùåìñÿ ìàòåðèàëå íåîáõîäèìî â óðàâíå-

íèÿõ ñîñòîÿíèÿ (7) äëÿ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè â íåïîâðåæäàþùåìñÿ ìàòåðèàëå çàìå-

íèòü òåíçîð íàïðÿæåíèé íà òåíçîð íàïðÿæåíèé, àññîöèèðîâàííûé ñ ïîâðåæäàåìîñòüþ.

Âëèÿíèå òåíçîðà ïîâðåæäàåìîñòè íà ýôôåêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ ó÷èòûâàåì ñ ïîìî-

ùüþ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ: Rij ij� �� �( ),1 ïðè÷åì � �� �� Rij ij ( ),0 1� �� �( ) .*t �1

Ïðè ïðèíÿòûõ äîïóùåíèÿõ è ñîõðàíåíèè òðåáîâàíèÿ îñíîâíîãî òåðìîäèíà-

ìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà � �D� �� 0 äèññèïàòèâíûå ïîòåíöèàëû (3) ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ( ; , ) � ( ),D T D RV V� � � � ( ; , ) � ( ),* *� �� �V VT R� (8)

ãäå RV V� �� �( ),1 R V V* * ( )� �� �1 – èíâàðèàíòû ýôôåêòèâíûõ íàïðÿæåíèé.
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Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíîé àíèçîòðîïèè

ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåííûìè âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ, à ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëîâ äèññèïà-

öèè â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ðàñøèðÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ïðîïîðöèîíàëüíî îäíîìó

ïàðàìåòðó, ñâÿçàííîìó ñ ïðèíÿòîé ìåðîé ïîâðåæäåííîñòè, 0 1� �� .

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (7) äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïðè ïîëçó-

÷åñòè ìàòåðèàëîâ. Ïîòåíöèàëû äèññèïàöèè (8) êîíêðåòèçèðóåì â âèäå ñòåïåííûõ

ôóíêöèé îò èíâàðèàíòîâ íàïðÿæåíèé:

� ,D RV
N� � ( ) ,*� �� �R V

k S1 (9)

ãäå N , k , S – êîíñòàíòû.

Óðàâíåíèÿ (7) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ

íà÷àëüíîé àíèçîòðîïèåé è àñèììåòðèåé ñâîéñòâ ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè, â

÷àñòíîñòè, ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè. Ïðè îòñóòñòâèè ýôôåêòîâ àñèììåòðèè ñâîéñòâ

èìååì a gij ij� � 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëçó÷åñòè ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå çàïèøåì òàê:

�

( )
[ ] ,

( )/
c b B

N
N

N
�

�

�
�

1111
1 2 2

1

1

�

�
� �

( )
[ ] ,/ *�

�

�
��

�

�

� �
d Dk

k

k S1111
2 2

2

11
(10)

�

( )
,/ *�

�

�
�

� �
d k

k

k S1111
2 2

1
�( ) ,0 0� �( ) ,*t �1 (11)

ãäå � (� , � , � ) ,c c c c T� 11 22 122 � � � �� ( , , ) ,11 22 12
T � ( � , � , � )� � � �� 11 22 122 T – âåêòîðû

ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè, íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé ïàðàìåòðà ïîâðåæäåí-

íîñòè; � � �2
2 � Ò B[ ] , � � �* [ ]2

2 � T D – èíâàðèàíòû íàïðÿæåíèé;

[ ] ;B �

1 0

0

0 0 4

12

21 22

�

� �

�

�12 1111

1

2
�� b ; �22

2222

1111

�
b

b
; 4

1212

1111

��
b

b
; (12)

[ ] ;D �

1 0

0

0 0 4

12

21 22

�

� �

�

�12 1111

1

2
�� d ; �22

2222

1111

�
d

d
; 4

1212

1111

��
d

d
. (13)

Äàëåå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âëèÿíèå öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ íà

ïîëçó÷åñòü è ïîâðåæäàåìîñòü äëÿ äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè [13]. Ïðèíèìàåì, ÷òî

òåíçîð íàïðÿæåíèé ñîñòîèò èç ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé � 0 è áûñòðî èçìåíÿ-

þùåéñÿ ñîñòàâëÿþùåé �1: � � �� �0 1, � � �1 2� a ftsin( ), ãäå f – ÷àñòîòà âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèé, f T�1 ; � a – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ

îïèñàííûì ðàíåå [11] ìåòîäîì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ óðàâíåíèé ñî ñêàëÿðíûì

ïàðàìåòðîì ïîâðåæäåííîñòè. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ è àñèìïòîòè-

÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ��T t.

Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì (10), (11). Ïðåäñòàâèì â âèäå àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðîöåññû ðîñòà äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè è íàêîïëåíèÿ ïîâðåæ-

äåíèé â äâóõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè (ìåäëåííîì è áûñòðîì � �� Ò, ãäå � �� t ):
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c c t c� �0 1( ) ( ),� � � � �� �� �0 1( ) ( ),t � � �� �� �0 1( ) ( ),t (14)

ãäå c t0 ( ), �0 ( ),t �0 ( ),t c1 ( ),� � �1 ( ), � �1 ( ) – ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå îñíîâíîìó

ïðîöåññó ïîëçó÷åñòè ñ ïîâðåæäàåìîñòüþ â ìåäëåííîì (0) è áûñòðîì (1) ìàñøòàáàõ

âðåìåíè.

Ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, ïàðàìåòðà è ìåðû ïîâðåæäåí-

íîñòè òîëüêî îò ìåäëåííîãî âðåìåíè [15] ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷èì

c c t d c t c c d0 0 0 1 1
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1

0 0

0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ,
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� � � � �
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( ) ( ), ( ) ( ) ,

( ) ( )

t d t d

t d

� � � � � � �

� � � � �

� � �

� �

�� 0 1 1

0

1

0

1

0 0 0

0

( ), ( ) ( ) .t d� � � � �1 1

0

1

0

1

0� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
� ��

(15)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñ ïîñëåäó-

þùèì óñðåäíåíèåì íà ïåðèîäå öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ

ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïîë-

çó÷åñòè ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ñïëàâîâ ñ îðòîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè:

� ( )
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[ ] ,
( )/

c b K A B
N

n
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1111
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k S1111
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(16)

� ( )
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,/ *�
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� �
d H Ak
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k S1111
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2
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1
�( ) ,0 0� �( ) ,*t �1 (17)

ãäå

K A A dn n
N( ) ( sin( )) ;� �� 1 2

0

1

�� � H A A dk k
k

1
1

0

1

1 2( ) ( sin( )) ;� � �� �� �

H A A dk k
k

2

0

1

1 2( ) ( sin( )) ;� �� �� � An

a

�
�

�
2

2

; Ar

a

�
�

�
*

*

;
2

2

( ) ( ) [ ] ,� � �2
2a a T aB� ( ) ( ) [ ]*� � �2

2a a T aD� – èíâàðèàíòû öèêëè÷åñêèõ íàïðÿæå-

íèé.

Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó äâóõìåð-

íîé çàäà÷è òåîðèè ïîëçó÷åñòè äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü òåëî

îáúåìîì V, èçãîòîâëåííîå èç ìàòåðèàëà ñ àíèçîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè ïîëçó÷åñòè è

ïîâðåæäàåìîñòè, çàêðåïëåíî ïî ÷àñòè ïîâåðõíîñòè S1 è íàãðóæåíî ïîâåðõíîñòíûìè

ñèëàìè p p p{ , }1 2 íà îñòàëüíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè S 2. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò OX X1 2

ïëîñêîå äâèæåíèå êîíòèíóóìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè ïîëçó÷åñòè áóäåì îïèñûâàòü

â ðàìêàõ ëàãðàíæåâà ïîäõîäà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð ñìåùåíèé òî÷åê

u u u T�{ , }1 2 è èõ ñêîðîñòè v v v T�{ , }1 2 . Ñîãëàñíî ýòèì äîïóùåíèÿì çàäà÷à ïîëçó-

÷åñòè äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ ñìåùåíèé è äåôîðìàöèé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷åé:
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�  ij j i jf v,
�� � (i j, ,�1 2), x x V1 2, ;! (18)

� �ij j i i
an p p ft� � sin ,2 x x S1 2 2, ;! (19)

v du dt u1 1 1� � � , v du dt u2 2 2� � � ; (20)

"
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�
��
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�
��

u

x

u

x
. (21)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàïðÿæåíèÿ íå ïðåâûøàþò ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòå-

ðèàëà. Ïðèíèìàåì, ÷òî êîìïîíåíòû óïðóãèõ äåôîðìàöèé eij è äåôîðìàöèé ïîëçó-

÷åñòè ñij , à òàêæå èõ ñêîðîñòè àääèòèâíû:

� � � ." ij ij ije c� � (22)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (18)–(22) äîëæíà ðåøàòüñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâ-

íåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (16), (17), ïðè÷åì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà

÷àñòÿõ ïîâåðõíîñòè S1: � �*u ui i� è S 2: � �� ij j in p� è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëàãàÿ,

÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t� 0 íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè.

Ñèñòåìà (16)–(22) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ðàíåå [12, 14] ìåòîäà äâóõ

ìàñøòàáîâ âðåìåíè ñîâìåñòíî ñ îñðåäíåíèåì çà ïåðèîä âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

1 f . Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåìàÿ ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à î ñòàòè÷åñêîì

íàãðóæåíèè, íî ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (16), (17), îïèñûâàþùèìè äèíàìè÷åñêóþ

ïîëçó÷åñòü.

Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñ ëèíåéíûìè òðå-

óãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå ÌÊÝ, ñôîðìóëèðîâàííîå â ñêîðîñ-

òÿõ, èìååò âèä

[ ]� � � ,K F F c�� � (23)

ãäå [ ] [ ] [ ][ ]K B D B dVT

Ve e

� �# – ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû; � [ ] �F N p dT

e e

� �# $
$2

,

� [ ] *F B dVc
T

Ve e

� �# � – âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóæåíèÿ òåëà

è ôèêòèâíûõ ñèë, îïðåäåëÿåìûõ äåôîðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè.

Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ðàñ÷åòîâ ðàçðàáîòàíî â Íàöèîíàëüíîì òåõíè-

÷åñêîì óíèâåðñèòåòå “ÕÏÈ”.

Àíèçîòðîïèÿ ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòü â ïëàñòèíàõ. Ðàçðàáîòàííûé

ìåòîä è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëçó÷åñòè è

ïîâðåæäàåìîñòè â òèòàíîâûõ ïëàñòèíàõ èç ñïëàâà ÂÒ1-0 (àíàëîãè – ñïëàâû IMI125

èëè Ò40). Ñâîéñòâà ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè îáðàçöîâ, âûðåçàííûõ èç

ïëîñêîãî ëèñòà â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ, áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíû ïðè òåìïå-

ðàòóðå Ò� 773 Ê â ðàáîòå [14]. Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò â óðàâíåíèÿõ (16), (17), ïîëó-

÷åííûå ïîñëå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñëåäóþùèå: k N� � 5; s�1;

( , ,b1111 2 303� b1122 1151�� , , b2222 1924� , , b1212
42 058 10� % �, ) (ÌÏà)–2N/N+1/(÷)2/N+1;

( , ,d1111 3 542� d1122 1771�� , , d2222 3 324� , , d1212
53127 10� % �, ) (ÌÏà)–2/(÷)2/k.

Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå

÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïðè ñòàòè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè
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âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ, âûðåçàííûõ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îáðàçöû

ðàññìàòðèâàëèñü êàê äëèííûå ïðÿìîóãîëüíûå ïëàñòèíû ïðè ðàñòÿæåíèè. Ðàñõîæ-

äåíèå ìåæäó ÷èñëåííûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íå ïðåâûøàåò 25...32%.

Çàòåì áûëè ÷èñëåííî ðåøåíû çàäà÷è ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè

òèòàíîâîé ïëàñòèíû (0,8&0,8 ì) ñ öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì ðàäèóñîì 0,1 ì. Ðàññìàò-

ðèâàëàñü îäíà ÷åòâåðòü ïëàñòèíû, àíàëèçèðîâàëèñü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå

ñîñòîÿíèå è èçìåíåíèå ïîâðåæäàåìîñòè âî âðåìåíè. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî ðàñ-

ïðåäåëåíèå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ñ íàãðóçêîé

10 ÌÏà â ìîìåíò âðåìåíè t� 220 ÷, áëèçêîì ê ìîìåíòó âðåìåíè äî ðàçðóøåíèÿ

t* � 221 ÷.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ îïðåäåëåíà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê ïîëçó-

÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè îò íàãðóçêè: òàê, ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè ñ 10 äî 13 ÌÏà

âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ 221 äî 68,5 ÷. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëè-

ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè ýòîé æå ïëàñòèíû. Îñåâàÿ íàãðóçêà â äàííîì

ñëó÷àå ñîñòîèò èç ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé p0 16 9� , ÌÏà è öèêëè÷åñêîé, êîòîðàÿ

èçìåíÿåòñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé 10 Ãö. Ââåäåì ïàðàìåòð íàãðó-

æåíèÿ L p pa� 0 , ãäå pa – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè. Ðàññìàòðèâàëîñü èçìå-

íåíèå L â äèàïàçîíå 0...0,3.

Âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ ïðè òàêîé ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè-

÷åíèåì L îò 0,166 (äëÿ L� 0) äî 0,122 ÷ (äëÿ L� 0,3). Óñòàíîâëåíî, ÷òî õàðàêòåð

ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è ìåðû ïîâðåæäåííîñòè êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ

òàêîâûìè ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè, îäíàêî èìååò ìåñòî ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå

ïðîöåññîâ ïîëçó÷åñòè è ïîñëåäåéñòâèÿ âñëåäñòâèå äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé íàãðóçîê è ñîîò-

âåòñòâåííî ìàëûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé â ïëàñòèíå õàðàêòåð ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè

îòëè÷àåòñÿ îò âûøåïðîàíàëèçèðîâàííîãî. Äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà óñêîðÿåò ðåëàê-

ñàöèþ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè îòâåðñòèÿ, êàê è â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè

[12], ïðè êîòîðîé óðîâåíü íàïðÿæåíèé íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ

ïîâðåæ äåíèé çíà÷èòåëüíî ñíèæàåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè p0 13� ÌÏà âðåìÿ äî ðàç-

ðóøåíèÿ t* äëÿ L� 0 ñîñòàâëÿåò 68,5 ÷, íî äîáàâëåíèå ìàëîé öèêëè÷åñêîé ñîñòàâ-
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Ðàñïðåäåëåíèå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè � �� ( ,x y) ïðè t � 220 ÷.



ëÿþùåé ( , )L� 0 05 ïðèâîäèò ê ðîñòó âðåìåíè t* ,� 72 6 ÷. Ïîñëåäóþùåå óâåëè÷åíèå L

îáóñëîâëèâàåò àíàëîãè÷íûé ðîñò âðåìåíè äî ðàçðóøåíèÿ â ñâÿçè ñ áûñòðîé äèíàìè-

÷åñêîé ðåëàêñàöèåé â íà÷àëå ïðîöåññà: äëÿ L� 0,1 èìååì t* � 120,1 ÷.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé ïîëçó÷åñòè è

ïîâðåæäàåìîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ èç ìàòåðèàëîâ ñ àíèçîòðîï-

íûìè ñâîéñòâàìè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äâóõ ìàñøòàáîâ âðåìåíè ñîâìåñòíî ñ

àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì

íà ïåðèîäå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî öèêëó è ðåøàòü çàäà÷ó

ïðè äåéñòâèè òîëüêî ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè, íî ñ ïîëó÷åííûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿ-

íèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýôôåêòû ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ ðîñòà äåôîðìàöèé è

íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé, à òàêæå ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé ïðè äèíàìè÷åñêîé ïîëçó-

÷åñòè óñòàíîâëåíû äëÿ ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèåì èç òèòàíîâîãî ñïëàâà ñ àíèçîòðîï-

íûìè ñâîéñòâàìè ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè.
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