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Пропонується нова конкуренцiйна модель ринку акцiй в середовищi банкiвського порт-

феля з бi-варiантною функцiєю цiнностi в умовах цейтнот-бiржової поведiнки клiєн-

тiв-покупцiв. Розвинуто метод асоцiйованих марковських процесiв для знаходження

оптимальної стратегiї вибору найбiльш цiнного пакета акцiй. Отримано алгебраїчне

рiвняння, що визначає найбiльш оптимальну стратегiю вибору найбiльш цiнного для

клiєнта-покупця пакета акцiй з бi-варiантною функцiєю корисностi при наявностi кон-

куренцiї з боку iнших клiєнтiв. Зокрема, при певних умовах на так званий банкiвський

промоцiйний параметр щодо параметра “штрафу” за пропущену трансакцiю купiвлi па-

кета акцiй при асимптотично значному обсязi пакетiв в портфелi банку виведено унi-

версальне трансцендентне рiвняння для знаходження оптимальної стратегiї вибору

найбiльш цiнного пакета акцiй потенцiйним клiєнтом-покупцем.

При аналiзi оптимальних стратегiй конкуренцiйної портфельної моделi ринку акцiй в бан-
кiвському середовищi в роботi [2] була дослiджена цейтнот-бiржова проблема вибору для
двох клiєнтiв-покупцiв пакетiв акцiй, параметризованих тiльки однiєю функцiєю корисно-
стi. Окрiм цього припускалось, що клiєнти не мають фiнансових обмежень i володiють
достатнiм капiталом для придбання будь-якого пакета акцiй. Якщо залишити останнє при-
пущення незмiнним i розглянути аналогiчну проблему вибору за умови iснування двох або
бiльшого числа функцiй корисностi пакетiв акцiй, розподiлених незалежно в межах порт-
феля, то її аналiз становить значний iнтерес для моделювання оптимальної поведiнки клi-
єнтiв-покупцiв, а, отже, i для забезпечення стабiльностi фiнансово-економiчних процесiв.

Нижче буде розвинуто метод асоцiйованих марковських процесiв для побудови опти-
мальної стратегiї поведiнки двох клiєнтiв-покупцiв описаної вище конкуренцiйної портфель-
ної моделi iз a priori заданими i розподiленими незалежно двома функцiями корисностi
пакетiв [1, 3, 4] акцiй в банкiвському середовищi.

1. Математична модель конкуренцiйної версiї ринку акцiй з бi-варiантною

функцiєю корисностi. Розглянемо математичну модель банкiвського портфеля акцiй
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i процесу вибору клiєнтом-покупцем пакета акцiй, описану в роботi [2]. Вважатимемо, що
є два клiєнти-покупцi, конкуруючi мiж собою пiд час процесу вибору найбiльш цiнного па-
кета акцiй iз скiнченним числом N ∈ Z+ елементiв. Всi пакети акцiй Ai, i = 1, N , є a priori
пронумерованi в такий спосiб, що

W1(Ai) < W1(A2) < · · · < W1(AN ), W2(Aσ(1)) < W2(Aσ(2)) < · · · < W2(Aσ(N)), (1)

де {Wi(Aj) ∈ [0, 1], j = 1, N}, i = 1, 2, — вiдповiднi набори величин корисностi пакетiв
акцiй, значення яких розподiленi незалежно в межах заданого портфеля, тобто перестанов-
ка σ ∈ SN впорядкованого набору чисел {1, 2, . . . , N} є цiлком випадковою. Ймовiрнiсний
простiр Ω складається iз всiляких пар перестановок {ω1, . . . , ωN}×{σ(ω1), . . . , σ(ωN )} набо-
ру чисел {1, 2, . . . , N}, причому вважається, що всi вони є рiвноймовiрними. Таким чином,
результат вибору за n-м переглядом клiєнтами-покупцями пакета акцiй An, n = 1, N , буде-
мо позначати Ω(s)

n := (X(s)
n (ω), (Y (s)

n (ω))) ∈ {1, 2, . . . , N (x) := N} × {σ(1), σ(2), . . . , σ(N (y) :=
= N}, s = 1, 2, a через τs(ω) ∈ H := {0, 1, 2, . . . , N}, s = 1, 2, позначатимемо моменти
зупинки марковського процесу вибору найбажанiшого пакета акцiй клiєнтами-покупцями,
при яких будуть найбiльшi значення математичних сподiвань вiдповiдних функцiй цiни
вибору. Функцiю цiни вибору для першого клiєнта-покупця вибираємо у такiй формi:

V (1)
τ1

(τ2) =

= cα[E{1
{Ω

(1)
τ1

=(N(x),N(y)),Ω
(2)
τ2

6=(N(x),N(y))∨Ω
(1)
τ1

=(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

6=(σ−1(N(x)),N(y))}
} +

+E{1
{Ω

(1)
τ1

=(N(x),N(y)),Ω
(2)
τ2

=(N(x),N(y)),τ1<τ2∨Ω
(1)
τ1

=(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

=(σ−1(N(x)),N(y)),τ1<τ2}
}]−

−α

τ1−1∑

k=1

k

N2
[E{1

{Ω
(1)
τ1

6=(N(x),N(y)),Ω
(2)
τ2

6=(N(x),N(y))∨Ω
(1)
k

6=(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

6=(σ−1(N(x)),N(y))}
}+

+E{1
{Ω

(1)
k

6=(N(x),N(y)),Ω
(2)
τ2

6=(N(x),N(y)),k<τ2∨Ω
(1)
k

6=(σ−1(Nx),Ny),Ω
(2)
τ2

=(σ−1(N(x)),N(y)),k<τ2}
}], (2)

де cα > 0 є вiдповiдним банкiвським “gift”-коефiцiєнтом, а α > 0 є “fee”-коефiцiєнтом “штра-
фу” за невиконану трансакцiю купiвлi-продажу пакета акцiй. Функцiя цiни вибору другого
клiєнта отримується цiлком аналогiчно. Щоб обчислити, наприклад, величину

τ∗
1 := arg sup

τ1∈H
V (1)

τ1
(τ2), (3)

що характеризує найбiльш оптимальну стратегiю вибору пакета акцiй першим клiєнтом-по-
купцем, необхiдно збудувати [1, 2, 4] базиснi асоцiйованi марковської послiдовностi

x
(s)
n+1 := min{t > x(s)

n : X
(s)
t > max(X

(s)
t−1, . . . ,X

(s)
1 ) ∨ (Y

(s)
t > max(Y

(s)
t−1, . . . , Y

(s)
1 )}, (4)

де величини x(s)
n ∈ H, n = 1, N , s = 1, 2, означають моменти вибору найбiльш цiнного пакета

акцiй вiдповiдними клiєнтами-покупцями. Марковськi послiдовностi (4) характеризує [1, 3,
4] наступна лема, результат якої отримуємо простими обчисленнями.
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Лема 1. Цiлочисельнi послiдовностi (4) є дискретними ланцюгами Маркова на фазо-
вому просторi H з перехiдними ймовiрностями

p
(s)
ij =






[2j(j − 1) − i]i2

j2(j − 1)2(2i − 1)
, 1 6 i < j; 0, i > j > 0;

1, i = 0, j = 1; 0, i = 0, j > 1,0;

1 −
N∑

k=i+1

[2k(k − 1) − i]i2

k2(k − 1)2(2i − 1)
, j = 0,

(5)

для s = 1, 2 та i, j ∈ H.
Отже, нами сконструйованi двi марковськi послiдовностi (4), асоцiйованi з процесом

вибору клiєнтами-покупцями найбiльш цiнного пакета акцiй, за допомогою яких можна
обчислити величину (3), грунтуючись наступним критерiєм. А саме, справедлива [3] така
теорема.

Теорема 1. Нехай матриця P := {p
(1)
ij : i, j ∈ H} перехiдних ймовiрностей є такою,

що p
(1)
ij = 0 для всiх i ∈ H+, j ∈ H−, де

H+ := {j ∈ H : (PV (1)(τ2))j > V
(1)
j (τ2)},

H− := {j ∈ H : (PV (1)(τ2))j 6 V
(1)
j (τ2)}.

(6)

Тодi отримана марковська послiдовнiсть (4) для оптимального вибору найбiльш цiнного

пакета акцiй першим клiєнтом-покупцем має бути зупинена в момент τ1(l) = l = x
(1)
τ̂1(l) ∈

∈ H, який можна знайти, розв’язавши визначальнi нерiвностi (6).
Вiдповiдна функцiя цiни вибору пакета акцiй в (6) дається таким виразом:

V (1)
n (τ2) = cα[P{X(1)

n = N (x),X(2)
τ2

6= N (x) ∨ Y (1)
n = N (y), Y (2)

τ2
6= N (y)} +

+ P{X(1)
n = N (x),X(2)

τ2
= N (x), n < τ2 ∨ Y (1)

n = N (y), Y (2) 6= N (y)} +

+ P{X(1)
n = N (x),X(2)

τ2
6= N (x) ∨ Y (1)

n = N (y), Y (2)
τ2

= N (y), n < τ2} +

+ P{X(1)
n = N (x),X(2)

τ2
= N (x), n < τ2 ∨ Y (1)

n = N (y), Y (2)
τ2

= N (y), n < τ2}] −

− α
n−1∑

k=1

k

N2
[P{X

(1)
k

6= N (x),X(2)
τ2

6= N (x) ∧ Y
(1)
k

6= N (y), Y (2)
τ2

6= N (y), n < τ2} +

+ P{X
(1)
k 6= N (x),X(2)

τ2
6= N (x) ∧ Y

(1)
k 6= N (y), Y (2)

τ2
= N (y), k < τ2} +

+ P{X
(1)
k 6= N (x),X(2)

τ2
= N (x), k < τ2 ∧ Y

(1)
k 6= N (y), Y (2)

τ2
6= N (y)} +

+ P{X
(1)
k 6= N (x),X(2)

τ2
= N (x), k < τ2 ∧ Y

(1)
k 6= N (y), Y (2)

τ2
= N (y), k < τ2}], (7)

причому банкiвський “gift”-параметр cα > 0 вибирається з необхiдної умови V (1)
n (τ2) > 0

для всiх n = 1, N . Таким чином, обчисливши величину функцiї (7) цiни вибору найбiльш
цiнного пакета акцiй першим клiєнтом-покупцем на основi теореми 1 необхiдно дослiдити
структуру множин H+ та H− стосовно перехiдних ймовiрностей (5).
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2. Метод асоцiйованих марковських процесiв та структурний аналiз моделi.

Враховуючи структуру сiмeйств незалежних асоцiйованих σ-алгебр {F (s)
n , n = 1, τ1}, s =

= 1, 2, перепишемо вираз (7) у такiй формi:

V (1)
n (τ2) = cα{2P{X(1)

n = N (x)|F (1)
n ∨ F (2)

n }[P{X(2)
τ2

6= N (x)} +

+ P{X(2)
τ2

= N (x), n < τ2}] + 2P{Y (1)
n = N (y)|F (1)

n ∨ F (2)
n } ×

× [P{Y (2)
τ2

6= N (y)} + P{Y (2)
τ2

= N (y), n < τ2}] −

− P{X(1)
n = N (x)|F (1)

n ∨ F (2)
n }P{Y (1)

n = N (y)|F (1)
n ∨ F (2)

n } ×

× [P{X(2)
τ2

6= N (x)} + P{X(2)
τ2

= N (x), n < τ2}] ×

× [P{Y (2)
τ2

6= N (y)} + P{Y (2)
τ2

= N (y), n < τ2}]} −

− α
n−1∑

k=1

k

N2
P{X

(1)
k

6=N (x)}P{Y
(1)
k

6= N (y)}[P{X(2)
τ2

6=N (x)) +

+ P{X
(1)
k 6=N (x),X(2)

τ2
= N (x), k<τ2}][P{Y (2)

τ2
6=N (y)}+P{Y (2)

τ2
= N (y), k<τ2}]. (8)

При одержаннi (8) ми скористались тим, що вiдповiднi наслiдки обох спостережень зна-
чень корисностi розподiленi незалежно. Тепер для обчислення величини (8) зауважимо, що,
згiдно з теоремою 1, у вiдповiдностi iз пороговою стратегiєю τ̂2(l) ∈ H на основi прямого
рiвняння Колмогорова iз спiввiдношень

P{x
(2)
τ̂2

= j} =






1, j = 1,
j−1∑

i=1

P{x
(2)
τ̂2

= i}p
(1)
ij , j = 2, l − 1,

l−1∑

i=1

P{x
(2)
τ̂2

= i}p
(1)
ij , j = l,N,

(9)

можна легко отримати з (9), що

P{x
(2)
τ̂2

= j} =






j−1∑

k=1

(Pk)1,j , j = 2, l − 1,

l∑

s=1

s−1∑

k=1

(Pk)1,sp
(2)
s,j , j = l,N,

(10)

де ми позначили через P := {p
(2)
ij : i, j = 0, N} матрицю перехiдних ймовiрностей (5) асо-

цiйованого марковського процесу для вибору найбажанiшого пакета акцiй першим клiєн-
том-покупцем. Позначивши для зручностi величину P{τ2(l) = j} := hj , j = 0, N , визначену
за допомогою (10), оскiльки P{τ2(l) = j} = 0 для всiх j = 1, l − 1, для функцiї цiни опти-
мального вибору (8) знаходимо такий вираз:

V (1)
n = cα

[
4n

N

(
1 −

n∑

j=l

j

N
hj

)
−

n2

N2

(
1 −

n∑

j=l

j

N
hj

)2]
−
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−
α(N − 1)2

N2

n−1∑

k=1

k

N2

(
1 −

n∑

j=l

j

N
hj

)2

(11)

для всiх n = 1, τ1. Грунтуючись на твердженнi теореми 1, визначаємо величину l ∈ H, яка
задовольняє нерiвностi (6), якi перепишемо в такiй зручнiй для обчислення формi:

V
(1)
l−1 < (PV (1))l−1, (PV (1))l 6 V

(1)
l . (12)

Вiдповiднi визначальнi нерiвностi подамо такими аналiтичними виразами:

cα

N∑

k=l

(l − 1)2[2k(k − 1) − 1]

(2l − 3)k2(k − 1)2

[
4k

N

(
1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)
−

k2

N2

(
1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)2]
−

−
α(N − 1)2

N2

N∑

k=l

(l − 1)2[2k(k − 1) − 1]

(2l − 3)k2(k − 1)2

k−1∑

s=1

s

N2

(

1 −

s∑

j=l

j

N
hj

)2

>

> cα

(
4(l − 1)

N
−

(l − 1)2

N2

)
−

α(N − 1)2

N2

l−1∑

k=1

k

N2

(
1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)2

(13)

та

cα

N∑

k=l

l2[2k(k − 1) − 1]

(2l − 1)k2(k − 1)2

[
4k

N

(
1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)
−

k2

N2

(
1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)2]
−

−
α(N − 1)2

N2

N∑

k=l

l2[2k(k − 1) − 1]

(2l − 1)k2(k − 1)2

k−1∑

s=1

s

N2

(
1 −

s∑

j=l

j

N
hj

)2

6

6 cα

(
4l

N
−

l2

N2

)
−

α(N − 1)2

N2

l−1∑

k=1

k

N2

(

1 −

k∑

j=l

j

N
hj

)2

. (14)

Нехай тепер величина l ∈ H задовольняє нерiвностi (13) та (14). Як наслiдок, отримуємо
алгебраїчне рiвняння

2cαl

2l − 1

[
4

l

N
ln

N

l
−

2l2

N2
ln2 N

l
−

(N − l)l

N2
+

2l3

N3

(
N

l
ln

N

l
−

N

l
+ 1

)
−

−
l4

N4

(
N

l
ln2 N

l
−

2N

l
ln

N

l
+

N

l
− 1

)]
−

− α

[
l2(N − l)

2N3
+

l(N − l)2

2N3
−

l2

N2
ln

N

l
+

l2(N − l)

N3
+

l2(N − l)2

2N4
+

+
l4

2N4

(
N

l
ln2 N

l
−

3N

l
ln

N

l
+

7N

2l
− 4 +

l

2N

)]
=

= cα

(
4l

N
−

l2

N2

)
−

α(N − 1)2(l − 1)l

2N4
, (15)
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Таблиця 1. Дiйснi розв’язки рiвняння (16) при рiзних величинах коефiцiєнта β

β 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

z
∗ 0,155 0,171 0,186 0,199 0,210 0,220 0,228 0,2360 0,243 0,249 0,254

де ми врахували при виведеннi, що, згiдно з (11), величина hj = (j − 1)p
(2)
1j , j = l,N . Тодi

за допомогою звичайної перевiрки встановлюється справедливiсть такого твердження.
Теорема 2. Для прогресивно-лiнiйної i узгодженої з обсягом портфеля акцiй дисци-

плiни штрафування покупця марковськi послiдовностi (4) допускають розбиття фазового
простору H в пряму суму пiдпросторiв H+ = {0, l − 1} та H− = {l,N} за необхiдної
умови, що промоцiйний параметер cα > α/8 > 0.

Оскiльки одержаний алгебраїчний вираз (15) є досить складним, коли величина N ∈
∈ Z+ є скiнченна, нижче проведемо його асимптотичний аналiз за умови iснування границi
lim

N→∞
l(N)/N := z ∈ (0, 1), де l(N) ∈ H — вiдповiдний розв’язок даного рiвняння.

3. Асимптотичний аналiз оптимальної стратегiї вибору пакета акцiй. При ви-
конаннi умови lim

N→∞
l(N)/N = z ∈ (0, 1) iз алгебраїчного виразу (15) одержуємо таке транс-

цендентне рiвняння:

β(4z ln z + 2z2 ln2 z + 2z2 ln z + z3 ln2 z + 2z3 ln z + 5z − z3 − z4) +

+ (2z + 2z2 ln z + 2z2(1 − z)2 + 2z3 ln2 z + 3z3 ln z + 10z3 − z4 + z5) = 0, (16)

де ми позначили 4cα/α := β > 1/2. Це рiвняння допускає тiльки один розв’язок на вiдрiзку
(0, 1), який можна знайти числовими методами.

Наближенi значення розв’язкiв рiвняння (16) на iнтервалi (0, 1) для ряду значень вели-
чини β ∈ [0,5; 1,5] наведенi у табл. 1.

Як наслiдок, приходимо до формулювання наступної оптимальної стратегiї поведiнки
клiєнта-покупця на ринку акцiй при умовi їх бi-варiантної корисностi: при досить значному
обсязi N ∈ Z+ пакетiв акцiй у портфелi банку оптимальною стратегiєю поведiнки першо-
го покупця при виборi найцiннiшого пакета акцiй буде перегляд на вiдносну порiвняльну
цiннiсть l = z∗N ∈ Z+ акцiй, а потiм вибiр першого у рядi пакета акцiй, бi-варiантна кори-
снiсть якого перевищує всi попередньо проглянутi.
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The study of optimal strategies of a competing stock market model with

a bi-variant profit function

The competing stock market model within a bank portfolio with a bi-variative value function under

a processing time restriction condition is studied. A new version of the associated Markov process

method for finding the optimal choice strategy of the most valued stock packet is developed. Under

some conditions on the so-called “gift” and “fee” bank parameters concerning stock packets, both

algebraic and universal asymptotic transcendental equations determining the most optimal client

strategy within a competing stock market, taking the bi-variative stock value function into account,

are obtained.
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