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Дослiджено потiк взаємодiючих дифузiйних частинок, що є розв’язком стохастичного
диференцiального рiвняння зi взаємодiєю. Для цього потоку отримано принцип великих
вiдхилень.

Нехай xε — стохастичний потiк, що описується диференцiальним рiвнянням зi взаємодiєю [1]

dxε(u, t) = a(t, xε(u, t), µε
t )dt +

√
ε

∫

R

ϕ(xε(u, t) − p)W (dp, dt),

xε(u, 0) = u, µε
t = µ0 ◦ (xε(·, t))−1, u ∈ R, t ∈ [0, 1].

(1)

Тут µ0 — iмовiрнiсна мiра на R, яка вiдiграє роль початкового розподiлу маси; µε
t — образ

мiри µ0 при вiдображеннi xε(·, t) : R → R; ϕ ∈ S (через S позначаємо простiр Шварца),∫

R

ϕ2(p) dp = 1; a — функцiя, неперервна за змiнними t, x та µ, що задовольняє умову

Лiпшiца за x та µ. На просторi ймовiрнiсних мiр розглядаємо метрику Ваcсерштейна [1].
При фiксованому ε > 0 xε можна розглядати як випадковий елемент у просторi X =

= C([0, 1];W 1
2 (R,κ)), де W 1

2 (R,κ) — соболiвський простiр, побудований за стандартною
гауссiвською мiрою κ. У X задамо норму

X ∋ x→ ‖x‖ = sup
t∈[0,1]

(∫

R

x(u, t)2κ(du)

)1/2

+

(∫

R

(
∂x(u, t)

∂u

)2

κ(du)

)1/2

.

Зауважимо, що (X, ‖ · ‖) — сепарабельний банахiв простiр.
Наша мета — отримати принцип великих вiдхилень для сiмейства {xε}ε>0 у просторi X.
Означення 1. Сiмейство випадкових елементiв {xε}ε>0 задовольняє принцип великих

вiдхилень у повному сепарабельному метричному просторi X з функцiєю швидкостi I : X →
→ [0,∞] (для довiльного C > 0 множина {f |I(f) 6 C} є компактом), якщо:
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1) для довiльної замкненої множини F ⊂ X

lim
ε→0

ε lnP{xε ∈ F} 6 − inf
f∈F

I(f);

2) для довiльної вiдкритої множини G ⊂ X

lim
ε→0

ε lnP{xε ∈ G} > − inf
f∈G

I(f).

Основний результат спирається на узагальнення принципу неперервностi для вiдобра-
жень, якi не є неперервними, але можуть бути “добре” наближенi неперервними вiдобра-
женнями [2], а саме:

Означення 2. Послiдовнiсть сiмейств випадкових елементiв {xε
m}m>1 є експоненцiально

добрим наближенням сiмейства {xε} в (X, ρ), якщо для довiльного δ > 0

lim
m→∞

lim
ε→0

ε lnP{ρ(xε, xε
m) > δ} = −∞.

Теорема 1 [2]. Нехай (X, ρ), (Y, σ) — повнi сепарабельнi метричнi простори; {yε} за-
довольняє принцип великих вiдхилень у просторi Y з функцiєю швидкостi I; Gm : Y → X,
m > 1, — неперервнi функцiї, iснує вимiрне вiдображення G : Y → X таке, що для кож-
ного α < ∞

lim
m→∞

sup
{y|I(y)6α}

ρ(Gm(y), G(y)) = 0.

Тодi довiльне сiмейство {xε}, для якого {Gm(yε)} є експоненцiально добрим наближен-
ням, задовольняє принцип великих вiдхилень у просторi X з функцiєю швидкостi I ′(x) =
= inf{I(y)|x = G(y)}.

Визначимо наближення xε таким чином: нехай xε
m, m > 1, — стохастичний потiк, що

описується диференцiальним рiвнянням

dxε
m(u, t) = a

(
[tm]

m
,xε

m

(
u,

[tm]

m

)
, µε,m

[tm]
m

)
+

√
ε

∫

R

ϕ

(
xε

m

(
u,

[tm]

m

)
− p

)
W (dp, dt),

xε
m(u, 0) = u, µε,m

t = µ0 ◦ xε
m(·, t)−1, u ∈ R, t ∈ [0, 1],

в якому коефiцiєнти рiвняння (1) “замороженi” на iнтервалах часу [k/m, k + 1/m), k =
= 0, . . . ,m− 1. Зауважимо, що xε

m є випадковим елементом в X для довiльних m > 1, ε > 0.
Лема 1. {xε

m}m>1 є експоненцiально добрим наближенням {xε}.
Щоб використати теорему 1, доведемо спочатку принцип великих вiдхилень для броу-

нiвського потоку без взаємодiї. Нехай потiк yε описується рiвнянням

dyε(u, t) =
√
ε

∫

R

ϕ(u− p)W (dp, dt),

yε(u, 0) = u, u ∈ R, t ∈ [0, 1].

yε є гаусciвським випадковим елементом в X.
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Позначимо через H множину функцiй, для яких iснує функцiя b ∈ L2(R, [0, 1]) така, що

h(u, t) = u+

t∫

0

∫

R

ϕ(u− p)b(p, s) dpds.

Має мiсце таке твердження.
Теорема 2. Нехай ϕ ∈ S та її перетворення Фур’є ϕ̂ 6= 0 м. с. Тодi сiмейство {yε}

задовольняє принцип великих вiдхилень у X з функцiєю швидкостi

Iy(h) =






1

4π

1∫

0

∫

R

(
ĥ(·, t)(λ)

ϕ̂(λ)

)2

dλdt, h ∈ H,

∞, h /∈ H.

(2)

Наслiдок. Для довiльного фiксованого t ∈ [0, 1] сiмейство {yε(·, t)} задовольняє прин-
цип великих вiдхилень у W 1

2 (R,κ) з функцiєю швидкостi

It(h) =
1

4πt

∫

R

(
ĥ(λ)

ϕ̂(λ)

)2

dλ. (3)

Також yε є випадковим елементом у просторi Y = C([0, 1];L2(R, ν)), де ν — мiра на R зi
щiльнiстю 1/(1 + |u|l), u ∈ R, l > 3; та для довiльного p > 2 й фiксованого t ∈ [0, 1] yε(·, t)
є випадковим елементом у просторi W 1

p (R,κ). З тих же мiркувань, що й у теоремi 2,

{yε} задовольняє принцип великих вiдхилень в Y та в W 1
p (R,κ) з тими ж функцiями

швидкостi (2) та (3).
Далi припускаємо, що функцiя ϕ допускає зображення у виглядi згортки двох функцiй

з S : ϕ = ψ1 ∗ ψ2. За такого припущення xε
m можна подати у виглядi

xε
m(u, t) = xε

m

(
u,
k

m

)
+ a

(
k

m
, xε

m

(
u,
k

m

)
, µε,m

k/m

)(
t− k

m

)
+

+
√
ε

∫

R

ψ1

(
xε

m

(
u,
k

m

)
− q

) t∫

k/m

∫

R

ψ2(q − p)W (dp, ds) dq,

t ∈
[
k

m
,
k + 1

m

]
, k = 0, . . . ,m− 1.

Лема 2. Нехай ψ1 ∈ S. Для f ∈ W 1
pl(R,κ) та g ∈ L2(R, ν), p > 2, визначимо

Fp(f, g)(u) =

∫

R

ψ1(f(u) − q)g(q) dq.

Тодi Fp є неперервним вiдображенням з простору W 1
pl(R,κ)×L2(R, ν) у простiр W 1

p (R,κ).
Наслiдок. xε

m можна подати як образ yε при неперервному вiдображеннi Y в X.
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Позначимо

A =

{
x ∈ X|∃h ∈ L2(R × [0, 1]) : x(u, t) = u+

t∫

0

a(s, x(u, s), µs) ds +

+

t∫

0

∫

R

ϕ(x(u, s) − p)h(p, s) dpds, µs = µ0 ◦ (x(·, s))−1

}
.

Теорема 3. Сiмейство {xε} задовольняє принцип великих вiдхилень в X з функцiєю
швидкостi

I(x) =






1

2
‖h‖2

L2(R×[0,1]), x ∈ A,

∞, x /∈ A,

де h ∈ L2(R × [0, 1]) така, що

x(u, t) = u+

t∫

0

a(s, x(u, s), µs) ds +

t∫

0

∫

R

ϕ(x(u, s) − p)h(p, s) dpds.
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