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Аннотация. В работе рассматривается задача о максимуме фун-
кционала

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

где γ ∈ (0, n], a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
{Bk}nk=0 — система неналегающих многосвязных областей, причем
области {Bk}nk=1 симметричные относительно единичной окружно-
сти, r(B, a) — внутренний радиус области B ⊂ C относительно точки
a ∈ B. При γ = 1 и n > 2 данная задача была поставлена В. Н. Дуби-
ниным в 1994 г. в качестве открытой проблемы. В 2000 г. проблему
В. Н. Дубинина решил Л. В. Ковалев. Данная статья посвящена на-
хождению максимума функционала In(γ) при γ > 1.
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Работа посвящена исследованию одной экстремальной задачи гео-
метрической теории функций комплексной переменной.

Пусть N и R множества натуральных и действительных чисел,
соответственно, C — комплексная плоскость, C = C

∪
{∞} — расши-

ренная комплексная плоскость или сфера Римана.
На расширенной комплексной плоскости рассмотрим систему про-

извольных неналегающих многосвязных областей {Bk}nk=0, n ∈ N,
n > 2 таких, что Bk ⊂ C, Bk ∩ Bm = ∅, k ̸= m, k,m = 0, n, при-
чем области {Bk}nk=1 обладают симметрией относительно единичной
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окружности. Пусть r(B, a) — внутренний радиус области B ⊂ C
относительно точки a ∈ B (см. [5, 6]).

Обозначим

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, k = 1, n, αn+1 := α1,

n∑
k=1

αk = 2.

Рассмотрим следующую экстремальную проблему.

Проблема. Показать, что максимум функционала

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (1.1)

где γ ∈ (0, n], a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
{Bk}nk=0 – система неналегающих многосвязных областей, причем
области {Bk}nk=1 обладают симметрией относительно единичной ок-
ружности, достигается для системы областей Bk и точек ak, k = 0, n.

Впервые в 1984 г. аналогичную задачу для односвязных областей
рассмотрела Г. П. Бахтина в работе [3]. В 1994 г. данную задачу при
γ = 1 в качестве нерешенной проблемы поставил В. Н. Дубинин в
работе [6]. В 2000 г. при γ = 1 и для всех n > 2 эту проблему решил
Л. В. Ковалев [1,2]. В данной статье проблема изучена для значений
параметра γ > 1. Справедлива теорема.

Теорема 1.1. Для любого γ > 1 существует такое n0(γ) ∈ N, что
для каждого n > n0(γ), для любой системы точек An = {ak}nk=1,
|ak| = 1, и для любой системы попарно неналегающих областей
{Bk}nk=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n таких, что области {Bk}nk=1 обла-
дают симметрией относительно единичной окружности, выполня-
ется следующее неравенство

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
, (1.2)

где a(0)k и B(0)
k , k = 0, n, — полюсы и круговые области квадратичного

дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (1.3)

соответственно, причем |a(0)k | = 1 для k = 1, n, a
(0)
0 = 0, a

(0)
k ∈ B

(0)
k ,

k = 0, n.
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Знак равенства в неравенстве (1.2) достигается если ak = a
(0)
k ,

Bk = B
(0)
k , k = 0, n.

Доказательство. Доказательство теоремы 1.1 основывается на ме-
тодах и идеях работ [1–5] и состоит из двух частей.

Часть 1. Пусть α0 > 1√
2γ

, α0 = max
k

αk, k = 1, n. Справедливы
неравенства:

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) =

n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6
[

n∏
k=1

|ak|2
] γ

n

·

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

6
[
2n

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

6
[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

=
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n
.

С другой стороны, из результатов Теоремы 5.2.3 работы [5] и свойств
разделяющего преобразования, получаем

I0n(γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)

=

(
4

n

)n

·

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

·

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

,

где B(0)
k , a(0)k , k = 0, n, a(0)0 = 0, — круговые области и полюсы квадра-

тичного дифференциала (1.3), соответственно. Введем обозначение.
Пусть

Jn(γ) =
In
I0n

=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

.

Справедливы следующие неравенства:

Jn(γ) 6
[
2n · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n ·
(
2γ
n2

) γ
n ·
(
1− 2γ

n2

)−n
2
− γ

n ·
(

1−
√

2γ
n

1+
√

2γ
n

)√
2γ
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6

[
2 · 2n−1 · 1√

2γ
(2− 1√

2γ
)n−1(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ·

(
4
n

)γ+1− γ
n ·
(
2γ
n2

) γ
n ·
(
1− 2γ

n2

)−n
2
− γ

n ·
(

1−
√

2γ
n

1+
√

2γ
n

)√
2γ

6
(n
4

)γ+1
·
(
1− 1

2
√
2γ

)n−1

·
(
1− 1

2
√
2γ

)1− γ
n

·
(
2n

γ

) γ
n

·
(
1− 2γ

n2

)n
2
+ γ

n

×

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

·
(

2√
2γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Рассмотрим члены полученного выражения. Положим, что n > 3γ2.
Тогда (

1− 1

2
√
2γ

)1− γ
n

< 1,

(
2n

γ

) γ
n

< 3,

(
1− 2γ

n2

)n
2
+ γ

n

< 1,

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

< 3,

(
2√
2γ

)1− γ
n

< 2,

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

< 3.

Из приведенных выше оценок следует, что произведение этих вели-
чин ограничено некоторой константой K = 54. Теперь с учетом всех
предыдущих рассуждений можем записать:

Jn(γ) 6 54 ·
(n
4

)γ+1
·
(
1− 1

2
√
2γ

)n−1

, при γ > 1 и n > 3γ2.

Поскольку величина
[(

n
4

)γ+1 ·
(
1− 1

2
√
2γ

)n−1
]

→ 0 при произволь-

ном фиксированном γ > 1 и n → ∞, то существует такое n0(γ), что
Jn(γ) < 1 при всех n > n0(γ) и при всех α0 таких, что α0 > 1√

2γ
. Это

означает, что при n > n0(γ) и α0 > 1√
2γ
, для любых систем попарно

непересекающихся областей и любых наборов различных точек ak,
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|ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk, a0 = 0 ∈ B0, имеет место строгое неравен-
ство

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) < rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Часть 2. Остается рассмотреть случай, когда αk <
1√
2γ

, k = 1, n.
Для цели дальнейшего исследования используем метод разделяюще-
го преобразования, разработанный в работах [5–7]. Для этого рассмо-

трим систему функций ζ = {πk(w)}nk=1 = −i
(
e−iθkw

) 1
αk . Семейство

функций {πk(w)}nk=1 называется допустимим для разделяющего пре-
образования областей Bk, k = 0, n относительно углов {Pk}nk=1.

Пусть D
(1)
k , k = 1, n, обозначает область плоскости Cζ , полу-

ченную в результате объединения связной компоненты множества
πk(Bk

∩
P k), содержащей точку πk(ak), со своим симметричным отра-

жением относительно мнимой оси. В свою очередь, через D(2)
k , k =

1, n, обозначим такую область плоскости Cζ , которая получена в ре-
зультате объединения связной компоненты множества πk(Bk+1

∩
P k),

содержащей точку πk(ak+1), со своим симметричным отражением от-
носительно мнимой оси, Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1). Кроме того,
обозначим через D(0)

k такую область плоскости Cζ , которая получена
в результате объединения связной компоненты множества πk(B0

∩
P k),

содержащей точку ζ = 0, со своим симметричным отражением отно-
сительно мнимой оси. Из определения функции πk, следует, что

|πk(w)| ∼ |ωk|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w)− πk(e
−iθl)| ∼ 1

2αk
|ak|

1
αk

−1 · |w − e−iθl |2,

w → e−iθl , l = k, k + 1, w ∈ Pk.

Далее, используя результаты работ [6, 7], получаем неравенства

r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

1

4
rα

2
k

(
D

(0)
k , 0

)] 1
2

,

r (Bk, ak) 6
[
2αkr

(
D

(1)
k , 1

)
· 2αk−1r

(
D

(2)
k ,−1

)] 1
4
, k = 1, n.

Используя методы работ [1, 5, 8] получаем оценку для функционала

Jn(γ)
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6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

22(1−α2
kγ)
{
rα

2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k , 1

)
r
(
D

(2)
k ,−1

)}] 1
4

,

гдеD(0)
k ,D(1)

k ,D(2)
k неналегающие области в C. Принимая во внимание

Теорему 1 работы [8] и метод, разработанный в работе [6], получим
функцию

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

√
2γ

)(
n∏

k=1

1√
2γ

)[
n∏

k=1

22−2α2
kγ · 2α2

k·2γ+6

] 1
4

×
[
(αk

√
2γ)

α2
k·2γ(2− αk

√
2γ)−

(2−αk
√

2γ)2

2 (2 + αk

√
2γ)−

(2+αk
√

2γ)2

2

] 1
4

=

(
n∏

k=1

1√
2γ

)[
n∏

k=1

28 · (αk

√
2γ)

α2
k·2γ+4

(2− αk

√
2γ)−

(2−αk
√
2γ)2

2

] 1
4

×

[
n∏

k=1

(2 + αk

√
2γ)−

(2+αk
√

2γ)2

2

] 1
4

6
(

n∏
k=1

1√
2γ

)
· [Ψ(xk)]

n/4,

где

Ψ(x) = 28·xx2+4·(2−x)−
1
2
(2−x)2 ·(2+x)−

1
2
(2+x)2 , xk = αk

√
2γ, x ∈ [0, 1].

В силу логарифмической выпуклости функции Ψ(x) на промежу-
тке x ∈ [0, 1], имеем неравенство

1

n

n∑
k=1

lnΨ(xk) 6 lnΨ(

∑n
k=1xk
n

),

из которого следует, что

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

для всех фиксированных γ > 1, n ∈ N, n > n(γ), которое и доказыва-
ет теорему. Утверждение о случае равенства проверяется непосред-
ственно.

Замечание. Рассмотрим класс T = {fk}nk=0 систем однолистных
функций, которые отображают единичный круг U = {z : |z| < 1} на
взаимно неналегающиеся области {Bk}nk=0 (причем области {Bk}nk=1

обладают симметрией относительно единичной окружности) так, что

f0(0) = 0, |fk(0)| = 1.
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Тогда из теоремы (1.1) для класса T справедливо следующее утвер-
ждение.

Следствие 1. Для произвольной системы функций {fk}nk=0 ∈ T
справедливо неравенство

|f ′0(0)|γ
n∏

k=1

|f ′k(0)| 6 |f (0)0

′

(0)|γ
n∏

k=1

|f (0)k

′

(0)|.

Знак равенства достигается для системы функций {fk}nk=0 ∈ T ,
такой, что f (0)k (U) = B

(0)
k , f

(0)
k (0) = a

(0)
k , a

(0)
0 = 0, (B(0)

k , a
(0)
k — круго-

вые области и полюсы квадратичного дифференциала (1.3), соответ-
ственно.)

Следствие 2. Для любого γ > 1 существует такое n0(γ) ∈ N,
что для каждого n > n0(γ), для любой системы точек An = {ak}nk=1,
|ak| = 1, и для любой системы попарно неналегающих областей
{Bk}nk=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n таких, что области {Bk}nk=1 обла-
дают симметрией относительно единичной окружности, выполня-
ется следующее неравенство

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6
(
4

n

)n

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

∣∣∣∣∣1−
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

∣∣∣∣∣
√
2γ

.

Знак равенства достигается когда ak и Bk, k = 0, n — полюсы и кру-
говые области квадратичного дифференциала (1.3), соответствен-
но.
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