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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

В данной работе рассматривается максимум произведения внутренних радиусов n непересека-
ющихся областей, которые содержат точки расширенной комплексной плоскости, и степени γ
внутреннего радиуса области, что содержит нулевую точку. Найдено неравенство для внутрен-
него радиуса области, что содержит точку ноль. Основной результат работы обобщает аналогич-
ные результаты работ [1, 2] на случай произвольного расположения систем точек на C.
MSC: 30C75.
Ключевые слова: внутренний радиус области, непересекающиеся области, функция Грина,
трансфинитный диаметр, теорема о минимизации площади, неравенство Коши.

Предметом изучения данной работы являются экстремальные задачи о нена-
легающих областях со свободными полюсами на комплексной плоскости. Многие
такие задачи сводятся к определению максимума произведения внутренних радиу-
сов на системах попарно неналегающих областей, удовлетворяющих определенным
условиям (см., например, [1–13]).

Пусть C – комплексная плоскость, C = C
∪
{∞} – одноточечная компактифи-

кация комплексной плоскости или сфера Римана, N, R – множество натуральных
и вещественных чисел, соответственно, R+ = (0,∞). Величина r(B, a) обозначает
внутренний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B. Внутренний радиус
области B связан с обобщенной функцией Грина gB(z, a) области B соотношени-
ями

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), z → ∞.

Систему точек An := { ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2, назовем n-лучевой, если
|ak| ∈ R+ при k = 1, n и 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Введем обозначения

an+1 := a1, αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
,

αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Автор выражает благодарность профессору А.К. Бахтину за постановку задачи и полезные
комментарии.
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Некоторые оценки для экстремального разбиения комплексной плоскости

В данной работе мы исследуем максимум функционала

In(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

где B0, B1, B2,...,Bn, n > 2, – произвольная система взаимно непересекающихся
областей, An := {ak}nk=1 – произвольная система разных точек на C \ {0}, a0 = 0,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, γ ∈ (0, n].

Следующая теорема обобщает аналогичные результаты работ [1, 2] на случай
произвольного расположения систем точек на комплексной плоскости.

Теорема. Пусть n > 2, γ ∈ (0, n), ∆ ∈ R+ и An := {ak}nk=1 – произвольная
система разных точек на C \ {0}. Тогда для любого набора взаимно непересекаю-
щихся областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0 такого, что In(γ) > ∆,
справедливо неравенство

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ ·

(
n∏
k=1

|ak|

) 2
n−γ

. (2)

Доказательство. Аналогично работам [1,2], пусть d(G) — трансфинитный диа-
метр компактного множества G ⊂ C. Тогда справедливо соотношение

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞
)
=

1

d(C \B+
0 )

6 1

d(
n∪
k=1

B
+
k )

, (3)

где B+ = {z; 1z ∈ B}.
В силу известной теоремы Пойа [3, с.28], [4, с.34], справедливо неравенство

µG 6 πd2(G),

где µG обозначает лебегову меру компактного множества G. Отсюда имеем, что

d(G) >
(
1

π
µG

) 1
2

.

Тогда из (3) следует, что

r (B0, 0) 6
1

d(
n∪
k=1

B
+
k )

6 1√
1
πµ(

n∪
k=1

B
+
k )

=

[
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

]− 1
2

. (4)

Для ограниченной области D, a ∈ D рассмотрим класс всех регулярных функций
ψ(z), ψ(a) = 0, ψ′(a) = 1, заданных в области D и площадь образа области D при
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отображении произвольной функцией ψ(z). Из теоремы о минимизации площади
[4, с.34] получаем, что ∫∫

B

|ψ′(z)|2dxdy > πr2 (D, a) . (5)

Полагая ψ1(z) = (z − a) из (5) следует, что

S(D) = µ(D) > πr2 (D, a) . (6)

Из неравенства (4) непосредственно вытекает, что

r (B0, 0) 6
[
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

]− 1
2

6
[
1

π

n∑
k=1

µB+
k

]− 1
2

6
[

n∑
k=1

r2
(
B+
k , a

+
k

)]− 1
2

.

Отсюда
r (B0, 0) 6

1[
n∑
k=1

r2
(
B+
k , a

+
k

)] 1
2

.

С учетом соотношения

r
(
B+
k , a

+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
приходим к неравенству

r (B0, 0) 6

 1
n∑
k=1

r2(Bk,ak)
|ak|4


1
2

. (7)

Отсюда и из предположения теоремы вытекает соотношение

∆ < rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑
k=1

r2(Bk,ak)
|ak|4

] γ
2

.

Таким образом,
n∏
k=1

r (Bk, ak) > ∆ ·

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

. (8)

Из неравенства Коши получаем неравенство

1

n

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
>
[

n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
n

.
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Некоторые оценки для экстремального разбиения комплексной плоскости

Отсюда, имеем

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

>

n[ n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
n


γ
2

>

> n
γ
2

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n
[

n∏
k=1

r (Bk, ak)

] γ
n

. (9)

Из (8) и (9) следует, что

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

> n
γ
2

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n

∆[ n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2


γ
n

=

= n
γ
2∆

γ
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ2
2n

.

Таким образом,

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
> n ·∆

2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
n

.

И наконец получаем, что[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

]n−γ
n

> n ·∆
2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n

.

Тогда

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

>

n∆ 2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n


n

2(n−γ)

= n
n

2(n−γ)∆
1

n−γ

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2
n−γ

.

Отсюда и из соотношения (7) следует неравенство теоремы

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ

[
n∏
k=1

|ak|

] 2
n−γ

.

�
Если система точек An := {ak}nk=1 такая, что

n∏
k=1

|ak| 6 1, тогда получаем
следующее утверждение.
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Следствие. Пусть n > 2, γ ∈ (0, n), ∆ ∈ R+ и An := {ak}nk=1 – произвольная

система разных точек на C \ {0} такая, что
n∏
k=1

|ak| 6 1. Тогда для любого набора

взаимно непересекающихся областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0 такого,
что In(γ) > ∆, справедливо неравенство

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ .

Цитированная литература

1. Бахтин А.К. Оценки внутренних радиусов для взаимно непересекающихся областей // Зб.
пр. Iн-ту мат-ки НАН України. – 2017. – Т. 14, № 1. – С. 25–33.

2. Bakhtin A.K. Separating transformation and extremal problems on nonoverlapping simply connec-
ted domains // J. Math. Sci. – 2018. – V. 234, No. 1. –P. 1–13.

3. Polya G., Szego G. Isoperimetric inequalities in mathematical physics. M: Fizmatgiz, 1962.
4. Goluzin G.M. Geometric theory of functions of a complex variable. Amer. Math. Soc. Providence,

R.I., 1969.
5. Jenkins J. Univalent functions and conformal mapping. Moscow:Publishing House of Foreign

Literature, 256, 1962 (in Russian).
6. Hayman V. Multivalent functions. Cambridge University Press, Cambridge, 1958.
7. Дубинин В.Н. Метод симметризации в геометрической теории функций комплексного пере-

менного // Успехи мат. наук. – 1994. – Т. 49, № 1. – С. 3–76.
8. Dubinin V.N. Condenser capacities and symmetrization in geometric function theory. Birkhäu-
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I.V. Denega
Some estimates for extremal decomposition of the complex plane.

In geometric function theory of complex variable extremal problems on non-overlapping domains are
well-known classic direction. A lot of such problems are reduced to determination of the maximum of
product of inner radii on the system of non-overlapping domains satisfying a certain conditions. In

this paper, we consider the well-known problem of maximum of the functional rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

where B0,...,Bn are pairwise disjoint domains in C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n are different points of
the circle, γ ∈ (0, n], and r(B, a) is the inner radius of the domain B ⊂ C relative to the point a.
This problem was posed as an open problem in the Dubinin paper in 1994. Till now, this problem has
not been solved, though some partial solutions are available. In the paper an estimate for the inner
radius of the domain that contains the point zero is found. The main result of the paper generalizes
the analogous results of [1, 2] to the case of an arbitrary arrangement of systems of points on C.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, the Green function, transfinite dia-
meter, theorem on minimizing of the area, the Cauchy inequality.

I.В. Денега
Деякi оцiнки для екстремального розбиття комплексної площини.

У данiй роботi розглядається максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n неперетинних областей,
якi мiстять точки розширеної комплексної площинi, i ступеня γ внутрiшнього радiусу областi,
що мiстить точку нуль. Знайдено нерiвнiсть для внутрiшнього радiусу областi, що мiстить точку
нуль. Основний результат роботи узагальнює аналогiчнi результати робiт [1, 2] на випадок до-
вiльного розташування систем точок на C.

Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, областi, що не перетинаються, функцiя Грiна,
трансфiнiтний дiаметр, теорема про мiнiмiзацiю площi, нерiвнiсть Кошi.
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