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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé 
ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö 
íà ôëóêòóàöèÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Óñêîðåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé è èõ ðàñïðîñòðà íå -
íèå â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñîëíå÷íîãî âåòðà è Ãàëàêòèêè — îäíà èç
àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àñòðîôèçèêè. Êîñìè÷åñêèå ëó÷è âëèÿþò íà
ñâÿçü, íà ðàáîòó ýëåêòðîíèêè êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé, âîçìóùàþò ìàã -
íèòîñôåðó è èîíîñôåðó Çåìëè. Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì, êîòîðûé êîí -
ò ðî ëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé â ìåæïëàíåòíîé ñðå -
äå, ÿâëÿåòñÿ ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Åñëè ðàññåÿíèå ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè â ìåæïëàíåòíîé ñðåäå îòíî -
ñèòåëüíî íåýôôåêòèâíî, òàê ÷òî òðàíñïîðòíûé ïðîáåã ñðàâíèì ñ
ãåëèîöåíòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì, òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíå -
íèå. Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà ðàññìîò -
ðå íî ðàñïðîñòðàíåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè â ìàã -
íèò íîì ïîëå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ îäíîðîäíîãî
ñðåä íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáîâ. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà — Ïëàíêà ñîîòâåò -
ñòâóåò ìíîãîêðàòíîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö íà ìàëûå óãëû, à èíòåãðàë
ñòîëêíîâåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò äèôôóçèþ ÷àñòèö â èì -
ïóëüñ íîì ïðîñòðàíñòâå. Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëó -
÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî -
íèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé è ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.
Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ïðè
àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö íà ôëóêòóàöèÿõ ìåæïëàíåòíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ -
òèö ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñòåïåíè àíèçîòðîïèè èõ ðàñ -
ñåÿíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîñ -
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ìè÷åñêèõ ëó÷åé îò âðåìåíè è ïîëó÷åíà îöåíêà ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿ -
þùåãî àíèçîòðîïèþ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîñìè÷åñêèå ëó÷è, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, äèôôó -
çèÿ, òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå. 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óñêîðåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé â
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå — îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ãåëèî ñôåð íîé ôè -
çèêè. Êîñìè÷åñêèå ëó÷è (ÊË) ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìà öèþ î ñâîéñ -
ò âàõ ïëàçìû ñîëíå÷íîãî âåòðà è ýëåêòðîìàãíèòíûõ óñëî âèÿõ âáëèçè
Ñîëíöà è ìåæïëàíåòíîé ñðåäå. Îíè ïðåäñòàâëÿþò îïàñ íîñòü äëÿ ýëåê -
ò ðîíèêè è ýêèïàæåé êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé, à òàêæå, ïðè âòîðæåíèè â
ïîëÿðíûå îáëàñòè àòìîñôåðû Çåìëè, — äëÿ àâèà ëàéíåðîâ. Êîñìè -
÷åñêèå ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðîì êîñìè÷åñêîé ïîãîäû, êîòîðàÿ âëèÿåò
íà êîñìè÷åñêóþ ñâÿçü, íà ðàáîòó îáîðóäîâàíèÿ ñïóò íèêîâ, âîçìóùàåò
ìàãíèòîñôåðó è èîíîñôåðó Çåìëè [25, 28, 31].

Îñíîâíîé ìåõàíèçì, êîòîðûé êîíòðîëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñîë -
íå÷ íûõ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé (ÑÊË) â ìåæïëàíåòíîé ñðåäå, — ðàññåÿ -
íèå íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè ðàññåÿíèå ÊË â ìåæ -
ïëàíåòíîé ñðåäå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî, òàê ÷òî òðàíñïîðòíûé ïðî -
áåã ÷àñòèö ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ãåëèîöåíòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì, òî
äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÊË ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå
äèô ôóçèè. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî, êîãäà ïðî -
ñòðàí ñò âåííûå è âðåìåííûå ìàñøòàáû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðå äå -
ëåíèÿ ÊË çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò òðàíñïîðòíûé ïðîáåã ÷àñòèöû è
õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî [4, 12, 20, 22]]. Â ïðîòè -
âîïîëîæíîì ñëó÷àå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ ÊË äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî ñòðà -
íåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå [1, 4, 11, 15,16, 22, 24]. Â ðàáîòàõ [15, 16, 22,
24] ðàñïðîñòðàíåíèå ÑÊË ðàññìàòðèâàëîñü íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññåÿíèþ ÷àñòèö íà ïðîèç -
âîëü íûå óãëû. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà — Ïëàíêà ñîîòâåò -
ñòâóåò ìíîãîêðàòíîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö íà ìàëûå óãëû, à èíòåãðàë
ñòîë êíîâåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò äèôôóçèþ ÷àñòèö â èì -
ïóëüñ íîì ïðîñòðàíñòâå. Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÑÊË â ìåæ -
ïëà íåòíîì ïðîñòðàíñòâå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà âû -
ïîëíåíî â ðàáîòàõ [1, 3, 5, 11, 23, 30]. 

Åñëè ÷àñòèöû óñïåâàþò èñïûòàòü íåñêîëüêî ñòîëêíîâåíèé ñ íåîä -
íî ðîäíîñòÿìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à èõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíî -
âèò ñÿ áëèçêîé ê èçîòðîïíîé, òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÊË
ïðèìåíÿåòñÿ òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå [6, 7, 12, 18]. Ïîëó÷åííîå â ýòèõ
ðàáîòàõ òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðî -
ñòðà íåíèÿ âîçìóùåíèé, ðàâíîé v/ 3, ãäå v — ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Â
ðàáîòå [19] áûëî ïîëó÷åíî ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå óðàâíå -



íèå, êîòîðîå êîððåêòíî ó÷èòûâàåò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå -
íèÿ ÊË ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííîìó
òåëåãðàôíîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò èíàÿ ñêîðîñòü «ñèãíàëà», êî -
òî ðàÿ çàâèñèò îò õàðàêòåðà ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö [17, 19, 29]. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÑÊË îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê íà îñíîâå
òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ, òàê è íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ãèïåðäèôôóçèè
[14, 26, 27]. Óðàâíåíèå ãèïåðäèôôóçèè, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ äèô -
ôóçèè, õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ êîíöåíòðà -
öèè ÷àñòèö ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, íàëè÷èåì â
óðàâíåíèè ïåðåíîñà ÊË ÷åòâåðòîé ïðîèçâîä íîé ïî êîîðäèíàòå [14, 26, 
27].

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÊË ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ðàññåèâà -
òåëü íûõ ñâîéñòâàõ ìåæïëàíåòíîé ñðåäû [8—10, 33]. Èçâåñòíî, ÷òî
óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè íåïî -
ñðåä ñòâåííî ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ ÊË â
ìåæ ïëàíåòíîé ñðåäå [8, 10, 33]. Ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ àíàëè -
òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàñ -
ïðå äåëåíèÿ ÑÊË ïðèìåíÿëèñü ïðè àíàëèçå ðÿäà ïðîòîííûõ ñîáûòèé.
Â ÷àñòíîñòè, áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÊË,
ïîëó÷åííûå íà ãåëèîöåíòðè÷åñêîì ðàññòîÿíèè 0.5 à. å. êîñìè÷åñêèìè
àïïàðàòàìè «Ãåëèîñ-1» è «Ãåëèîñ-2» è îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ðàññåÿ -
íèÿ ñîëíå÷íûõ ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè [8, 33]. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ðàñïðîñòðàíåíèå çàðÿæåííûõ
÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè â ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñî -
áîé ñóïåðïîçèöèþ ñðåäíåãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíûõ íåîäíî -
ðîäíîñòåé ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ. Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 
Ôîêêåðà — Ïëàíêà ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ÊË (óðàâíåíèå
äèô ôóçèè, ãèïåðäèôôóçèè, ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå óðàâíå -
íèå) è ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ýâîëþ -
öèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÊË ïðè èçîòðîïíîì è àíèçîòðîïíîì
ðàñ ñåÿíèè ÷àñòèö íà ôëóêòóàöèÿõ ìåæïëàíåòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. 

ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ

Áóäåì èñõîäèòü èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðî -
ñòðà íåíèå ÊË â ìåæïëàíåòíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ [1, 4, 11, 13]:
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êîîðäèíàòà âäîëü îäíîðîäíîãî ðåãóëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, m = cosq
(q — ïèò÷-óãîë). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË çà -
âèñèò îò åäèíñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z. Â ïðàâóþ
÷àñòü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âõîäèò ìãíîâåííûé, òî÷å÷íûé èñòî÷ -
íèê ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå 
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â ëåâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàññåÿ -
íèÿ ÷àñòèö íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äèôôóçèÿ ÷àñòèö ïî 
ïèò÷-óãëàì õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè
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2L
( ) ( ), (6)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dmm îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî -
øå íè åì

D Dmm mm=
L

v

~
. (7)

ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÃÀÐÌÎÍÈÊ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß 

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÅÉ 

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà ìàãíèòíûõ íåîäíîðîä -
íîñòÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÊË Dmm  èìååò âèä

Dmm m= -
1

2
1 2( ). (8)

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæå íèÿ ïî 
ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà, êîòîðûå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû m. Åñëè âðåìÿ,
ïðî øåäøåå ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò îáðàò -
íóþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé (t >> L/v), òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ -
òèö ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê èçîòðîïíîé, è îñíîâíîé âêëàä â ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò äàâàòü ãàðìîíèêè íèçøèõ ïîðÿäêîâ.
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Èñõîäÿ èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñ -
ïðå äåëåíèÿ ÊË [13, 17, 32]. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË 
f y( , , )m t  â ñëåäóþùåì âèäå:

f y
n

f y P
n

n n( , , ) ( , ) ( )m t t m=
+

=

¥

å
2 1

20

, (9)

ãäå

f y d P f yn n( , ) ( ) ( , , )t m m m t=
-
ò
1

1

, (10)

à Pn ( )m  — ïîëèíîì Ëåæàíäðà. Ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ êèíåòè÷åñ -
êîå óðàâíåíèå (6), (8) íà 1, m è P2 ( )m , è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå
ñîîòíîøåíèÿ ïî m, ïîëó÷èì ñëåäó þ ùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

¶

¶
+

¶

¶
=

f f

y
y0 1

t
tY( , ), (11)

¶

¶
+ +

¶

¶
+

¶

¶
=

f
f

f

y

f

y
1

1
0 21

3

2

3
0

t
, (12)

¶

¶
+ +

¶

¶
+

¶

¶
=

f
f

f

y

f

y
2

2
1 33

2

5

3

5
0

t
, (13)

ãäå

Y
L

( , )
( ) ( )

y
y

t
d d t

= . (14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË èçìåíÿåòñÿ äîñòà -

òî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òî 
¶

¶

f1

t
 << f1 , è ïðåíåáðåæåì âòîðîé ãàðìîíèêîé 

f 2  ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé f 0 . Ïðè ñäåëàííûõ ïðèáëèæåíèÿõ óðàâ -
íåíèå (12) ïðèíèìàåò âèä

f
f

y
1

01

3
= -

¶

¶
. (15)

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèå (15) â óðàâíåíèå (11), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äèôôóçèè äëÿ âåëè÷èíû f 0 :

¶

¶
-

¶

¶
=

f f

y
y0

2
0

2

1

3t
tY( , ). (16)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f y
y

0

23

2

3

4
( , ) expt

pt t
= -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷L
.  (17)

Ïðåíåáðåæåì â óðàâíåíèè (13) òðåòüåé ãàðìîíèêîé ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïåðâîé è âåëè÷èíîé 
¶

¶

f 2

t
 ïî ñðàâíåíèþ ñ f 2 . Ïîëó÷èì
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3
2

5
02

1f
f

y
+

¶

¶
= . (18)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (11), (12), (18) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÊË [17]:

¶

¶
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¶

¶
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¶

¶
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¶

¶ ¶
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f f
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2
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t

t

t4

45

2

2
. (19)

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
âåëè÷èíû f 0  ïî âðåìåíè, à òàêæå ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y è t.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå è ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (19) èìååò ñëåäóþùèé âèä [17]:

f y dk ky k0

0

22 2

45
( , )

exp( / )
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t

p
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+ì
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ý
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ch sh
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45 4 2

15

2t t
G

G
G

k /
, (20)

ãäå

G( )k k k= - +4 2585

4

2025

16
, (21)

à chx è shx — ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ è ñèíóñ ñîîòâåòñòâåííî. 
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ t >> 1 èç ôîðìóëû (20) ñëåäóåò ïðèáëè -

æåííîå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû f 0 :

f y
y y

0

2 2

2

3

2

3

4
1

1

20

9

10
( , ) expt

pt t t t
= -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ - +
æ

è
çç

ö

øL
÷÷. (22)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t âûðàæåíèå äëÿ 
f 0  (22) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (17). 

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ÊË (16), ìîæíî âûðàçèòü äâà ïî -
ñëåäíèõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ (19), èñïîëüçóÿ ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîä -
íóþ ôóíêöèè f 0  ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå y. Â ðåçóëüòàòå ïî -
ëó ÷èì óðàâíåíèå ãèïåðäèôôóçèè ÊË [26, 27]: 

¶

¶
-

¶

¶
+

¶

¶
= -

¶

¶

f f

y

f

y
y

y

y
0

2
0

2

4
0

4

2

2

1

3

11

135

1

3t
t

t
Y

Y
( , )

( , )
. (23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãèïåðäèôôóçèè èìååò âèä 

f y dk
k

ky
k

k0

0

2 2
41

1
3 3

11

135
( , ) cos expt

p
t= +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ - -

¥

òL
t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷, (24)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè t >> 1 èç ôîðìóëû (24) ñëåäóåò ñîîòíî -
øåíèå (22). 
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ÒÅËÅÃÐÀÔÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÈ 

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÅÉ

Â ðàáîòàõ [6, 7, 12, 18] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ÊË â ìåæïëàíåòíîé ñðåäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåëåãðàôíîå óðàâíå -
íèå. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ó÷èòûâàåòñÿ êàê äèôôóçèîííûé õàðàêòåð ïå -
ðåíîñà ÊË, òàê è õàðàêòåðíûå ÷åðòû âîëíîâîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñ -
òèö. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò áåñ -
êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, òåëåãðàôíîå óðàâ -
íå íèå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ «ñèãíà -
ëà», êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ïîëó÷åííîå â ðàáî -
òàõ [6, 7, 12, 18] òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè ÊË ñîîò -
âåòñòâóåò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, ðàâíîé v/ 3 (ãäå
v — ñêîðîñòü ÷àñòèöû). Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû
áûëè èíæåêòèðîâàíû â òî÷êå z = 0, òî ñîãëàñíî ðåøåíèþ òåëåãðàôíîãî 
óðàâíåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ÷àñòèöû áóäóò ðàñïðåäåëåíû â ïðî -
ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè –vt/ 3 < z < vt/ 3. Âíå ýòîé îáëàñòè êîíöåí -
òðàöèÿ ÊË áóäåò ðàâíà íóëþ. Íàëè÷èå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
«ñèã íàëà», êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñò -
âèåì ïðèáëèæåíèé, ñäåëàííûõ ïðè âûâîäå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ. 

Â ðàáîòå [19] ïîëó÷åíî ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå óðàâíå -
íèå, êîòîðîå êîððåêòíî ó÷èòûâàåò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå -
íèÿ ÊË ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïðåä -
ïî ëàãàëàñü áëèçêîé ê èçîòðîïíîé è ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ âî âðå -
ìåíè è ïðîñòðàíñòâå, òàê ÷òî õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû åå èçìåíåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ áîëüøèìè ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ðàññå -
ÿ íèÿ è òðàíñïîðòíûì ïðîáåãîì ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû 
1

0

0

f

f

y

¶

¶
 è 

1

0

0

f

f¶

¶t
 ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè [19, 29]. Òàêèì îáðà -

çîì, ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå êîððåêòíî îïèñûâàåò 
ðàñïðîñòðàíåíèå ÊË äëÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøà -
þùèõ õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðàññåÿíèÿ [19, 29]. 

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ðàññåÿíèÿ ÊË ïðèâîäÿò ê ðàç -
íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ìîäèôèöèðîâàííîãî òåëåãðàôíî ãî
óðàâíåíèÿ [17, 19, 29]. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
«ñèãíàëà» çàâèñèò îò ìîäåëè ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
ðàñ ñåÿíèÿ ÷àñòèö íà ïðîèçâîëüíûå óãëû, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ èíòåã -
ðà ëîì ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà, ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå
óðàâ íå íèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé 
v 5 3/ , êîòîðàÿ ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ÷àñòèöû [17, 19, 29]. Ïðè ìíîãî -
êðàò íîì èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö íà ìàëûå óãëû (êèíåòè÷åñêîå
óðàâíåíèå Ôîêêåðà — Ïëàíêà) äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî òåëåãðàôíîãî 
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðíà ñêîðîñòü «ñèãíàëà» v 5 11/ , êîòîðàÿ îêàçûâà -
åòñÿ ìåíüøå ñêîðîñòè ÷àñòèöû [17, 19, 29]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè 
t >> 1 ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâ -
íåíèÿ äèôôóçèè ÊË [6, 7, 12, 18, 19]. 
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Ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèè ïåðåíîñà (19) ìîæíî çàìå -
íèòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé âåëè÷èíû f 0  ïî âðåìåíè, èñïîëüçîâàâ óðàâ -
íåíèå äèôôóçèè (16). Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ìîäèôèöèðîâàííîå òåëå -
ãðàô íîå óðàâíåíèå:
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Äàííîå òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðî -
ñòðà íåíèÿ âîçìóùåíèé v 5 11/  [17, 19, 29]. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25)
èìååò âèä [17]
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y , (27)

Q( )x  — åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à I x0 ( ) — ìîäèôèöèðîâàííàÿ
ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (26) â ìîìåíò âðå -
ìå íè t ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà –t 5 11/  £ y £ 

£ t 5 11/ , à âíå ýòîé îáëàñòè èõ êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà íóëþ. 
Âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñîîòíîøåíèè (26), ïîëó÷èì âû -

ðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû f0 â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè f 0q è ñèí -
ãóëÿðíîé ÷àñòè f 0d :

f y f y f y0 0 0( , ) ( , ) ( , )t t tq d= + . (28)

Âåëè÷èíà f 0q îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì
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÷
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I . (29)

Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü íóëåâîé ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèåé è åå ïðîèçâîäíîé, îò -
ëè÷ íà îò íóëÿ òîëüêî â òî÷êàõ y = ±t 5 11/ :

f y0

2

55
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22
d t t( , ) exp= -
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÷´
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´ -
æ

è
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ç
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÷
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ç
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. (30)
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Åñëè âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö, çíà÷èòåëüíî ïðå -
âûøàåò îáðàòíóþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé (t >> 1), èç ôîðìóëû (29) ñëå -
äóåò ñîîòíîøåíèå (22). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
t >> 1 èç ôîðìóëû (20), îïèñûâàþùåé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
ÊË (19), èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðäèôôóçèè (23) è ìîäèôèöèðî -
âàí íîãî òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (25) ñëåäóåò îäíî è òî æå âûðàæåíèå
äëÿ âåëè÷èíû f 0  (22). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (22) îòëè÷àåòñÿ îò
ðå øåíèÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ (17) íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ â ñêîá -
êàõ, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè óâåëè÷åíèè áåçðàçìåðíîãî
âðåìåíè t. 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïî îñè àáñöèññ ïðèâåäåíà áåçðàçìåðíàÿ 
êîîðäèíàòà y, à ïî îñè îðäèíàò — áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà f 0 , ïðî ïîð -
öèîíàëüíàÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t
ïðåäñòàâëåíû ó ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Øòðèõîâûå êðèâûå èëëþ -
ñòðèðóþò ðåøåíèå äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ (17), à ñïëîøíûå —
ðåøåíèÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (29). Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ äèôôó -
çèè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû çàíèìàþò íåîãðàíè÷åííóþ îá -
ëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ìî -
ìåíò âðåìåíè t = 1 ÷àñòèöû çàíèìàþò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà 
| | /y < 5 11. Ñî âðåìåíåì ãðàíèöà îáëàñòè, çàíÿòîé ÷àñòèöàìè, ðàñøè -

ðÿ åòñÿ ñ õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ v 5 11/  (ðèñ. 1). 
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåëè÷èíû f 0  â

ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû
ïðèâåäåíû ó ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Øòðèõîâûå êðèâûå èëëþ -
ñòðè ðóþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (17), à ñïëîøíûå — ðåøåíèÿ
òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (29). Ïðè äèôôóçèîííîì ðàñïðîñòðàíåíèè
÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â ìîìåíò èíæåêöèè
÷àñòèö â òî÷êå y = 0, â ñîîòâåòñòâèè ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðî -
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Ðèñ. 1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè t.
Øòðèõîâûå êðèâûå — ðåøåíèå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ (17), ñïëîøíûå — ðåøåíèå
òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (29)



ñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, õàðàêòåðíîé äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Â ïðè -
áëèæåíèè òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâûå ÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿ â
òî÷êå y â ìîìåíò âðåìåíè t = y 11 5/  (ðèñ. 2). Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

t ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, òàê ÷òî ñïëîøíûå êðèâûå ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè ïðèáëèæàþòñÿ ê ïóíêòèðíûì êðèâûì (ðèñ. 2). 

ÓÃËÎÂÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÅÉ 

ÏÐÈ ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÐÀÑÑÅßÍÈÈ ×ÀÑÒÈÖ 

ÍÀ ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒßÕ

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë âðåìåíè ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö, êîòîðûé çíà -
÷è òåëüíî ïðåâûøàåò õàðàêòåðíîå âðåìÿ èõ ðàññåÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË áëèçêà ê èçîòðîïíîé è ìîæåò áûòü ïðåä -
ñòàâëåíà â âèäå [8, 20, 21, 33]

f y f y f y( , , ) ( , ) ( , , )m t t d m t= +
1

2
0 . (31)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (31) íå çàâèñèò îò ïèò÷-óãëà ÷àñòèöû, à
âåëè÷èíà df  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ àíèçîòðîïíóþ ñîñòàâëÿþ ùóþ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

d f y
-
ò =
1

1

0md m t( , , ) , (32)

òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË ðàâíî

f

d f

d

f= =-

-

ò

ò

1

1

1

1 0

1

2

m

m

. (33)
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îò âðåìåíè t äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé
êîîðäèíàòû y. Øòðèõîâûå êðèâûå — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (17), ñïëîøíûå —
ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (29)



Ïåðåïèøåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (6) â ñëåäóþùåì âèäå:

1

2 2

1

2
1

1

2
0 0 2¶

¶
+

¶

¶
+

¶

¶
+

¶

¶
-

¶

¶
-

¶

¶
=

f f f

y

f

y

f

t

d

t

m
m

d

m
m

d

m
d( )

L
( ) ( )y d t . (34)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö êîýôôèöèåíò
äèô ôó çèè ÊË ïî ïèò÷-óãëàì Dmm îïðåäåëåí ôîðìóëîé (8). 

Óñðåäíèâ óðàâíåíèå (34) ïî m, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå 

¶

¶
+

¶

¶
=

-
ò

f

y
d f y0

1

1
1

t
mmd d d t

L
( ) ( ). (35)

Âû÷òåì óðàâíåíèå (35) èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (34) è ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

¶

¶
+

¶

¶
+

¶

¶
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¶

¶
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¶

¶
-

¶

-
ò

d

t

m
m

d
mmd
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df f

y

f

y y
d f

f

2

1

2

1

2
10

1

1
2( )

¶
=

m
0. (36)

Åñëè âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö, çíà÷èòåëüíî ïðå âû -
øàåò îáðàòíóþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé, òî àíèçîòðîïíàÿ ñîñòàâëÿþ ùàÿ 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ f 0 , à
êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è â ïðî -
ñòðàíñòâå [8, 21, 33]. Åñëè â óðàâíåíèè (36) ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì, òðå -
òüèì è ÷åòâåðòûì ÷ëåíàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË: 

¶

¶
-

¶

¶
=

¶

¶m
m

d

m
m( )

( )

1 2
1

0f f

y
. (37)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

d m
m

f
f

y
( ) ( )1 0

2
= -

¶

¶
. (38)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö âåëè÷èíà df ( )1

ïðîïîðöèîíàëüíà ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè ÊË è êîñèíóñó ïèò÷-óãëà
÷àñòèöû [8, 21, 33]. 

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (38) â óðàâíåíèå (36), ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå
äëÿ àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå íèÿ ÊË:

d m
m

m
m

t
f

f

y

f

y

f

y
( ) = -

¶

¶
+ -

æ

è
ç

ö

ø
÷

¶

¶
+

¶

¶ ¶
-

2

1

6

1

3 2

1

36
0 2

2
0

2

2
0 ( )m m3

3
0

3
+

¶

¶

f

y
. (39)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (39) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé
ôóíêöèåé m, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå — íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè m. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÊË, íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ïåðâóþ ãàðìîíèêó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö

f y d f y d f y1

1

1

1

1

( , ) ( , , ) ( , , )t mm m t mmd m t= =
- -
ò ò . (40)
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ âåëè÷èíó f y1 ( , , )m t  (39) ïî m, ïîëó÷èì 

f y
f
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f

y
1

0
2

0
3

0

3

1

3

1

3

4

135
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¶ ¶
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¶
. (41)

Ïîäñòàâèâ âåëè÷èíó f1  (41) â óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (11), ïî ëó ÷èì

¶

¶
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¶

¶
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¶

¶ ¶
-

¶

¶
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f f

y
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f

y
y0

2
0

2
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3
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3

4

135t t
tY( , ). (42)

Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (42) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âòî -
ðóþ ïðîèçâîäíóþ âåëè÷èíû f 0  ïî âðåìåíè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñî îò -
íî øåíèåì (16). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàô -
íîå óðàâíåíèå (25). Èñïîëüçóåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè âû÷èñ -
ëåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË (31), (39). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ÊË, íîðìèðîâàííàÿ íà åå ñðåäíåå çíà÷åíèå (33), èìååò âèä

f y

f f

f

y f

f

y

( , , )m t m
m= -

¶

¶
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è
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18

1
( ) . (43)

Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË (43) îò âåëè÷èíû m
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû y ðàâíî
åäè íèöå, à çíà÷åíèÿ t ïðèâåäåíû ó ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Îòìå -
òèì, ÷òî èçîòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö èçîáðàæàåòñÿ ãîðèçîíòàëü -
íîé ïðÿìîé f f/  = 1. Âèäíî, ÷òî ñî âðåìåíåì óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå
ÊË ïðèáëèæàåòñÿ ê èçîòðîïíîìó. Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ñèëüíî
àíèçî òðîïíî â ìîìåíò âðåìåíè t = 2 è ïî÷òè èçîòðîïíî â ìîìåíò t = 50 
(ðèñ. 3). Ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (43) áûëî èñïîëüçîâàíî
âûðàæåíèå âåëè÷èíû f 0  (29), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìîäèôèöè -
ðîâàííîãî òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ. 
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö îò m  â òî÷êå y = 1 äëÿ ðàçíûõ ìîìåíòîâ
áåç ðàçìåðíîãî âðåìåíè t (÷èñëà ó êðèâûõ)



ÓÃËÎÂÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÀÑÒÈÖ 

ÏÐÈ ÈÕ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÐÀÑÑÅßÍÈÈ

Èçâåñòíî, ÷òî ðàññåÿíèå ÊË â ìåæïëàíåòíîé ñðåäå àíèçîòðîïíî, ïðè -
÷åì ðàññåÿíèå ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñðåäíåìó ìàã -
íèòíîìó ïîëþ, îñëàáëåíî [20, 22]. Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò äèôôó -
çèè ÊË ïî óãëàì â ñëåäóþùåì âèäå:

D Dmm m m= -
1

2
10

2( )( ). (44)

Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö âåëè÷èíà D0 ( )m  ðàâíà åäèíèöå, à
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dmm  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (8). Â ñëó -
÷àå àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê -
öèÿ D0 ( )m  èìååò ìèíèìóì â òî÷êå m = 0. Çàïèøåì êèíåòè÷åñêîå óðàâ -
íåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå àíèçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö:

¶

¶
+

¶

¶
+

¶

¶
-

¶

¶
-

¶

¶
-

-
ò

d

t

m
m

d
mmd

m
m m

f f

y

f

y y
d f D

2

1

2

1

2
10

1

1

0 ( )( 2 0)
¶

¶
=

d

m

f
. (45)

Äàííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (36), ñîîòâåòñòâóþùåãî
èçî òðîïíîìó ðàññåÿíèþ, òîëüêî ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì. 

Çàïèøåì âåëè÷èíó D0 ( )m  â ñëåäóþùåì âèäå [8, 12, 20, 22]

D
q q

q
0

13

4 2
( )

( )( )
| |m m=

- -
- , (46)

ãäå q — ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñïåêòðà ñëó÷àéíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè -
÷åì 1 £ q < 2. Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö q = 1. Ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà q àíèçîòðîïèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. 

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ÊË ïî
óãëàì Dmm  (44), (46) îò êîñèíóñà ïèò÷-óãëà ÷àñòèöû ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q. Ñëó÷àé q = 1 ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïíîìó ðàñ -
ñåÿíèþ ÷àñòèö, äëÿ q ¹ 1 êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÊË ðàâåí íóëþ ïðè
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ÊË Dmm  (44), (46) îò êîñèíóñà ïèò÷-óãëà
÷àñ òèöû m  äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q (÷èñëà ó êðèâûõ)



m = 0 (ðèñ. 4). Èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ÊË â ìåæïëàíåòíîé ñðåäå
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òðàíñïîðòíîãî ïðîáåãà L, à àíèçîòðîïèÿ
ðàññåÿíèÿ çàâèñèò îò åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà q. Â ðàáîòàõ [8, 23, 33]
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÊË Dmm  çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, îäèí èç
êîòîðûõ îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå Dmm  ïðè m = 0. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ âåëè÷èíû D0 ( )m , êðîìå ñîîòíîøåíèÿ (46),
áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ôîðìóëó

D0
21( ) ( )m g bm= + , (47)

ãäå

g
b

b

b
b=

+
-

ì
í
î

ü
ý
þ

3

2

1
1arctg .  (48)

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÊË ïî óãëàì (44), (48) îòëè÷åí îò íóëÿ â
òî÷êå m = 0, à àíèçîòðîïèÿ ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ïàðàìåòðîì b (b ³ 0). Èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà b = 0. 
Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îò m âåëè÷èíû Dmm  (44), (48) äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðà ìåò -
ðà b ðàññåÿíèå ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àíèçîòðîïíûì, à ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ÊË ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ
(ðèñ. 5). 

Íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (45) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË:

d m a m a m a m a mf
f

y

f

y

f

y
( ) ( ) ( ) ( ) ( )=

¶

¶
+

¶

¶
+

¶

¶
+

¶
1

0
2

2
0

2 3

3
0

3 4

2 f

y
0

¶ ¶t
. (49)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË f y( , , )m t  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
èçîòðîïíîé ÷àñòè f 0  è àíèçîòðîïíîé ÷àñòè df , ïðè÷åì df  << f 0 . Ïðèâå -
äåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí a mn ( ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèþ
(46) äëÿ D0 ( )m :

16 ISSN 0233-7665. Ê³íåìàòèêà ³ ô³çèêà íåáåñ. ò³ë. 2019. Ò. 35, ¹ 1

Þ. È. ÔÅÄÎÐÎÂ

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îò m  êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè Dmm  (44), (48) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïà ðà -
ìåòðà  àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ b (÷èñëà ó êðèâûõ)



a m m m1
24

6
( ) | |= -

- -q qsign , (50)

a m nn
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2
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, (51)

a m m nn
n n

m

3

2

0

2
3 22 4

27

1
( )

( )( ) ( )( |
| |

=
- - - -

ò
-

- -q q
d q

q q

sign
m

n

| )2

21

-

-
-

ì
í
î

q

-
-

-

-

-
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, (52) 

a m m nn
n

n

m

4

0

1
3

2

4 2

9 3

1

1
( )

( )( )

( )

| |

=
- -

-

-

-ò
-

-q q

q
d q

q

sign . (53)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q = 1 ñîîòíîøåíèÿ (49) — (53)
ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèåì äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ôóíêöèè ðàñïðåäå -
ëåíèÿ ÊË (39), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö.
Ôóíêöèè a m1 ( ), a m3 ( ), a m4 ( ) èçìåíÿþò çíàê ïðè èçìåíåíèè çíàêà  m, à
âåëè÷èíà a m2 ( ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé m. Åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû D0 ( )m  ôîðìóëó (47), òî ôóíêöèè a mn ( )
îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè, è ìû èõ íå ïðèâîäèì. 

Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË (40) èìååò âèä

f y
f

y

f

y

f

y
1

0
3

3
0

3 4

2
01

3
( , )t z z

t
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¶ ¶
, (54)
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27
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1 1

1
= - - -
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-

ì
í
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+ò
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q q d q
q q

+
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ëê
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ûú
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1 6 2 7 2 1

q
F q q F q q( , ; ; ) ( , ; ; ) , (55)

z 4

24

9 5 2
=

-

-

( )

( )

q

q
, (56)

à F a b c x( , ; ; ) — ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (54) —
(56) ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì ïî m àíèçîòðîïíîé ñîñòàâëÿþùåé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË (49) — (53). 

Ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû z 3  (55) èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå
çíà÷åíèå èíòåãðàëà [2]:

d F
0

1

1

1

1
1 1 2 1ò +

=
+

+ + -m
m

m g
g g

g

( , ; ; ). (57)
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Ïîäñòàâèâ âåëè÷èíó f1  (54)—(56) â óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
(11), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÊË:
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y
y0

2
0

2 3

4
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4 4

3
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1

3t
z z

t
tY( , ). (58)

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ÊË (16) âûðàçèì ñìåøàííóþ
ïðîèçâîäíóþ âåëè÷èíû f 0  ÷åðåç ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ f 0  ïî êîîð -
äèíàòå y. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãèïåðäèôôóçèè

¶

¶
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¶

¶
+ +

æ

è
ç

ö

ø
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¶

¶
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f f

y

f

y
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2
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z z  Y

Y
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y
t z-
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¶
4

2

2
. (59)

Èç óðàâíåíèé (59), (16) ïîëó÷èì òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå

¶
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¶

¶
+

¶

¶
= +

¶
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¶

¶

f f
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y
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t h
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Y Y
( , ) , (60)

ãäå

h z z z z= + =3 3 34 3 3( ), . (61)

Òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå (60) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðî -
ñòðà íåíèÿ âîçìóùåíèé v / 3h. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè ÷å -

íèè àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ «ñèãíàëà», ñî -
îò âåòñòâóþùàÿ äàííîìó òåëåãðàôíîìó óðàâíåíèþ, óìåíüøàåòñÿ. Òàê, 
íàïðèìåð, åñëè äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîçìóùåíèé ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 0.67v, òî â ñëó÷àå ðåçêî àíèçîòðîï -
íîãî ðàññåÿíèÿ ýòà õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà 0.55v. 

Ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (60) èìååò âèä
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ãäå

x t h= -2 23 y . (63)

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå â âèäå
ñóììû (28), ãäå
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f y0

3

2 3 2
d t

h

t

h
( , ) exp= -

æ

è
ç

ö

ø
÷´

L
  

´ +
æ

è
ç

ö

ø
÷ - + ¢ -

ì
í
î

ü
ý
þ

h
z

h
t d t h zhd t h

3

4
3 3 3( | | ) ( | | )y y . (65)

Ïðè óñëîâèè t >> 1 èç ôîðìóëû (65) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

f y
y y

0

2 23
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h z= -
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è
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æ

è
çç
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ø
÷÷. (66)

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q = 1 ôîðìóëà (66) ñîâïàäàåò ñ âûðà æå íèåì
(22), ñîîòâåòñòâóþùèì èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ. 

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû Lf 0  îò âðåìåíè ïðåäñòàâ -
ëåíà íà ðèñ. 6. Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû ïðèâåäåíû ó ñîîò -
âåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò àíèçîòðîï -
íîìó ðàññåÿíèþ (q = 5/3), à øòðèõîâûå — èçîòðîïíîìó. Âåëè÷èíà f 0

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (64). Ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ «ñèãíàëà» îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ïðè
èçîòðîïíîì, ïîýòîìó íà÷àëî óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäèò ïîçäíåå (ðèñ. 6). Äëÿ èçîòðîï -
íîãî ðàññåÿíèÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ ðàâíà 0.67v, à
ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q = 5/3 ñêîðîñòü «ñèãíàëà» ñîñòàâëÿåò âåëè -
÷è íó, ðàâíóþ 0.57 ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñïëîøíûå è 
øòðèõîâûå êðèâûå ñëèâàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò àíèçîòðîïèè ïðî -
öåñ ñà ðàññåÿíèÿ (ðèñ. 6). 

Ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË (31),
(49) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îò âðåìåíè t äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé
êîîðäèíàòû y. Ñïëîøíûå êðèâûå — ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö (q = 5/3),
øòðèõîâûå — ïðè èçîòðîïíîì



f y

f f

f

y f

f

y

( , , )m t
a a= +

¶

¶
+

¶

¶
+1 2

1
2

1
1

0

0
2

0

2
0

2

+
¶

¶
+

¶

¶ ¶
2

1
2

1
3

0

3
0

3 4

0

2
0a a
tf

f

y f

f

y
 . (67) 

Ôóíêöèè a mn ( ) (50) — (53) çàâèñÿò îò àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ
÷àñòèö. 

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè ðàñ -
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö (67) îò m â òî÷êå y = 1 â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîãî ðàñ -
ñåÿíèÿ ÷àñòèö (q = 5/3). Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè óêàçàíû ó
ñî îòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Âèäíî, ÷òî ñî âðåìåíåì óãëîâîå ðàñïðå äå -
ëåíèå ÊË ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê èçîòðîïíîìó. Àíèçî òðîïíîìó
ðàññåÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò èíàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîòðîïíûì ðàññåÿ -
íèåì ÷àñòèö) çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò êîñèíóñà ïèò÷-
óãëà. Êðèâûå óãëîâîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË äëÿ
àíè çîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøåé êðèâèçíîé, ÷åì
êðè âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö (ðèñ. 7 è
ðèñ. 3). 

Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò
âåëè÷èíû m ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè (øòðèõîâûå êðèâûå) è ïðè
àíè çîòðîïíîì ðàññåÿíèè (ñïëîøíûå êðèâûå). Çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé
êîîðäèíàòû y = 1. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÊË Dmm  îïðåäåëåí ôîð -
ìóëîé (47), èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåò -
ðà b = 0, à àíèçîòðîïíîìó — b = 10. Ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè f y0 ( , )t
èñïîëüçîâàíî ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (64). Âèäíû ðàçëè÷èÿ
ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ â çàâèñèìîñòè îò àíèçîòðîïèè
ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè çàâèñèìîñòü ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË îò m îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê ëèíåéíîé, à â ñëó÷àå
àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ — ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ñóùåñòâåííî
èñêðèâëåíû. 
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö (67) îò âåëè÷èíû m   â ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè t ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè (q = 5/3). Çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû y = 1



ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈß ÓÃËÎÂÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß 

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÅÉ

Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì àíèçîòðîïèÿ óãëîâîãî ðàñ -
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö. Àíèçîòðîïèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË îïðåäå -
ëÿ åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

x t
t

t
( , )
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( , )
y

f y

f y
= 3 1

0

.  (68)

Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ïåðâàÿ ãàðìîíèêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
÷àñòèö èìååò âèä (41). Ñëåäîâàòåëüíî

x
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. (69)

Â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíà f 0  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå -
íèþ (17), à àíèçîòðîïèÿ ÊË (68) èçìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü -
íî âðåìåíè, ïðîøåäøåìó ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö. 

Àíèçîòðîïèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

x t
t

t
2
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f y

f y
= , (70)

ãäå

f y d P f y2
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ò . (71)

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ 
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.  (72)
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö îò âåëè÷èíû m  â òî÷êå y = 1 äëÿ ðàçíûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè t. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò àíèçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ (b = 10),
øòðèõîâûå — èçîòðîïíîìó (b = 0)



Àíèçîòðîïèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

x t
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t
3

3
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ïðîïîðöèîíàëüíà òðåòüåé ãàðìîíèêå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË:

f y d P f y3
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ò . (74)

Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö
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Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âåëè÷èí x n  â
òî÷êå y = 1. Øòðèõîâûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò èçîòðîïíîìó ðàññåÿ -
íèþ ÷àñòèö. Âèäíî, ÷òî âñå âåëè÷èíû x n , õàðàêòåðèçóþùèå àíèçîòðî -
ïèþ óãëîâî ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË, ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ ñî âðåìå -
íåì (ïî àáñî ëþòíîé âåëè÷èíå). Âåëè÷èíà |x 3 | îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t. Â òî÷êå y = 1 âòîðàÿ ãàðìîíèêà ôóíêöèè ðàñïðå -
äåëåíèÿ ÊË îòðèöàòåëüíà, à åå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ çíà -
÷è òåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïåðâàÿ ãàðìîíèêà. Ïðè ðàñ÷åòå àíèçîòðîïèè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË áûëî èñïîëüçîâàíî ðåøåíèå òåëåãðàô íî -
ãî óðàâíåíèÿ (29) è âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö
(39). 

Ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âû ðà -
æå íèå äëÿ àíèçîòðîïèè ÊË:
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, (76)

ãäå ôóíêöèè z z3 4,  îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (55), (56). 
Âûðàæå íèå äëÿ àíèçîòðîïèè âòîðîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííîé íà -

ëè ÷èåì âòîðîé ãàðìîíèêè â óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö, èìååò âèä
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü àíèçîòðîïèè x óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â òî÷êå y = 1 îò âðåìåíè t.
Ñïëîøíûå êðèâûå — àíèçîòðîïíîå ðàññåÿíèå (q = 5/3), øòðèõîâûå — èçîòðîïíîå (q = 1)



x m m a m2

0

2
0

2

0

1
2

25
1

3 1=
¶

¶
-òf

f

y
d ( ) ( ), (77)

ãäå ôóíêöèÿ a m2 ( ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (51). 
Åñëè ðàññåÿíèå ÷àñòèö àíèçîòðîïíî, òî äëÿ âåëè÷èíû x 3  ïîëó÷àåì
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ãäå ôóíêöèè a mn ( ) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (50)—(53). 
Ïðè âû÷èñëåíèè àíèçîòðîïèè ÊË (76)—(78) âîñïîëüçóåìñÿ ðåøå -

íè åì òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (64). Íà ðèñ. 9 ñïëîøíûìè êðèâûìè
ïðåä ñòàâ ëåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âåëè÷èí x n , êîòîðûå õàðàêòå -
ðèçóþò óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÊË ïðè àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñ -
òèö. Ïàðàìåòð q, õàðàêòåðèçóþùèé àíèçîòðîïèþ ðàññåÿíèÿ, ðàâåí 5/3. 
Âèäíî, ÷òî âñå âåëè÷èíû x n  óìåíüøàþòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ÊË ñòàíî âèòñÿ âñå áîëåå èçîòðîïíîé (ðèñ. 9). Âåëè÷èíà |x 2 | ïðè àíèçî -
òðîïíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö îêàçûâàåòñÿ ìàëîé, â îòëè÷èå îò åå çíà÷å -
íèé äëÿ èçî òðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Íàïðîòèâ, âåëè÷èíà |x 3 | ïðèîáðåòàåò
ïðè àíèçîò ðîï íîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå.

Åñëè t >> 1, òî â ôîðìóëàõ (76), (78) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè ñëà -
ãàåìûìè, êðîìå ïåðâûõ, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ãðàäèåíòó êîí -
öåíòðàöèè ÊË. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè äàííûå ôîðìóëû ñóùåñòâåí íî
óïðîùàþòñÿ:
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, (79)
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Åñëè ðàññåÿíèå ÷àñòèö áëèçêî ê èçîòðîïíîìó (ïàðàìåòð q áëèçîê ê 
åäèíèöå), òî âåëè÷èíà x 3  (80) áëèçêà ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøå -
íèå âåëè÷èí x x3 1/  õàðàêòåðèçóåò àíèçîòðîïèþ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (79), (80), ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòð q:

q =
-

-

7 18

7 3
3

3

x x

x x
. (81)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (81) ïðèìåíèìà ïðè óñëîâèè îäíîðîäíîñòè 
ðåãóëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âëèÿíèå ìàãíèòíîé ôîêóñèðîâêè íà
ðàñïðîñòðàíåíèå ÷àñòèö â ìåæïëàíåòíîì ìàãíèòíîì ïîëå â äàííîé
ðàáîòå íå ó÷èòûâàëîñü [4, 8—10, 20, 33]. 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà, îïèñûâàþ -
ùå ãî ðàñïðîñòðàíåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè â îäíî -
ðîä íîì ñðåäíåì ìàãíèòíîì ïîëå, ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ
ñôå ðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö. Íà îñíîâå
äàí íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ÊË: óðàâ -
íå íèå ãèïåðäèôôóçèè, ìîäèôèöèðîâàííîå òåëåãðàôíîå óðàâ íå íèå è
óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå íàëè÷èå âòîðîé ãàðìîíèêè óãëî âîãî ðàñïðå -
äåëåíèÿ ÷àñòèö. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà ÊË, ñîîòâåò -
ñòâóþùèå ìãíîâåííîé èíæåêöèè ÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî åñ ëè âðåìÿ,
ïðîøåäøåå ïîñëå èíæåêöèè ÷àñòèö, çíà÷èòåëüíî ïðåâû øà åò îáðàò -
íóþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé, ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïåðå íî ñà ñîâïà -
äà þò. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå t >> 1 ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí íîå ðàñïðå -
äåëåíèå ÊË îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äèôôóçèè. 

Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ÊË â ñëó÷àå èõ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ìàãíèò -
íîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñó -
ùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñòåïåíè àíèçîòðîïèè èõ ðàññåÿíèÿ.
Ïðî àíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊË îò âðåìå -
íè è ïîëó÷åíà îöåíêà ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî àíèçîòðîïèþ ïðî -
öåñ ñà ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. 
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ì³÷í³ ïðîìåí³ âïëèâàþòü íà çâ’ÿçîê, íà ðîáîòó åëåêòðîí³êè êîñì³÷íèõ êîðàáë³â,
çáóðþþòü ìàãí³òîñôåðó òà ³îíîñôåðó Çåìë³. Îñíîâíèì ìåõàí³çìîì, ÿêèé êîíòðîëþº 
ïîøèðåííÿ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâèù³, º ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê
íà íåîäíîð³äíîñòÿõ ìàãí³òíîãî ïîëÿ. Íà îñíîâ³ ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ Ôîêêåðà —
Ïëàíêà ðîçãëÿíóòî ïîøèðåííÿ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê âèñîêî¿ åíåðã³¿ ó ìàãí³òíîìó
ïîë³, ÿêå º ñóïåðïîçèö³ºþ îäíîð³äíîãî ñåðåäíüîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ ³ ìàãí³òíèõ
íåîäíîð³äíîñòåé ð³çíèõ ìàñøòàá³â. Ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà â³ä -
ïîâ³äàº áàãàòîêðàòíîìó ðîçñ³ÿííþ ÷àñòèíîê íà ìàë³ êóòè, à ³íòåãðàë ç³òêíåíü öüîãî
ð³âíÿííÿ îïèñóº äèôóç³þ ÷àñòèíîê ó ³ìïóëüñíîìó ïðîñòîð³. Íà îñíîâ³ ê³íåòè÷íîãî
ð³âíÿííÿ îäåðæàíî ñèñòåìó äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü äëÿ ñôåðè÷íèõ ãàðìîí³ê ôóíêö³¿ 
ðîçïîä³ëó êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â. Îäåðæàíî ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ³
íàâåäåíî ðîçâ’ÿçêè öèõ ð³âíÿíü. Äîñë³äæåíî åâîëþö³þ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó êîñì³÷íèõ 
ïðîìåí³â çà àí³çîòðîïíîãî ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàã -
í³òíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ùî ôóíêö³ÿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê ñóòòºâèì ÷è íîì
çà ëåæèòü â³ä ñòóïåíÿ àí³çîòðîï³¿ ¿õíüîãî ðîçñ³ÿííÿ. Ïðîàíàë³çîâàíî çàëåæí³ñòü ôóí -
ê ö³¿ ðîçïîä³ëó êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â â³ä ÷àñó ³ îäåðæàíî îö³íêó ïàðàìåòðà, ÿêèé âè -
çíà ÷àº àí³çîòðîï³þ ïðîöåñó ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîñì³÷í³ ïðîìåí³, ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ, äèôóç³ÿ, òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ. 
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COS MIC RAY DIS TRI BU TION FUNC TION UN DER ANISOTROPIC 
PAR TI CLE SCAT TER ING ON MAG NETIC FIELD FLUC TU A TIONS

The ac cel er a tion of en er getic par ti cles and their prop a ga tion in  mag netic fields of the so lar
wind and the Ga lac tic is one of the ac tual as tro phys i cal prob lems. Cos mic rays af fect  com -
mu ni ca tion, space craft elec tron ics, dis turb mag neto sphere and ion o sphere of the Earth.
The par ti cle scat ter ing on the mag netic field ir reg u lar i ties ap pears as the ba sic mech a nism,
which con trol cos mic ray prop a ga tion in the in ter plan e tary me dium. If en er getic par ti cle
scat ter ing in the in ter plan e tary me dium is rel a tively weak, thus the par ti cle mean free path
is com pa ra ble to the he lio cen tric dis tance; it is nec es sary to use ki netic equa tion de scrip tion 
of cos mic ray prop a ga tion. The en er getic charged par ti cle prop a ga tion in mag netic field,
which is a su per po si tion of the mean ho mo ge neous mag netic field and mag netic inhomo -
geneities of var i ous scales, is con sid ered based on the ki netic equa tion. Fokker-Planck ki -
netic equa tion cor re sponds to the mul ti ple small an gle scat ter ing and the scat ter ing in te gral
of this equa tion de scribes par ti cle dif fu sion in the mo men tum space. Based on ki netic
equa tion the set of dif fer en tial equa tions for the spher i cal har mon ics of cos mic ray dis tri bu -
tion func tion is ob tained. The cos mic ray trans port equa tions are de rived and so lu tions of
these equa tions are ob tained. The evo lu tion of cos mic ray dis tri bu tion func tion un der
anisotropic par ti cle scat ter ing on mag netic field fluc tu a tions is stud ied. It is shown that the
par ti cle an gu lar dis tri bu tion de pends suf fi ciently on the level of their scat ter ing ani so tropy. 
The temporal dependence of the cosmic ray distribution function is analyzed and the
estimate of the parameter, which characterized the particle scattering anisotropy, is
obtained.
Key words: cos mic rays, ki netic equa tion, dif fu sion, tele graph equa tion.
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