
UDK 517.5

U. V. Hudyma  (Kam’qnec\-Podil. un-t) 

NAJKRAWA RIVNOMIRNA APROKSYMACIQ 

NEPERERVNOHO KOMPAKTNOZNAÇNOHO 

VIDOBRAÛENNQ MNOÛYNAMY 

NEPERERVNYX ODNOZNAÇNYX VIDOBRAÛEN| 

We prove theorems of the existence, the necessary and sufficient conditions and criteria of the extremal
element for a problem of the best uniform approximation of continuous compact-valued map by sets of
continuous single-valued maps.

Vstanovleno teoremy isnuvannq, neobxidnu i dostatng umovy ta kryteri] ekstremal\noho ele-

menta dlq zadaçi najkrawo] rivnomirno] aproksymaci] neperervnoho kompaktnoznaçnoho vidobra-

Ωennq mnoΩynamy neperervnyx odnoznaçnyx vidobraΩen\. 

1.  Postanovka zadaçi.  Nexaj  S — kompakt,  X — normovanyj linijnyj nad po-

lem kompleksnyx (dijsnyx) çysel prostir,  C  ( S, X ) — normovanyj linijnyj nad

polem dijsnyx çysel prostir odnoznaçnyx vidobraΩen\  g  kompaktu  S  v  X,  ne-

perervnyx na  S,  z normog  g   =  max ( )
s S

g s
∈

,  K  ( X ) — sukupnist\ neporoΩnix

kompaktiv prostoru  X,  C (  S, K ( X )) — mnoΩyna neperervnyx na  S  bahatoznaç-

nyx vidobraΩen\  S  v  K ( X ) ,  V  ⊂  C ( S, X ) . 
Zadaçeg najkrawo] rivnomirno] aproksymaci] vidobraΩennq  a  ∈  C ( S, K  ( X ))

mnoΩynog  V  neperervnyx odnoznaçnyx vidobraΩen\ budemo nazyvaty zadaçu

vidßukannq velyçyny 

αa V∗ ( )  =  inf sup sup ( )
( )g V s S y a s

g s y
∈ ∈ ∈

− . (1.1)

Qkwo isnu[ vidobraΩennq  g*
 ∈ V  take, wo 

αa V∗ ( )  =  sup sup ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − ,

to joho budemo nazyvaty ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.1). 

Qk vidomo, teoriq aproksymaci] ma[ svo]m poçatkom zadaçu P. L. Çebyßova

pro rivnomirne (çebyßovs\ke) nablyΩennq neperervno] na vidrizku dijsnoznaç-

no] funkci] mnoΩynog alhebra]çnyx mnohoçleniv stepenq, wo ne perevywu[  n.
Pizniße rozhlqdalas\ nyzka j inßyx postanovok zadaç pro najkrawe nably-

Ωennq funkci], odni[g z qkyx [ zadaça pro rivnomirne nablyΩennq neperervno]

na kompakti  S  dijsnoznaçno] (kompleksnoznaçno]) funkci]  a  mnoΩynog  V  in-

ßyx neperervnyx na c\omu kompakti funkcij, tobto zadaça vidßukannq velyçy-

ny 

inf max ( ) ( )
g V s S

g s a s
∈ ∈

− . (1.2)

Z rozvytkom teori] normovanyx linijnyx prostoriv stalo zrozumilym, wo ßyro-

ke kolo zadaç najkrawoho nablyΩennq dopuska[ zahal\nu postanovku, qkwo qk

miru vidxylennq rozhlqdaty normu prostoru, wo dalo moΩlyvist\ vykorystovu-

vaty dlq rozv’qzannq cyx zadaç ide] ta metody funkcional\noho analizu.  Vna-

slidok c\oho bulo sformul\ovano zadaçu najkrawoho nablyΩennq elementa  a
normovanoho linijnoho prostoru  X  mnoΩynog  V X⊂ ,  tobto zadaçu vidßukan-

nq velyçyny

inf
g V

g a
∈

− . (1.3)

Zadaça vidßukannq velyçyny (1.3) doslidΩuvalas\ bahat\ma avtoramy.  Osnovni

rezul\taty cyx doslidΩen\ pidsumovano  u  monohrafiqx  N.9I. Axi[zera [1],
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V.9K.9Dzqdyka [2], M. P. Korn[jçuka [3], P.-Û. Lorana [4], O. I. Stepancq [5, 6],
V.9M. Tyxomyrova [7] ta in. 

VaΩlyvi rezul\taty doslidΩennq zadaç vidßukannq velyçyn (1.2), (1.3) bulo

uzahal\neno na vypadok zadaçi vidßukannq velyçyny     

inf max ( ) ( )
g V s S

g s a s
∈ ∈

− , (1.4)

de  S,  X ,  C  ( S, X  ) ,  V  oznaçagt\sq, qk i pry postanovci zadaçi (1.1),  a  a ∈
∈ C ( S, X ) . 

Zadaça najkrawoho rivnomirnoho polinomial\noho nablyΩennq abstraktno]

funkci]  a ∈ C ( S, X )  uperße rozhlqdalas\ S. I. Zuxovyc\kym ta M. H. Krejnom u

roboti [8], de vyvçalys\ funkci] zi znaçennqmy v skinçennovymirnomu kompleks-

nomu evklidovomu prostori. 

Pytannqm isnuvannq, [dynosti, xarakteryzaci], pobudovy çysel\nyx metodiv

vidßukannq ekstremal\noho elementa dlq velyçyny (1.4) pry riznyx prypuwen-

nqx wodo  S,  X  ta  V  prysvqçeno velyku kil\kist\ robit (dyv., napryklad, [8 –
19]). 

VaΩlyvyj klas zadaç teori] nablyΩennq utvorggt\ zadaçi najkrawoho od-

noçasnoho nablyΩennq kil\kox abo neskinçenno] kil\kosti elementiv.  Do zadaç

odnoçasnoho nablyΩennq kil\kox elementiv moΩna vidnesty zadaçu Ítejnera,

zadaçu vidßukannq çebyßovs\koho centra systemy kil\kox toçok, zadaçu od-

noçasnoho nablyΩennq funkci] ta ]] poxidno], osnovni rezul\taty doslidΩennq

qko] otrymani O. I. Stepancem, ta in. 

VaΩlyvym vypadkom zadaçi najkrawoho odnoçasnoho nablyΩennq neskinçen-

no] kil\kosti elementiv [ zadaça pro çebyßovs\kyj centr kompaktu  K  normova-

noho linijnoho nad polem kompleksnyx (dijsnyx) çysel prostoru  X  vidnosno

mnoΩyny  V  c\oho prostoru, tobto zadaça vidßukannq velyçyny 

inf max
g V y K

g y
∈ ∈

− . (1.5)

Pytannqm isnuvannq, [dynosti, stijkosti, xarakteryzaci], naleΩnosti çeby-

ßovs\koho centra mnoΩyny opuklij obolonci ci[] mnoΩyny prysvqçeno nyzku

prac\ (dyv., napryklad, [20 – 27]). 
Sered zadaç najkrawoho odnoçasnoho nablyΩennq neskinçenno] kil\kosti

elementiv slid vydilyty takoΩ zadaçu najkrawo] odnoçasno] rivnomirno] aprok-

symaci] sim’]  ϕ j j I, ∈ ,  neperervnyx na kompakti  S  dijsnoznaçnyx funkcij,

takyx, wo  Φ1( ) min ( )s s
j I j=
∈

ϕ ,  Φ2( ) max ( )s s
j I j=
∈

ϕ ,  s  ∈  S,  takoΩ [ neperervnymy

na  S  funkciqmy, mnoΩynog  V C S⊂ ( ),  qka polqha[ u vidßukanni velyçyny 

inf max max ( ) ( )
g V j I s S jg s s

∈ ∈ ∈
− ϕ . (1.6)

Zadaça vidßukannq velyçyny (1.6) rozhlqdalas\, zokrema, u pracqx [28 – 32]. 
U vypadku, koly funkciq, wo aproksymu[t\sq, ne oznaçena toçno, ale vido-

mo, wo dlq koΩnoho  s  kompaktu  S  ]] znaçennq naleΩat\ deqkij kompaktnij

mnoΩyni  a s R( ) ⊂ ,  pryçomu mnoΩyny  a s( )   zminggt\sq neperervno po  s  na  S,
dlq najkrawoho rivnomirnoho vidtvorennq tako] funkci] funkciqmy mnoΩyny

V C S⊂ ( )  pryrodno postavyty zadaçu vidßukannq velyçyny 

inf max max ( )
( )g V s S y a s

g s y
∈ ∈ ∈

− . (1.7)

Zrozumilo, wo zadaçi vidßukannq velyçyn (1.2) – (1.7) vkladagt\sq u sxemu po-

stanovky zadaçi najkrawo] rivnomirno] aproksymaci] neperervnoho kompaktno-

znaçnoho vidobraΩennq mnoΩynamy neperervnyx odnoznaçnyx vidobraΩen\, tob-

to [ çastkovymy vypadkamy zadaçi vidßukannq velyçyny (1.1). 

Slid zaznaçyty, wo pytannq aproksymaci] bahatoznaçnyx vidobraΩen\ u riz-

nyx aspektax rozhlqdalys\ u bahat\ox pracqx (dyv., napryklad, [33 – 40]).  Bil\-
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ßist\ cyx prac\ prysvqçeno pytannqm isnuvannq tak zvanyx odnoznaçnyx ta

prostißyx bahatoznaçnyx neperervnyx  ε -aproksymacij bahatoznaçnyx vidobra-

Ωen\.  Lyße v okremyx robotax rozhlqdagt\sq pytannq najkrawo] aproksyma-

ci] bahatoznaçnyx vidobraΩen\.  Zokrema, u praci [33] doslidΩuvalas\ zadaça

najkrawoho nablyΩennq sehmentnyx funkcij vidnosno xausdorfovo] metryky.

U praci [35] rozhlqnuto pytannq pro isnuvannq u mnoΩyni bahatoznaçnyx poli-

nomiv fiksovanoho porqdku najkrawoho rivnomirnoho nablyΩennq neperervnoho

bahatoznaçnoho vidobraΩennq sehmenta  [ 0, 1 ]  u mnoΩynu  K Rlυ( )  neperervnyx

opuklyx kompaktiv prostoru  Rl .  U praci [36] vstanovleno teoremy isnuvannq

ta xarakteryzaci] najkrawoho rivnomirnoho nablyΩennq bahatoznaçnoho nepe-

rervnoho vidobraΩennq kompaktu  U  prostoru  Rm
  v  K Rlυ( )  stalymy vidobra-

Ωennqmy kompaktu  U  v  K Rlυ( ).  U praci [38] vstanovleno teoremy isnuvannq,

[dynosti ta xarakteryzaci] ekstremal\noho elementa dlq zadaçi vidßukannq ve-

lyçyny (1.7) u vypadku, koly  S  [  vidrizkom  [ 0, 1 ] ,  V — mnoΩyna polinomiv  n-
ho stepenq, a  a t g t g t( ) ( ), ( )[ ]= 1 2 ,  t ∈  [ 0, 1 ] ,  de  g1 ( t )  i  g2 ( t ) — neperervni na

[ 0, 1 ]  funkci], dlq qkyx  g1 ( t )  ≤  g2 ( t )  pry  t ∈ [ 0, 1 ] . 
U danij statti dovedeno deqki teoremy isnuvannq ta [dynosti ekstremal\noho

elementa dlq velyçyny (1.1);  vstanovleno neobxidnu i dostatng umovy ta kry-

terij ekstremal\noho elementa  g∗
  dlq velyçyny (1.1), qkyj [ uzahal\nennqm

vidomoho klasyçnoho kryterig Kolmohorova mnohoçlena, wo najmenße vidxy-

lq[t\sq vid zadano] funkci] [41], na vypadok zadaçi najkrawo] rivnomirno] ap-

roksymaci] neperervnoho kompaktnoznaçnoho vidobraΩennq tak zvanog  Γ∗-mno-

Ωynog vidnosno  g∗;  rozhlqnuto konkretyzaci] c\oho kryterig na vypadok zir-

kovo] vidnosno  g∗,  v tomu çysli opuklo], mnoΩyny, a takoΩ na vypadok zadaçi

vidßukannq velyçyny (1.5), qki stanovlqt\ samostijnyj interes. 

Zrozumilo, wo zadaçu vidßukannq velyçyny (1.1) moΩna zapysaty v ekviva-

lentnij formi 

αa V∗ ( )  =  inf max max ( )
( )g V s S y a s

g s y
∈ ∈ ∈

− . (1.8)

Ce vyplyva[ z neperervnosti funkci]  F yz( )  =  z y− ,  z ∈  X,  po  y  na  X,  kom-

paktnoznaçnosti vidobraΩennq  a  ta vlastyvostej neperervno] na kompakti dij-

snoznaçno] funkci] (dyv., napryklad, [42, c. 28]) ta nastupnoho tverdΩennq. 

TverdΩennq01.1.  Dlq bud\-qkoho  g ∈ C ( S, X )  funkciq 

Φa
g s( )  =  max ( )

( )y a s
g s y

∈
− ,    s ∈ S,

[ neperervnog po  s  na  S. 
Dovedennq.  Nexaj  s0 ∈ S  i  ε  >  0.  Oskil\ky vidobraΩennq  a ∈ C ( S, K ( X )) ,

to vono napivneperervne v toçci  s0  i zverxu, i znyzu (dyv., napryklad, [43, c. 96]).
Zvidsy ta z neperervnosti odnoznaçnoho vidobraΩennq  g  robymo vysnovok, wo

dlq okolu  Uε / ( )2 0   nulq prostoru  X  radiusa  ε / 2  isnu[ okil  V s( )0   toçky  s0

kompaktu  S  takyj,  wo 

a ( s )  ⊂  a s U( ) ( )/0 2 0+ ε ,    a ( s0 )  ⊂  a s U( ) ( )/+ ε 2 0 ,    g s g s( ) ( )− 0   <  ε / 2
dlq vsix    s ∈ V ( s0 ) .

Nexaj  s ∈ V ( s0 )  ta element  ys ∈ a ( s )  takyj, wo 

Φa
g s( )  =  max ( )

( )y a s
g s y

∈
−   =  g s ys( ) − .

Na pidstavi spivvidnoßennq  a s a s U( ) ( ) ( )/⊂ +0 2 0ε   isnugt\  y a ss
s
0 0∈ ( )  ta
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z Us ∈ ε / ( )2 0   taki, wo  y y zs s
s s= +
0

  Z uraxuvannqm c\oho dlq vsix  s V s∈ ( )0

oderΩymo 

Φ Φa
g

a
gs s( ) ( )− 0   =  g s y g s ys y a s

( ) max ( )
( )

− − −
∈ 0

0   ≤

≤  g s y g s ys s
s( ) ( )− − −0 0

  ≤  g s g s zs( ) ( )− +0   <  
ε ε
2 2

+   =  ε . (1.9)

Nexaj element  y a ss0 0∈ ( )  takyj, wo 

Φa
g s( )0   =  max ( )

( )y a s
g s y

∈
−

0
0   =  g s ys( )0 0

− .

Dlq  s ∈  V ( s0 )  vnaslidok spivvidnoßennq  a  ( s0 )  ⊂   a s U( ) ( )/+ ε 2 0   isnugt\

y a ss
s0 ∈ ( )   ta  z Us ∈ ε / ( )2 0   taki, wo  y y zs s

s
s0

0= + .  Tomu dlq vsix  s ∈ V ( s0 ) 

Φ Φa
g

a
gs s( ) ( )0 −   =  g s y g s ys y a s

( ) max ( )
( )0 0

− − −
∈

  ≤

≤  g s y g s ys s
s( ) ( )0 0
0− − −   ≤  g s g s zs( ) ( )0 − +   <  

ε ε
2 2

+   =  ε . (1.10)

Iz spivvidnoßen\ (1.9), (1.10) vyplyva[, wo dlq dovil\noho  ε  >  0  isnu[ okil

V ( s0 )  toçky  s0  kompaktu  S  takyj, wo dlq vsix  s ∈ V ( s0 ) 

Φ Φa
g

a
gs s( ) ( )− 0   <  ε .

Ce oznaça[, wo funkciq  Φa
g s( )  [ neperervnog v bud\-qkij toçci  s0 ∈ S. 

TverdΩennq dovedeno. 

2.  Deqki teoremy isnuvannq ekstremal\noho elementa dlq velyçyny

(1.8).  Z uraxuvannqm podannq zadaçi vidßukannq velyçyny (1.1) u vyhlqdi (1.8)

oznaçennq ekstremal\noho elementa dlq ci[] velyçyny moΩna sformulgvaty

takym çynom: 

Qkwo isnu[ vidobraΩennq  g*
 ∈ V  take, wo 

αa V∗ ( )  =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − ,

to budemo nazyvaty joho ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.8). 

TverdΩennq02.1.  Funkciq 

Φa g( )  =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

− ,      g ∈ C ( S, X ) ,

[ neperervnog po  g  na  C ( S, X ) . 
Dovedennq.  Nexaj  g, g0 ∈ C ( S, X ) ,  sg ∈ S  i 

Φa g( )  =  max ( )
( )y a s g

g

g s y
∈

− .

Todi 

Φ Φa ag g( ) ( )− 0   =  max ( ) max max ( )
( ) ( )y a s g s S y a sg

g s y g s y
∈ ∈ ∈

− − −0   ≤

≤  max ( ) max ( )
( ) ( )y a s g y a s g

g g

g s y g s y
∈ ∈

− − −0   ≤

≤  max ( ) ( )
( )y a s g g

g

g s y g s y
∈

− − −( )0   ≤

≤  g s g sg g( ) ( )− 0   ≤  max ( )
s S

g g s
∈

−( )0   =  g g− 0 . (2.1)

Analohiçno dovodyt\sq, wo 
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Φ Φa ag g( ) ( )0 −   ≤  g g− 0 . (2.2)

Na pidstavi nerivnostej (2.1) i (2.2) moΩna zrobyty vysnovok, wo

Φ Φa ag g( ) ( )− 0   ≤  g g− 0 .

Z ci[] nerivnosti j vyplyva[ neperervnist\ funkci]  Φa g( )  v koΩnij toçci  g09∈
∈ C ( S, X ) . 

TverdΩennq dovedeno. 

Teorema02.1.  Qkwo  V — zamknena lokal\no kompaktna mnoΩyna prostoru
C ( S, X ) ,  to ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.8) isnu[. 

Dovedennq.  Nexaj  { }gm m=
∞

1 — ekstremal\na poslidovnist\ dlq velyçyny

(1.8), tobto  gm ∈ V ,  m  =  1, 2, … ,  i 

lim ( )
m a mg

→∞
Φ   =  lim max max ( )

( )m s S y a s mg s y
→∞ ∈ ∈

−   =  αa V∗ ( ). (2.3)

Dlq vsix  m  =  1, 2, … ,  s ∈ S  ma[mo 

g sm( )   ≤  max ( ) max
( ) ( )y a s m y a s

g s y y
∈ ∈

− +   ≤

≤  max max ( ) max max
( ) ( )s S y a s m s S y a s

g s y y
∈ ∈ ∈ ∈

− +   =

=  Φa m s S y a s
g y( ) max max

( )
+

∈ ∈
.

Tomu dlq vsix  m  =  1, 2, … 

gm   =  max ( )
s S mg s
∈

  ≤  Φa m s S y a s
g y( ) max max

( )
+

∈ ∈
.

Zvidsy z ohlqdu na (2.3) robymo vysnovok, wo  { }gm m=
∞

1 [ obmeΩenog poslidovnis-

tg elementiv mnoΩyny  V.  Vnaslidok lokal\no] kompaktnosti ta zamknenosti

mnoΩyny  V   z  { }gm m=
∞

1  moΩna vybraty zbiΩnu do  g V∗ ∈   pidposlidovnist\

{ }gm kk =
∞

1  (dyv., napryklad, [3, c. 21]).  Beruçy do uvahy neperervnist\ funkci]

Φa g( )  ta rivnist\ (2.3), otrymu[mo 

lim ( )
k a mg

k∈∞
Φ   =  Φa g( )∗   =  max max ( )

( )s S y a s
g s y

∈ ∈
∗ −   =  αa V∗ ( ).

Ce oznaça[, wo  g∗
  [ ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.8). 

Teoremu dovedeno. 

Naslidok02.1.  Bud\-qka kompaktna mnoΩyna  V  prostoru  C  ( S, X  )  [ mno-
Ωynog isnuvannq ekstremal\noho elementa dlq zadaçi vidßukannq velyçyny
(1.8). 

Naslidok02.2.  Bud\-qkyj skinçennovymirnyj pidprostir  V  prostoru  C  ( S, X )
[ mnoΩynog isnuvannq ekstremal\noho elementa dlq velyçyny (1.8). 

Spravedlyvist\ naslidku vyplyva[ z teoremy92.1, oskil\ky skinçennovymir-

nyj pidprostir normovanoho prostoru [ lokal\no kompaktnog ta zamknenog

mnoΩynog (dyv., napryklad, [3, c. 21]). 
Rozhlqnemo çastkovyj vypadok zadaçi vidßukannq velyçyny (1.8), koly  S  [

odnoelementnog mnoΩynog, a same, zadaçu vidßukannq velyçyny (1.5).  Qk za-

znaçalos\ vywe, v c\omu vypadku zadaça (1.8) [ zadaçeg vidßukannq çebyßov-

s\oho centra kompaktu  K   u mnoΩyni  V .  U c\omu vypadku element  g∗

mnoΩyny  V  [ ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.5), qkwo 

max
y K

g y
∈

∗ −   =  inf max
g V y K

g y
∈ ∈

− .

Zrozumilo, wo z teoremy92.1 vyplyva[, wo koly  V  [ lokal\no kompaktnog
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zamknenog mnoΩynog prostoru  X,  v tomu çysli i skinçennovymirnym pidpros-

torom prostoru  X,  to ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.5) isnu[. 

Teorema02.2.  Qkwo  X — banaxiv prostir, v qkomu dlq dovil\nyx  x,  y  ma[
misce „nerivnist\ paralelohrama” vyhlqdu 

2 22 2 2x y x y+ − +   ≥  c x y− 2 ,      c  >  0, (2.4)

i  V — zamknena opukla mnoΩyna c\oho prostoru, to ekstremal\nyj element
dlq velyçyny (1.5) isnu[, pryçomu [dynyj. 
Dovedennq.  Zhidno z oznaçennqm infimumu dlq bud\-qkoho natural\noho  n

isnu[  gn ∈ V  take, wo 

α∗( )V   ≤  max
y K ng y

∈
−   <  α∗ +( )V

n
1

. (2.5)

Perekona[mosq, wo  { }gn n=
∞

1  [ fundamental\nog poslidovnistg.  Oskil\ky

g g Vn m, ∈   dlq vsix natural\nyx  n   i  m ,  a  V  [ opuklog mnoΩynog prostoru

X,  to  ( )/g g Vn m+ ∈2 .  Nexaj 

max
y K

n mg g
y

∈

+ −
2

  =  
g g

yn m
n m

+ −
2 ( , ) ,    de    y Kn m( , ) ∈ .

Vykorysta[mo dali „nerivnist\ paralelohrama” (2.4), poklavßy v nij  x   =
=  g yn n m− ( , ) ,  y  =  g ym n m− ( , ) .  Zhidno z ci[g nerivnistg 

2 2 2
2 2 2

g y g y g g yn n m m n m n m n m− + − − + −( , ) ( , ) ( , )   ≥  c g gn m− 2 . (2.6)

Oskil\ky  ( )/g g Vn m+ ∈2 ,  to 

g g yn m n m+ − 2
2

( , )   =  4
2

2g g
yn m

n m
+ − ( , )   =

=  4
2

2

max
y K

n mg g
y

∈

+ −



   ≥  4 2( )( )α∗ V .

Zvidsy ta z nerivnostej (2.5), (2.6) vyplyva[ 

c g gn m− 2   ≤  2 2 4
2 2 2g y g y Vn n m m n m− + − − ∗

( , ) ( , ) ( )( )α   ≤

≤  2
1

2
1

4
2 2

2α α α∗ ∗ ∗+



 + +



 −( ) ( ) ( )( )V

n
V

m
V   =

=  4
1 1 2 2

2 2( )( )α∗ +



 + +V

n m n m
.

Tomu 

g gn m−   ≤  
4 1 1 2 2

2 2

1 2
α∗

+



 + +







( )
/

V
c n m cn cm

.

Vraxovugçy, wo prava çastyna ostann\o] nerivnosti prqmu[ do nulq pry  n  →
→  ∞  ,  m   →   ∞  ,  robymo vysnovok, wo  lim

,n
m

n mg g
→∞
→∞

− = 0.  Ce oznaça[, wo

{ }gn n=
∞

1  [ fundamental\nog poslidovnistg.  Vnaslidok povnoty prostoru  X  i

zamknenosti  V  vona zbiha[t\sq do deqkoho  g V∗ ∈ .  Na pidstavi neperervnosti po

g  funkci]  max
y K

g y
∈

−   (dyv. tverdΩennq92.1) zvidsy ta z nerivnosti (2.5) oder-

Ωu[mo 
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lim max
n y K ng y

→∞ ∈
−   =  max

y K
g y

∈
∗ −   =  α∗( )V .

OtΩe,  g∗
  [ ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.5). 

Perekona[mos\ u [dynosti c\oho elementa.  Nexaj dlq deqkoho  g V∈   takoΩ

ma[ misce rivnist\ 

max
y K

g y
∈

−   =  α∗( )V . (2.7)

Poznaçymo çerez  y∗
  element kompaktu  K,  dlq qkoho 

max
y K

g g
y

∈

∗ + −
2

  =  
g g

y
∗

∗+ −
2

.

Oskil\ky  ( )/g g V∗ + ∈2 ,  to 

g g
y

∗
∗+ −

2
  ≥  α∗( )V . (2.8)

Poklavßy v nerivnosti (2.4)  x g y= −∗ ∗ ,  y g y= − ∗,  otryma[mo 

2 2 2
2 2 2

g y g y g g y∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + − − + −   ≥  c g g∗ −
2
.

Zvidsy, vykorystavßy (2.7), (2.8), oderΩymo 

g g∗ −   ≤  
1

2 2 4
2

2 2 2 1 2

c
g y g y

g g
y

y K y K
max max

/

∈
∗

∈

∗
∗−



 + −



 − + −



















   ≤

≤  
1

4 42 2
1 2

c
V V( ) ( )( ) ( )

/
α α∗ ∗−( )



   =  0.

OtΩe,  g g∗ − = 0.  Tomu  g g= ∗ . 
Teoremu dovedeno. 

Naslidok02.3.  Qkwo  X  — hil\bertiv prostir, a  V  — zamknena opukla
mnoΩyna c\oho prostoru, to ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.5) isnu[,
pryçomu [dynyj. 

Spravedlyvist\ c\oho naslidku vyplyva[ z toho, wo hil\bertiv prostir [ pov-

nym i v n\omu vykonu[t\sq rivnist\ paralelohrama:  dlq bud\-qkyx  x, y ∈ X 

2 22 2 2x y x y+ − +   =  x y− 2

(dyv., napryklad, [44, c. 64]). 
Naslidok02.4.  Qkwo  X  = lp ,  1  <  p  ≤  2,  i  V — zamknena opukla mnoΩyna

prostoru  X,  to ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.5) isnu[, pryçomu
[dynyj. 

Spravedlyvist\ naslidku vyplyva[ z toho, wo  lp ,  1  <  p  ≤  2,  [ povnym pro-

storom  (dyv., napryklad, [45, c. 78]) i v n\omu ma[ misce „nerivnist\ paralelo-

hrama” [46]:  dlq bud\-qkyx  x, y ∈ lp ,  1  <  p  ≤  2, 

2 22 2 2x y x y+ − +   ≥  ( )p x y− −1 2.

3.  Neobxidni i dostatni umovy ta kryterij ekstremal\noho elementa dlq

velyçyny (1.8).  Poznaçymo çerez  X∗
  prostir, sprqΩenyj z  X,  çerez  B∗

  zamk-

nenu odynyçnu kulg prostoru  X B f f X f∗ ∗ ∗= ∈ ≤{ }: : , 1 ,  a çerez  E B( )∗

mnoΩynu krajnix toçok  B∗ .  Pry c\omu  f B∈ ∗
  nazyva[t\sq krajn\og toçkog
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B∗ ,  qkwo iz spivvidnoßen\  f f B1 2, ∈ ∗,  f f f= + −α α1 21( ) ,  0  <  α  <  1,  vyply-

va[  f f1 2=   (dyv., napryklad, [44, c. 497]). 
Zhidno z teoremog Krejna – Mil\mana (dyv., napryklad, [44, c. 497])

E B( )∗ ≠ ∅ . 

TverdΩennq03.1.  Dlq bud\-qkoho elementa  z  ∈  X  mnoΩyna  B f fz
∗ = ∈{ :

∈ ∗B , 9 f z z( ) = } [ opuklog slabko*  kompaktnog pidmnoΩynog  B∗
  ta isnu[

funkcional  f E Bz ∈ ∗( )   takyj, wo  

f zz( )  =  z .

Dovedennq.  Qk vidomo (dyv., napryklad, [44, c. 156]), isnu[ element  f B∈ ∗

takyj, wo  f z z( ) = .  Tomu  Bz
∗ ≠ ∅.  Opuklist\ mnoΩyny  Bz

∗
  [ oçevydnog. 

Nexaj  f  — hranyçna toçka  Bz
∗

  v rozuminni slabko] * topolohi] prostoru  X 
*.

Todi okoly  f   vyhlqdu 

O fε( )  =  f f X f z f z: , ( ) ( )∈ − <{ }∗ ε ,

de  ε — dovil\ne dodatne çyslo, mistqt\ elementy  fε   iz  Bz
∗ .  Dlq cyx elementiv

ma[mo 

f z f zε ( ) ( )−   =  z f z− ( )   <  ε .

Vnaslidok dovil\nosti  ε  zvidsy oderΩu[mo  f z z( ) = . 

Oskil\ky  f  — hranyçna toçka dlq mnoΩyny  Bz
∗ ,  wo vklgça[t\sq u  B∗ ,

to  f   [ hranyçnog toçkog dlq  B∗ .  Vnaslidok slabko] *  kompaktnosti  B∗

(dyv., napryklad, [23, c. 35])  f B∈ ∗.  Todi  f Bz∈ ∗.  OtΩe,  Bz
∗
  [ slabko *

zamknenog pidmnoΩynog slabko *  kompaktno] mnoΩyny  B∗ .  Tomu  Bz
∗
  [

slabko *  kompaktnog pidmnoΩynog  B∗ .  Vraxuvavßy opuklist\  Bz
∗ ,  zvidsy

moΩna zrobyty vysnovok, wo  Bz
∗
  ma[ prynajmni odnu krajng toçku (dyv.,

napryklad, [44, c. 497]).  Nexaj dali 

f  =  α αf f1 21+ −( ) ,    de    f Bz∈ ∗,    f1, f B2 ∈ ∗ ,    α ∈ ( 0, 1 ) .

Todi 

f ( z )  =  z   =  α αf z f z1 21( ) ( ) ( )+ −   ≤  α αz z+ −( )1   =  z .

Oskil\ky  α ∈ ( 0, 1 ) ,  to zvidsy oderΩu[mo  f z z1( ) =   i  f z z2( ) = .  Tomu

f Bz1 ∈ ∗,  f Bz2 ∈ ∗ .  Ce oznaça[, wo  Bz
∗
  [ krajn\og pidmnoΩynog  B∗ .  Oskil\ky

koΩna krajnq toçka krajn\o] pidmnoΩyny [ krajn\og toçkog samo] mnoΩyny

(dyv., napryklad, [4, c. 401])  i  mnoΩyna krajnix toçok  Bz
∗
  neporoΩnq, to isnu[

f E Bz ∈ ∗( )   takyj, wo  f z zz( ) = . 
TverdΩennq dovedeno. 

U podal\ßomu budemo prypuskaty, wo obmeΩennq  y ∈ V  v zadaçi vidßukan-

nq velyçyny (1.8) [ sutt[vym, tobto 

αa
∗   <  αa V∗ ( ), (3.1)

de 

αa
∗   =  inf max max ( )

( , ) ( )g C S X s S y a s
g s y

∈ ∈ ∈
− .
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Dlq  a ∈ C ( S, K ( X ))  ta  g V∗ ∈   poklademo 

αa
g∗

  =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − ,

Ca
g∗

  =  g g C S X g s y
s S y a s a

g: ( , ), max max ( )
( )

∈ − <
∈ ∈

∗
α ,

S a
g∗

  =  s s S g s y
y a s a

g: , max ( )
( )

∈ − =
∈

∗ ∗
α ,

as
g∗

  =  y y a s g s y g s y
y a s

: ( ), ( ) max ( )
( )

∈ − = −


∗
∈

∗ ,      s Sa
g∈

∗
,

B g s ya
∗ ∗( , , )  =  f f B f g s y g s y: , ( ( ) ) ( )∈ − = −{ }∗ ∗ ∗ ,      s Sa

g∈
∗
,      y as

g∈
∗
,

E B g s ya( ( , , ))∗ ∗   =  f f E B f g s y g s y: ( ), ( ( ) ) ( )∈ − = −{ }∗ ∗ ∗ ,    s Sa
g∈

∗
,    y as

g∈
∗
.

Krim toho, zhidno z [4, c. 12, 13] çerez  Γ ( ),C ga
g∗ ∗

  poznaçymo konus vnutrißnix

naprqmkiv dlq  Ca
g∗

  iz  g∗,  a çerez  Γ∗ ∗( ),V g  — konus hranyçnyx naprqmkiv dlq

V   iz  g∗.  Pry c\omu  g C ga
g∈

∗ ∗Γ ( ), ,  qkwo isnugt\ okil  O g( )  toçky  g   ta

dijsne çyslo  ε  >  0  taki, wo  g th Ca
g∗ + ∈

∗
  dlq vsix  h O g∈ ( )  i vsix  t ∈( , )0 ε ,  a

g V g∈ ∗ ∗Γ ( ), ,  qkwo dlq dovil\noho okolu  O g( )  toçky  g  ta dijsnoho çysla

ε  > 0  isnugt\ taki  h O g∈ ( )  ta  t ∈( , )0 ε ,  wo  g th V∗ + ∈ . 

Z umovy (3.1) vyplyva[, wo  Ca
g∗

≠ ∅.  Spivvidnoßennq  Sa
g∗

≠ ∅,  as
g∗

≠ ∅ ,

s Sa
g∈

∗
,  B g s ya

∗ ∗ ≠ ∅( , , ) ,  E B g s ya( )( , , )∗ ∗ ≠ ∅,  s Sa
g∈

∗
,  y as

g∈
∗
,  magt\ misce na

pidstavi tverdΩennq91.1,  neperervnosti funkci]  F y z yz( ) = − ,  z  ∈  X,  na  X  i

tverdΩennq93.1 vidpovidno. 

TverdΩennq03.2.  Funkciq  Φa s S y a s
g g s y( ) max max ( )

( )
= −

∈ ∈
,  g  ∈  C ( S, X  ) ,   [

opuklog po  g  na  C ( S, X ) . 

TverdΩennq03.3.  Nexaj  g V∗ ∈ .  Funkci]  ϕ αs
a

y a s a
gg g s y( ) max ( )

( )
= − −

∈

∗
,  s ∈

∈ S,  [ opuklymy ta neperervnymy na  C ( S, X ) . 

TverdΩennq03.4.  Nexaj  g V∗ ∈ ,  ϕ αs
a

y a s a
gg g s y( ) max ( )

( )
= − −

∈

∗
,  s 9∈ S.  Vid-

obraΩennq  T g s gs
a( , ) ( )= ϕ ,  (  g, s ) ∈  C ( S, X ) ×  S  ,  [ neperervnym po  (  g, s  )  n a

C ( S, X ) × S . 
Dovedennq.  Zafiksu[mo  ( g0, s0 ) ∈ C ( S, X ) × S  i  ε  >   0.  Oskil\ky  a ∈  C ( S,

K ( X )) ,  g0 ∈ C ( S, X ) ,  to dlq okolu  Uε / ( )3 0   nulq prostoru  X  radiusa  ε / 3  is-

nu[ okil  V s( )0   toçky  s0  kompaktu  S  takyj, wo 

a ( s )  ⊂  a s U( ) ( )/0 3 0+ ε ,      a ( s0 )  ⊂  a s U( ) ( )/+ ε 3 0 ,      g s g s0 0 0( ) ( )−   <  
ε
3

dlq vsix  s V s∈ ( )0 .  Nexaj, krim toho, 

A g( )0   =  g g C S X g g: ( , ),∈ − <{ }0 3
ε

— okil toçky  g0  prostoru  C ( S, X )  radiusa  ε / 3.  Dlq  ( , ) ( ) ( )g s A g V s∈ ×0 0   po-

klademo  max ( )
( )y a s

g s y
∈

−   =  g s y gs( ) ( )− ,  de  y g a ss( ) ( )∈ .  Vnaslidok spivvidno-
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ßennq  a ( s )  ⊂  a s U( ) ( )/0 3 0+ ε   isnugt\  y g a ss
s
0 0( ) ( )∈ ,  z g Us( ) ( )/∈ ε 3 0   taki, wo

y g y g z gs s
s s( ) ( ) ( )= +
0

.  Z uraxuvannqm c\oho oderΩu[mo 

ϕ ϕs
a

s
ag g( ) ( )−
0 0   =  max ( ) max ( )

( ) ( )y a s y a s
g s y g s y

∈ ∈
− − −

0
0 0   =

=  g s y g g s ys y a s
( ) ( ) max ( )

( )
− − −

∈ 0
0 0   ≤  g s y g g s y gs s

s( ) ( ) ( ) ( )− − −0 0 0
  ≤

≤  g s g s z gs( ) ( ) ( )− +0 0  ≤  g s g s g s g s z gs( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − +0 0 0 0   <

<  g g− + +0 3 3
ε ε

  <  
ε ε ε
3 3 3

+ +   =  ε .

OtΩe, dlq vsix  ( , ) ( ) ( )g s A g V s∈ ×0 0  

ϕ ϕs
a

s
ag g( ) ( )−
0 0   <  ε . (3.2)

Nexaj dali  max ( )
( )y a s

g s y
∈

−
0

0 0   =  g s y gs0 0 00
( ) ( )− ,  de  y g a ss0 0 0( ) ( )∈ .  Os-

kil\ky dlq  s V s∈ ( )0   a ( s0 )  ⊂  a s U( ) ( )/+ ε 3 0 ,  to dlq koΩnoho  s V s∈ ( )0   isnu-

gt\  y g a ss
s0

0( ) ( )∈   ta  z g Us( ) ( )/0 3 0∈ ε   taki, wo  y g y g z gs s
s

s0
0

0 0 0( ) ( ) ( )= + .  Todi

dlq vsix  ( , ) ( ) ( )g s A g V s∈ ×0 0  

ϕ ϕs
a

s
ag g

0 0( ) ( )−   =  max ( ) max ( )
( ) ( )y a s y a s

g s y g s y
∈ ∈

− − −
0

0 0   ≤

≤  g s y g g s y gs s
s

0 0 0 00
0( ) ( ) ( ) ( )− − −   ≤  g s g s z gs0 0 0( ) ( ) ( )− +   ≤

≤  g s g s g s g s z gs0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − +   <  
ε ε
3 30+ − +g g   <

<  
ε ε ε
3 3 3

+ +   =  ε .

OtΩe, dlq vsix  ( , ) ( ) ( )g s A g V s∈ ×0 0  

ϕ ϕs
a

s
ag g

0 0( ) ( )−   <  ε . (3.3)

Z uraxuvannqm (3.2) ta (3.3) robymo vysnovok, wo dlq vsix  ( , ) ( ) ( )g s A g V s∈ ×0 0
spravdΩu[t\sq nerivnist\ 

T g s T g s( , ) ( , )− 0 0   =  ϕ ϕs
a

s
ag g( ) ( )−
0 0   <  ε .

Ce j oznaça[ neperervnist\ vidobraΩennq  T g s( , )  na  C ( S, X ) × S . 
TverdΩennq dovedeno. 

Analohiçno dovodqt\sq nastupni tverdΩennq. 

TverdΩennq03.5.  Nexaj  g*
 ∈ V,  s ∈ S.  VidobraΩennq 

( g, y ) ∈ C ( S, X ) × a ( s )  →  g s y a
g( ) − −

∗
α

[ neperervnym  na  C ( S, X ) × a ( s ) . 

TverdΩennq03.6.  Nexaj  g*
 ∈ V,  s Sa

g∈
∗
,  y as

g∈
∗
.  VidobraΩennq 

( g, f ) ∈ C ( S, X ) × B 
*  →  Re ( ( ) )f g s y a

g− −
∗

α

[ neperervnym  na  C  ( S, X ) ×  B  
*,  qkwo na  C  ( S, X )  rozhlqdaty syl\nu, a na  B 

*

— slabku *  topolohi]. 

TverdΩennq03.7.  Nexaj  f X∈ ∗,  s ∈ S,  g 
*
 ∈ C ( S, X ) , 
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β  =  Re ( )( )f g s∗ ,      g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }β   ≠  ∅,

D  =  g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ ≤{ }β .

Todi 

Γ ( ),D g∗   =  g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }0 .

Dovedennq.  Perekona[mosq, wo 

Int D  =  g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }β  , (3.4)

de  Int D — vnutrißnist\ mnoΩyny  D. 
Spravdi, nexaj  g D0 ∈ Int .  Todi isnu[  δ  >  0  take, wo  Re ( ( ))f g s   ≤   β  dlq

vsix  g O g g g C S X g g∈ = ∈ − <{ }( , ) : ( , ),0 0δ δ ,  v tomu çysli  Re ( ( ))f g s0   ≤  β.
Qkwo prypustyty, wo  Re ( ( ))f g s0 = β ,  to dlq  g C S X∈ ( , )  takoho, wo

Re ( ( ))f g s < β ,  ta dostatn\o malyx dodatnyx çysel  t  ma[mo 

g t g g O g0 0 0+ − ∈( ) ( , )δ
i 

Re ( ) ( )f g t g g s0 0+ −( )( )  =  Re ( ( )) (Re ( ( ))f g s t f g s0 0+   –

–  Re ( ( )))f g s   =  β β+ −t f g s( Re ( ( )))   >  β  ,

wo supereçyt\ vklgçenng  O g( , )0 δ   ⊂  D. 
OderΩana supereçnist\ dozvolq[ zrobyty vysnovok, wo 

Int D  ⊂  g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }β  . (3.5)

Perekona[mos\ u spravedlyvosti protyleΩnoho vklgçennq. 

Oskil\ky vidobraΩennq  g ∈ C ( S, X )  →  Re ( ( ))f g s   [ linijnym i neperervnym

na  C ( S, X  ),  to z nerivnosti  Re ( ( ))f g s0 < β,   g C S X0 ∈ ( , ),  vyplyva[, wo

Re ( ( ))f g s < β  dlq deqkoho okolu  A g( )0   toçky  g0.  Tomu 

g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }β   ⊂  Int D . (3.6)

Z (3.5) ta (3.6) vyplyva[ rivnist\ (3.4).  Z uraxuvannqm (3.4) ta tverdΩen-

nq91.2.5 [4, c. 16] robymo vysnovok, wo

Γ ( ),D g∗   =  Γ ( ),Int D g∗   =  Γ g g C S X f g s g: ( , ), Re ( ( )) ,∈ <{ }( )∗β .

Na pidstavi tverdΩennq91.3.7 [4, c. 21] 

Γ g g C S X f g s g: ( , ), Re ( ( )) ,∈ <{ }( )∗β   =  g g C S X f g s: ( , ), Re ( ( ))∈ <{ }0 .

TverdΩennq dovedeno. 

Teorema03.1.  Nexaj  g*
 ∈ V.  Ma[ misce rivnist\ 

Γ ( , )C ga
g∗ ∗

  =  

s S y a f B g s ya
g

s
g

a
g

g g C S X f g s

∈ ∈ ∈
∗ ∗ ∗ ∗

∈ <{ }∩ ∩ ∩ : ( , ), Re ( ( ))

( , , )

0 . (3.7)

Dovedennq.  Nexaj, qk i vywe, dlq  s ∈ S 

ϕs
a g( )  =  max ( )

( )y a s a
gg s y

∈
− −

∗
α .

Poznaçymo 

C s
g
a

∗ ( )   =  g g C S X gs
a: ( , ), ( )∈ <{ }ϕ 0 ,      s ∈ S.

Ma[mo 
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  s S
a
gC s

∈

∗∩ ( )  =  
  s S y a s a

gg g C S X g s y
∈ ∈

∈ − <


∗∩ : ( , ), max ( )
( )

α   =

=  g g C S X g s y
s S y a s a

g: ( , ), max max ( )
( )

∈ − <
∈ ∈

∗
α   =  Ca

g∗
. (3.8)

Oskil\ky  Ca
g∗

  ≠  ∅,  to i  

  s S
a
gC s

∈

∗∩ ( )  ≠  ∅. 

Poznaçymo 

C s
g
a

∗ ( )  =  g g C S X gs
a: ( , ), ( )∈ ≤{ }ϕ 0 ,      s ∈ S.

Vnaslidok toho, wo funkci]  ϕs
a g( ),  s ∈ S,  opukli i neperervni na  C ( S, X )  (dyv.

tverdΩennq93.3), S — kompakt, vidobraΩennq  T ( g, s ) = ϕs
a g( ),  ( g, s ) ∈ C ( S, X ) ×

× S,  [ neperervnym na  C  ( S, X ) ×  S  (dyv. tverdΩennq93.4),  

 s S
a
gC s

∈

∗∩ ( )  ≠   ∅,  za

teoremog91.8.8 [4, c. 40] 

  
Γ

s S
g
aC s g

∈

∗
∗







∩ ( ),   =  

 s S
g
a

a
g

C s g

∈

∗

∗
∗( )∩ Γ ( ), . (3.9)

Na pidstavi tverdΩennq91.8.69[4, c. 39], neperervnosti j opuklosti (dyv. tverd-

Ωennq93.3)  funkcij  ϕs
a g( ),  s ∈ S,  na  C ( S, X ) ,  spivvidnoßennq  

  s S
a
gC s

∈

∗∩ ( )  ≠   ∅

ta rivnosti (3.8) oderΩu[mo 

 
Int

s S
g
aC s

∈
∗







∩ ( )   =  

  s S
g
aC s

∈
∗∩ Int ( )( )   =  

 s S
a
gC s

∈

∗∩ ( )  =  Ca
g∗

. (3.10)

Vraxovugçy (3.9), (3.10) ta tverdΩennq91.2.5 [4, c. 16], ma[mo 

Γ ( , )C ga
g∗ ∗   =  Γ Int

s S
g
aC s g

∈

∗
∗













∩ ( ) ,   =

=  Γ
s S

g
aC s g

∈

∗
∗







∩ ( ),   =  

 s S
g
a

a
g

C s g

∈

∗

∗
∗( )∩ Γ ( ), . (3.11)

Oxarakteryzu[mo teper konusy  Γ ( )( ),C s g
g
a

∗
∗ ,   s Sa

g∈
∗
.  Baçymo, wo dlq

s Sa
g∈

∗
,  y a s∈ ( )  funkci]  g ∈  C ( S, X )  →  g s y a

g( ) − −
∗

α   [ opuklymy ta nepe-

rervnymy na  C ( S, X ) ; 

  y a s
a
gg g C S X g s y

∈
∈ − − <{ }∗

( )
: ( , ), ( )∩ α 0   ≠  ∅;

a ( s ) — kompakt;  vidobraΩennq  ( g, y ) ∈  C ( S, X  ) ×  a  ( s )  →   g s y a
g( ) − −

∗
α   [

neperervnym na  C ( S, X  ) ×  a  ( s )  (dyv. tverdΩennq93.5).  Todi zhidno z teore-

mog91.8.8 [4, c. 40]  dlq vsix  s Sa
g∈

∗
  otrymu[mo 

Γ ( )( ),C s g
g
a

∗
∗   =  

  y a

a
g

s
g

g g C S X g s y g

∈

∗

∗

∗
∈ − ≤{ }( )∩ Γ : ( , ), ( ) ,α . (3.12)

Oxarakteryzu[mo teper dlq vsix  s Sa
g∈

∗
,  y as

g∈
∗
  konus 
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Γ g g C S X g s y ga
g: ( , ), ( ) ,∈ − ≤{ }( )∗ ∗α .

Baçymo, wo dlq fiksovanyx  s Sa
g∈

∗
,  y as

g∈
∗
,  f B∈ ∗

  funkci]  g ∈  C ( S, X )  →

→  Re ( ( ) )f g s y a
g− −

∗
α   [ opuklymy ta neperervnymy na  C ( S, X ) ; 

  f B
a
g

a
gg g C S X f g s y C

∈ ∗

∗ ∗
∈ − − <{ } ⊃∩ : ( , ), Re ( ( ) ) α 0   ≠  ∅ ;

B∗
 — slabko *  kompaktna mnoΩyna prostoru  X∗

;  vidobraΩennq  ( g, f ) ∈  C ( S,

X ) × B 
*  →  Re ( ( ) )f g s y a

g− −
∗

α   [ neperervnym na  C ( S, X ) ×  B  
*
  (dyv. tverdΩen-

nq93.6).  Todi na pidstavi teoremy91.8.89[4, c. 40] ta tverdΩennq93.7 dlq vsix

s Sa
g∈

∗
,  y as

g∈
∗
  otrymu[mo 

Γ g g C S X g s y ga
g: ( , ), ( ) ,∈ − ≤{ }( )∗ ∗α   =

=  

  
Γ

f B
a
gg g C S X f g s y g

∈

∗

∗

∗
∈ − ≤{ }







∩ : ( , ), Re ( ( ) ) ,α   =

=  

  f B g s y
a
g

a

g g C S X f g s y g
∈

∗

∗ ∗

∗
∈ − ≤{ }( )

( , , )

: ( , ), Re( ( ( )) ) ,∩ Γ α   =

=  

  f B g s ya

g C S X f g s
∈ ∗ ∗

∈ <{ }
( , , )

( , ), Re ( ( ))∩ 0 . (3.13)

Iz (3.11) – (3.13) robymo vysnovok pro spravedlyvist\ rivnosti (3.7). 

Teoremu dovedeno. 

Teorema03.2.  Nexaj  g*
 ∈ V.  Ma[ misce rivnist\ 

   Γ ( , )C ga
g∗ ∗

  =  

  s S y a f E B g s y
a
g

s
g a

g g C S X f g s

∈ ∈ ∈∗ ∗ ∗ ∗
∈ <{ }∩ ∩ ∩ : ( , ), Re ( ( ))

( ( , , ))

0 . (3.14)

Dovedennq.  Poznaçymo pravu çastynu rivnosti (3.14) çerez  Γa
g∗

.  Qkwo  g ∈

∈ Γ ( , )C ga
g∗ ∗ ,  to zhidno z teoremog93.1 dlq vsix  s Sa

g∈
∗
,  y as

g∈
∗
,  f B g s ya∈ ∗ ∗( , , )

vykonu[t\sq nerivnist\  Re ( ( ))f g s   <  0;  cq nerivnist\ vykonu[t\sq i dlq  f ∈
∈ E B g s ya( ( , , ))∗ ∗ .  Tomu 

Γ ( , )C ga
g∗ ∗   ⊂  Γa

g∗
.

Nexaj teper  g a
g∈

∗
Γ ,  s Sa

g∈
∗
,  y as

g∈
∗
.  Todi  Re ( ( ))f g s   <  0  dlq vsix  f ∈

∈ E B g s ya( ( , , ))∗ ∗ .  Zhidno z tverdΩennqm93.1  B g s ya
∗ ∗( , , )  [ opuklog slabko * kom-

paktnog pidmnoΩynog  B∗ .  Funkciq  f X f g s∈ →∗ Re ( ( ))   [ neperervnog po  f

na  X∗
  u slabkij *  topolohi] prostoru  X∗ .  Todi zhidno z uzahal\nennqm teore-

my Vej[rßtrassa (dyv., napryklad, [42, c. 28])  isnu[  
˜ ( , , )f B g s ya∈ ∗ ∗

  taka, wo 

max Re ( ( ))
( , , )f B g s ya

f g s
∈ ∗ ∗

  =  Re ˜ ( ( ))f g s   =  c̃ .

Perekona[mosq, wo mnoΩyna  

Bc̃
∗   =  f f B g s y f g s ca: ( , , ), Re ( ( )) ˜∈ ={ }∗ ∗
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[ opuklog slabko *  zamknenog krajn\og pidmnoΩynog mnoΩyny  B g s ya
∗ ∗( , , ).

Opuklist\  Bc̃
∗
  [ oçevydnog. 

Nexaj  f0  — hranyçna toçka  Bc̃
∗
  u rozuminni slabko] *  topolohi] prostoru

X∗ .  Vnaslidok slabko] *  kompaktnosti mnoΩyny  B g s ya
∗ ∗( , , )  (dyv. tverdΩen-

nq93.1)  f0  ∈ B g s ya
∗ ∗( , , ).  Krim toho, dlq dovil\noho  ε  >  0  okil 

f f X f g s f g s: , ( ( )) ( ( ))∈ − <{ }∗
0 ε

toçky  f0   mistyt\ toçky  fε  ∈ Bc̃
∗ .  Dlq cyx toçok ma[mo 

Re ( ( )) Re ( ( ))f g s f g sε − 0   =  ˜ Re ( ( ))c f g s− 0   ≤  f g s f g sε ( ( )) ( ( ))− 0   <  ε .

Zvidsy na pidstavi dovil\nosti  ε  >  0  robymo vysnovok, wo  Re ( ( ))f g s0   =  c̃ .  Ot-

Ωe,  f0  ∈ Bc̃
∗ .  Slabku *  zamknenist\  Bc̃

∗
  vstanovleno. 

Nexaj  f ∈  Bc̃
∗
  i  f   =   α αf f1 21+ −( ) ,   de  f1, f2  ∈  B g s ya

∗ ∗( , , ) ,  α  ∈  ( 0, 1 ) .

Ma[mo 

Re ( ( ))f g s   =  c̃   =  α αRe ( ( )) ( )Re ( ( ))f g s f g s1 21+ −   ≤  α α˜ ( ) ˜c c+ −1   =  c̃ .

Zvidsy vyplyva[, wo  Re ( ( ))f g s1   =  c̃   i  Re ( ( ))f g s2   =  c̃ .  Tomu  f1 ∈  Bc̃
∗ ,  f2  ∈

∈ Bc̃
∗ .  Ce j oznaça[, wo  Bc̃

∗
  [ krajn\og pidmnoΩynog  B g s ya

∗ ∗( , , ).

Oskil\ky  B g s ya
∗ ∗( , , )  [ slabko *  kompaktnog mnoΩynog prostoru  X∗ ,  a

Bc̃
∗
 — ]] slabko *  zamknena pidmnoΩyna, to  Bc̃

∗
  [ opuklog slabko *  kompakt-

nog mnoΩynog.  Todi  Bc̃
∗
  mistyt\ prynajmni odnu krajng toçku  f̂   (dyv., na-

pryklad, [44, c. 497]).  Oskil\ky  Bc̃
∗
  [ krajn\og pidmnoΩynog mnoΩyny

B g s ya
∗ ∗( , , ),  to 

f̂   ∈  E B g s ya( )( , , )∗ ∗     i    Re ˆ( ( ))f g s   =  c̃ .

Ale Ω dlq vsix  f ∈ E B g s ya( )( , , )∗ ∗
 

Re ( ( ))f g s   <  0.

Tomu  Re ˆ( ( ))f g s   =  c̃   <  0.  OtΩe,  max Re ( ( ))
( , , )f B g s ya

f g s
∈ ∗ ∗

  =  c̃   <  0. 

Zvidsy vyplyva[, wo  Re ( ( ))f g s   <  0  dlq vsix  f ∈ B g s ya
∗ ∗( , , ).  Zhidno z teore-

mog93.1  g C ga
g∈

∗ ∗Γ ( , ).  Tomu  Γa
g∗

  ⊂   Γ ( , )C ga
g∗ ∗ ,  wo razom iz spivvidnoßennqm

Γ ( , )C ga
g∗ ∗   ⊂  Γa

g∗
,  vstanovlenym raniße, dozvolq[ zrobyty vysnovok pro spra-

vedlyvist\ rivnosti9(3.14). 

Teoremu dovedeno. 

Teorema03.3.  Nexaj  V — dovil\na mnoΩyna prostoru  C  ( S, X  ) .  Dlq toho
wob element  g*

 ∈  V  buv ekstremal\nym dlq velyçyny (1.8), neobxidno, wob ne

isnuvalo takoho elementa  z V g∈ ∗ ∗Γ ( , ),  wo dlq vsix  s Sa
g∈

∗
,   y as

g∈
∗
,

f E B g s ya∈ ∗ ∗( ( , , ))  spravdΩu[t\sq nerivnist\  Re ( ( ))f z s   <  0. 

Dovedennq.  Nexaj  g*
 — ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.8).  Zhid-

no z teoremog91.4.1 [4, c. 22] ma[ misce spivvidnoßennq    Γ Γ( , ) ( , )C g V ga
g∗ ∗ ∗ ∗∩   =

=  ∅.  Zvidsy, vraxovugçy (3.14), robymo vysnovok, wo ne isnu[  z V g∈ ∗ ∗Γ ( , ),

dlq qkoho  Re ( ( ))f z s   <  0  dlq vsix  s Sa
g∈

∗
,  y as

g∈
∗
,  f E B g s ya∈ ∗ ∗( ( , , )). 

U protyleΩnomu vypadku otrymaly b, wo    Γ Γ( , ) ( , )C g V ga
g∗ ∗ ∗ ∗∩   ≠  ∅. 

Teoremu dovedeno. 
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Lehko zrozumity, wo teoremu93.3 moΩna sformulgvaty u takij ekvivalentnij

formi. 

Teorema03.4.  Nexaj  V — dovil\na mnoΩyna prostoru  C ( S, X ) .  Qkwo  g*
 ∈

∈ V   [ ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.8), to dlq bud\-qkoho

z V g∈ ∗ ∗Γ ( , )  isnugt\ taki elementy  s Sz ∈ ,  y a sz z∈ ( ),  f E Bz ∈ ∗( ),  wo 

f g s yz z z( ( ) )∗ −   =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − ,

Re ( ( ))f z sz z   ≥  0.

Opys konusa  Γ∗ ∗( , )V g   z uraxuvannqm specyfiky mnoΩyny  V  dozvolq[ v ok-

remyx çastkovyx vypadkax znaçno konkretyzuvaty vstanovleni vywe neobxidni

umovy ekstremal\noho elementa dlq velyçyny (1.8). 

Proilgstru[mo ce na okremyx prykladax. 

Teorema03.5.  Nexaj V = 

  
Vi

i I∈
∪ , de ( )Vi i I∈  — sim’q opuklyx mnoΩyn iz C  ( S, X ) ,

g*
 ∈  V   i   V

g∗  = Vi
i I

g Vi

∈
∈∗

,
∪ .  Q k w o  g *

 ∈  V  [ ekstremal\nym elementom dlq

velyçyny (1.8), to dlq bud\-qkoho elementa  g ∈  V
g∗   isnugt\ taki elementy

s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  wo 

f g s yg g g( ( ) )∗ −   =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − , (3.15)

Re ( ( ) ( ))f g s g sg g g− ∗
  ≥  0. (3.16)

Dovedennq.  Nexaj  g V∗ ∈  — ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.8).

Zhidno z tverdΩennqm91.2.3 [4, c. 15] 

Γ∗ ∗( , )V g   ⊃  

 
Γ∗ ∗

∈
( , )V gi

i I
∪   =  

  
Γ∗ ∗

∈ ∈∗
( , )

,

V gi
i I g Vi

∪ . (3.17)

Nexaj, krim toho,  g Vg∈ ∗ .  Todi isnu[  i Ig ∈   take, wo  g Vig
∗ ∈   ta  g Vig

∈ .  Os-

kil\ky  Vig
 [ opuklog mnoΩynog, to zhidno z teoremog91.3.4 [4, c. 19]  g g− ∈∗

∈ ∗ ∗Γ ( ),V gig
.  Zvidsy ta z (3.17) robymo vysnovok, wo  g g V g− ∈∗ ∗ ∗Γ ( ), .  Zhidno z

teoremog93.4 isnugt\ taki elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx

vykonugt\sq spivvidnoßennq (3.15), (3.16).

Teoremu dovedeno. 

Vstanovymo dali dostatng umovu toho, wo  g V∗ ∈   [ ekstremal\nym elemen-

tom dlq velyçyny (1.8). 

Teorema03.6.  Nexaj  V — dovil\na mnoΩyna prostoru  C  ( S, X  ) ,   g V∗ ∈ .
Qkwo dlq koΩnoho elementa  g V∈   isnugt\ elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),

f E Bg ∈ ∗( )   taki, wo magt\ misce rivnosti (3.15), (3.16), to  g∗
  [ ekstremal\-

nym elementom dlq velyçyny (1.8). 

Dovedennq.  Nexaj  g — dovil\nyj element mnoΩyny  V.  Zhidno z umovog

teoremy isnugt\ elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx magt\ mis-

ce spivvidnoßennq (3.15), (3.16).  Z uraxuvannqm cyx spivvidnoßen\ oderΩu[mo 

0  ≤  Re ( ( ) ( ))f g s g sg g g− ∗   =  Re ( ( ) ( ))f g s y y g sg g g g g− + − ∗   =
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=  Re ( ( ) ) Re ( ( ) )f g s y f g s yg g g g g g− − −∗   ≤

≤  f g s y g s yg g g s S y a s
( ( ) ) max max ( )

( )
− − −

∈ ∈
∗   ≤

≤  g s y g s yg g s S y a s
( ) max max ( )

( )
− − −

∈ ∈
∗   ≤

≤  max max ( ) max max ( )
( ) ( )s S y a s s S y a s

g s y g s y
∈ ∈ ∈ ∈

∗− − − .

Ce j oznaça[, wo  g∗
  [ ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.8). 

Teoremu dovedeno. 

ZauvaΩymo, wo vstanovlena u teoremi93.6 dostatnq umova ekstremal\noho

elementa dlq velyçyny (1.8) ma[ misce u vypadku najkrawoho rivnomirnoho na-

blyΩennq bahatoznaçnoho vidobraΩennq  a ∈  C ( S, K ( X ))  bud\-qkog mnoΩynog

V  ⊂  C ( S, X ) . 
Stanovlqt\ interes mnoΩyny, dlq qkyx cq umova [ ne lyße dostatn\og, a j

neobxidnog umovog ekstremal\noho elementa dlq velyçyny (1.8). 

MnoΩynu  M  normovanoho linijnoho prostoru  Y  budemo nazyvaty  Γ∗-

mnoΩynog vidnosno toçky  y M0 ∈ ,  qkwo  y y M y− ∈ ∗
0 0Γ ( , )  dlq vsix  y M∈ . 

Teorema03.7.  Nexaj  V  ⊂  C  ( S, X ) ,   g V∗ ∈   i   V   [  Γ∗-mnoΩynog vidnosno

toçky  g∗.  Dlq toho wob element  g∗
  buv ekstremal\nym elementom dlq ve-

lyçyny (1.8), neobxidno i dosyt\, wob dlq koΩnoho elementa  g V∈   isnuvaly

elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx vykonugt\sq umovy (3.15),

(3.16). 

Spravedlyvist\ teoremy vyplyva[ z oznaçennq  Γ∗-mnoΩyny vidnosno toçky

g∗,  teorem93.4 ta 3.6. 

Prykladamy  Γ∗-mnoΩyn vidnosno toçky  g∗
  [, zokrema, zirkovi vidnosno  g∗

(dyv., napryklad, [47, c. 16]), v tomu çysli opukli, mnoΩyny. 

Spravdi, dlq takyx mnoΩyn  V  vidrizok 

g g∗[ ],   =  z z g t g g t: ( ), [ , ]= + − ∈{ }∗ ∗ 0 1   ⊂  V.

Zvidsy vyplyva[, wo  g g V g− ∈∗ ∗ ∗Γ ( , ). 
Iz zaznaçenoho ta teoremy93.7 vyplyva[ take tverdΩennq. 

Naslidok03.1.  Nexaj  V  ⊂  C  ( S, X  ) ,   g V∗ ∈   i  V   [ zirkovog vidnosno  g∗

(opuklog) mnoΩynog.  Dlq toho wob element  g∗
  buv ekstremal\nym elemen-

tom dlq velyçyny (1.8), neobxidno i dosyt\, wob dlq koΩnoho elementa  g V∈
isnuvaly elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx vykonugt\sq umo-
vy (3.15), (3.16). 

Konkretyzu[mo vstanovleni kryteri] ekstremal\noho elementa dlq velyçyny

(1.8) na vypadok najkrawoho rivnomirnoho nablyΩennq bahatoznaçnoho vidobra-

Ωennq  a ∈ C ( S, K ( X ))  pidprostorom  V  prostoru  C ( S, X ) . 
Naslidok03.2.  Nexaj  V — pidprostir prostoru  C  (  S, X  ) .  Dlq toho wob

element  g V∗ ∈   buv ekstremal\nym elementom dlq velyçyny (1.8), neobxidno
i dosyt\, wob dlq bud\-qkoho  g V∈   isnuvaly elementy  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),

f E Bg ∈ ∗( )   taki, wo 

f g s yg g g( )( )∗ −   =  max max ( )
( )s S y a s

g s y
∈ ∈

∗ − , (3.18)
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Re ( ( ))f g sg g   ≥  0. (3.19)

Dovedennq.  Nexaj  g V∗ ∈  — ekstremal\nyj element dlq velyçyny (1.8) i

g — dovil\nyj element  V. 

Oskil\ky  V — pidprostir, to  ( )g g V+ ∈∗ .  Vraxovugçy opuklist\  V  ta za-

stosovugçy naslidok93.1 dlq elementa  ( )g g V+ ∈∗ ,  robymo vysnovok pro isnu-

vannq elementiv  s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx vykonugt\sq umovy

(3.18), (3.19). 

Navpaky, nexaj dlq elementa  g V∗ ∈   i dovil\noho elementa  g V∈   isnugt\

s Sg ∈ ,  y a sg g∈ ( ),  f E Bg ∈ ∗( ) ,  dlq qkyx vykonugt\sq umovy (3.18) ta (3.19). 

Zapysugçy ci umovy dlq elementa  ( )g g V− ∈∗ ,  de  g — dovil\nyj element

pidprostoru  V,  na pidstavi naslidku 3.1 robymo vysnovok, wo  g*
 — ekstremal\-

nyj element dlq velyçyny (1.8). 
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