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ZAHAL|NI UMOVY ODNOZNAÇNO} ROZV’QZNOSTI 

POÇATKOVO} ZADAÇI DLQ NELINIJNYX

FUNKCIONAL|NO-DYFERENCIAL|NYX RIVNQN|*

We establish general conditions sufficient for the unique solvability of the Cauchy problem for systems
of nonlinear functional-differential equations.

Ustanovlen¥ obwye uslovyq odnoznaçnoj razreßymosty zadaçy Koßy dlq system nelynejn¥x

funkcyonal\no-dyfferencyal\n¥x uravnenyj.

1.  Postanovka zadaçi.  Budemo rozhlqdaty poçatkovu zadaçu

′u tk ( )  =  ( )( )f u tk ,      t a b∈[ ], ,    k n= …1 2, , , , (1)

u ak ( )   =  ck ,    k n= …1 2, , , , (2)

de  –  ∞ < a < b + ∞,  n ∈N ,  fk :    D a b n, ,[ ]( )R  →    D a b n, ,[ ]( )R ,  k = 1, 2, … , n, —

neperervni operatory (vzahali kaΩuçy, nelinijni), a  c k nk = …{ }1 2, , ,  � R.

Metog roboty [ vstanovlennq zahal\nyx umov odnoznaçno] rozv’qznosti za-

daçi (1), (2) za prypuwennq, wo nelinijnosti v systemi rivnqn\ (1) moΩna ocinyty

za dopomohog pevnyx linijnyx operatoriv, qki porodΩugt\ odnoznaçno

rozv’qzni poçatkovi zadaçi iz pozytyvnymy operatoramy Hrina.  Vidßukannq

takyx operatoriv, vzahali kaΩuçy, ne [ prostog zadaçeg, ale za ]x naqvnosti, qk

pokazano nyΩçe, dlq doslidΩennq rozv’qznosti nelinijno] zadaçi (1), (2) moΩna

vykorystovuvaty rezul\taty linijno] teori].

2.  Osnovni oznaçennq.  Ponqttq rozv’qzku poçatkovo] zadaçi (1), (2) rozu-

mi[mo u sensi nastupnoho standartnoho oznaçennq (dyv., napryklad, [1]).
Oznaçennq 1.  Rozv’qzkom zadaçi (1), (2) nazyva[mo absolgtno neperervnu

vektor-funkcig  u = uk k
n( ) =1:  a b,[ ] →  Rn

,  dlq qko] majΩe skriz\ na  a b,[ ]
spravdΩu[t\sq rivnist\ (1) i qka v toçci  a  ma[ vlastyvist\ (2).

Dali znadobyt\sq pryrodne ponqttq pozytyvnosti linijnoho operatora, vyz-

naçenoho na prostori vektor-funkcij z absolgtno neperervnymy komponentamy.

Oznaçennq 2.  Linijnyj operator  l = lk k
n( ) =1:  D a b n, ,[ ]( )R  →  L a b1 ,[ ]( , R

n)
nazyva[mo pozytyvnym, qkwo

vrai min ( )( )
,t a b

kl u t
∈[ ]

  ≥  0,    k n= …1 2, , , ,

pry dovil\nomu  u = uk k
n( ) =1  z  D+ [ ]( )a b n, , R .

Rozhlqnemo linijnu napivodnoridnu zadaçu vyhlqdu

′u tk ( )  =  ( )( )l u tk  + q tk ( ) ,    t a b∈[ ], ,    k n= …1 2, , , , (3)

u ak ( )   =  0, (4)

de  lk :    D a b n, ,[ ]( )R  → L a b1 , ,[ ]( )R ,  k n= …1 2, , , , — linijni operatory,  { qk  | k =

= 1, 2, … , n} � L a b1 , ,[ ]( )R .
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Oznaçennq 3.  Budemo hovoryty, wo linijnyj operator  l = lk k
n( ) =1 :  D a b,[ ]( ,

  R
n)→ L a b n

1 , ,[ ]( )R   naleΩyt\ mnoΩyni  S a ba
n, ,[ ]( )R ,  qkwo napivodnoridna

zadaça (3), (4) ma[ lyße [dynyj rozv’qzok  u = uk k
n( ) =1   dlq koΩnoho  { qk  | k = 1,

2, … , n} �  L a b1 , ,[ ]( )R ,  i, bil\ße toho, rozv’qzok zadaçi (3), (4) ma[ vlas-
tyvist\  

min ( )
,t a b

ku t
∈[ ]

  ≥  0,    k n= …1 2, , , ,

qkwo funkci]  qk,  k = 1, 2, … , n,  nevid’[mni majΩe skriz\ na  a b,[ ].

3.  Poznaçennq.  U roboti budemo vykorystovuvaty nastupni poznaçennq:

1)  R :  = (– , )∞ ∞ ,  N :  = 1 2 3, , , …{ };

2)  x : = max1≤ ≤k n kx   dlq  x = xk k
n n( ) ∈=1 R ;

3)    D a b n, ,[ ]( )R  — banaxiv prostir absolgtno neperervnyx funkcij  a b,[ ]A→
→   Rn

  z normog

  D a b n, ,[ ]( )R  ∋  u  �  u u s ds
a

b

+ ′∫ ( ) ;

4)  mnoΩynu   D
+ a b n, ,[ ]( )R   zadano formulog

  D
+ a b n, ,[ ]( )R A:  =  

 
u u a b uk k

n n

a b
k= ( ) ∈ [ ]( ){ ≥= ∈[ ]1 0D , , min ( )

,
R

ξ
ξ

dlq vsix k n= }…1 2, , , ;

5)  mnoΩynu  D++ [ ]( )a b n, , R   vyznaçeno za formulog

  D
++ [ ]( )a b n, , R A:  =  u u a b uk k

n n

a b
k= ( ) ∈ [ ]( )






≥= ∈[ ]1 0D , , min ( )

,
R

ξ
ξ

i dlq vsixvrai min ( ) , ,
,

,
ξ

ξ
∈[ ]

′ ≥ =




…
a b

ku k n0 1 2 ;

6)  D0 a b n, ,[ ]( )R   vidpovidno( ,  D0
+ [ ]( )a b n, , R ,  D R0

++ [ ]( ))a b n, ,  — mnoΩyna

vsix  u = uk k
n( ) =1  z   D a b n, ,[ ]( )R   

  
vidpovidno( ,   D

+ a b n, ,[ ]( )R ,    D
++ [ ]( a b, , R

n)),

dlq qkyx  u ak ( )  = 0,  k n= …1 2, , , ;

7)AA L a b n
1 , ,[ ]( )R  — banaxiv prostir usix intehrovnyx za Lebehom vektor-fun-

kcij  u :  a b,[ ] →   Rn
  zi standartnog normog

L a b n
1 , ,[ ]( )R  ∋ u  �  u s ds

a

b

( )∫ .

4.  Zahal\na umova rozv’qznosti poçatkovo] zadaçi.  Osnovnym rezul\ta-

tom statti [ nastupna teorema.

Teorema 1.  Nexaj isnugt\ linijni operatory  pi  = pik k

n( ) =1
 :   D a b n, ,[ ]( )R  →

→ L a b1 ,[ ]( , Rn) ,  i = 1, 2,  dlq qkyx pry dovil\nyx absolgtno neperervnyx funk-

ciqx  u = uk k
n( ) =1 :  a b,[ ] →   Rn

,   v = 
  
vk k

n( ) =1 :  a b,[ ] →   Rn
  iz vlastyvostqmy

u ak ( )   =    vk a( ) ,    u tk ( )  ≥   vk t( )    dlq    t a b∈[ ], ,    k n= …1 2, , , , (5)
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spravdΩugt\sq ocinky

  p u tk2 ( – )( )v   ≤  ( )( )f u tk  –   ( )( )f tkv   ≤    p u tk1 ( – )( )v ,

t a b∈[ ], ,    k n= …1 2, , , . (6)

Nexaj, krim c\oho, dlq operatoriv  p1  ta  p2  magt\ misce vklgçennq

p S a ba
n

1 ∈ [ ]( ), , R ,      1
2 1 2( )p p+  ∈ S a ba

n, ,[ ]( )R . (7)

Todi zadaça Koßi (1), (2) [ odnoznaçno rozv’qznog pry dovil\nyx dijsnyx  ck ,

k = 1, 2, … , n.

Pytannq pro naleΩnist\ linijnoho operatora  p :   D a b n, ,[ ]( )R  →  L a b1 ,[ ](  ,

  R
n)   mnoΩyni  S a ba

n, ,[ ]( )R   tisno pov’qzane z vykonannqm dlq porodΩeno] nym

poçatkovo] zadaçi tverdΩennq pro intehruvannq dyferencial\no] nerivnosti.

Rqd umov, wo harantugt\ vykonannq vklgçennq

p S a ba
n∈ [ ]( ), , R (8)

dlq deqkyx klasiv linijnyx operatoriv  p,  wo dopuskagt\ neperervne rozßy-

rennq na prostir usix neperervnyx funkcij, otrymano v [2 – 8].
5.  DopomiΩni tverdΩennq.  Pry dovedenni teoremyA1 nam znadobyt\sq re-

zul\tat roboty [9] wodo odnoznaçno] rozv’qznosti abstraktnoho rivnqnnq v na-

pivuporqdkovanomu banaxovomu prostori (dyv. takoΩ [10] ).

Rozhlqnemo abstraktne operatorne rivnqnnq 

Fx z= , (9)

v qkomu  F :  E → E — nelinijnyj operator, wo di[ u normovanomu banaxovomu

prostori  E E, ⋅   nad polem  R,  K Ei ⊂ ,  i = 1, 2, — zamkneni konusy, a  z —

dovil\nyj element iz  E.

Konusy  Ki ,  i = 1, 2,  porodΩugt\ pryrodni çastkovi vporqdkuvannq prosto-

ru  E.  Budemo pysaty, wo  x 
  
�K

i
y  i  y 

  
�K

i
 x,  todi i til\ky todi, koly  x y,{ } � E

i  y – x ∈ Ki ,  i = 1, 2.

ZauvaΩennq.  Monotonno] zaleΩnosti rozv’qzku rivnqnnq (9) vid  z,  popry

zauvaΩennq za teoremogA7 iz [9] ta za dovedennqm teoremyA49.4 iz [10] za umov

sformul\ovano] teoremyA2, u zahal\nomu vypadku nema[.  V c\omu moΩna pere-

konatys\, zauvaΩyvßy, wo u vypadku linijnoho operatora  f = fk k
n( ) =1  umovy

teoremy, vzahali kaΩuçy, monotonno] zaleΩnosti ne harantugt\.

Teorema 2 (teoremaA49.4 iz [10]).  Nexaj konus  K2  [ normal\nym ta vidtvo-
rggçym.  Krim c\oho, nexaj vykonu[t\sq umova

B x y1( – ) 
  
�K

2
 Fx   –  Fy  

 
�K

2
 B x y2( – ),    ( , )x y E∈ 2 ,    

 
x yK�

1
, (10)

de  Bi A:  E → E,  i = 1, 2, — taki linijni operatory, wo isnugt\  B1
1−
  ta  (B1 +

+A B2
1)–
,  pryçomu spravdΩugt\sq vklgçennq

B K1
1

2
− ( ) � K1,      ( ) ( )–B B K1 2

1
2+  � K1. (11)

Todi rivnqnnq (9) ma[ [dynyj rozv’qzok  x E∈   pry dovil\nomu  z E∈ .

Nastupna lema vstanovlg[ zv'qzok miΩ vlastyvistg, opysanog v oznaçenni 3,

ta pozytyvnog oborotnistg pevnoho linijnoho operatora.

Lema 1.    Qkwo   p  = pk k
n( ) =1:   D a b n, ,[ ]( )R  →  L a b n

1 , ,[ ]( )R  — linijnyj

operator z vlastyvistg (8), to linijnyj operator  Vp A :  
 
D R0 a b n, ,[ ]( )) →
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→ D0 a b,[ ](  ,   R
n) ,  zadanyj formulog

  D0 a b n, ,[ ]( )R  ∋ u  �  V up :  =  u – ( )( )pu t dt
a

⋅

∫ ,

bude oborotnym i dlq obernenoho operatora  Vp
–1

  vykonu[t\sq vklgçennq

  
V a bp

n– , ,1
0D++ [ ]( )( )R  �  D0

+ [ ]( )a b n, , R .

TverdΩennq lemyA1 vyplyva[ iz vlastyvostej mnoΩyny  S a ba
n, ,[ ]( )R .

Lema 2.  Dlq dovil\nyx linijnyx operatoriv  pi A:   D a b n, ,[ ]( )R  →  L a b1 ,[ ]( ,

  R
n) ,  i = 1, 2,  spravdΩu[t\sq rivnist\

Vp1
  +  Vp 2

  =  2 1
2 1 2

V
p p( )+

. (12)

Spravedlyvist\ formuly (12) perevirq[t\sq bezposeredn\o.

6.  Dovedennq teoremy 1.  Oçevydno, wo zadaça (1), (2) rivnosyl\na systemi

rivnqn\

u tk ( )  =  ck   +  ( )( )f u s dsk
a

t

∫ ,    t a b∈[ ], ,    k = 1, 2, … , n.

Nexaj  c = ck k
n n( ) ∈=1 R  — dovil\nyj fiksovanyj vektor.  Dlq koΩno] vektor-

funkci]  v = 
  
vk k

n( ) =1 ∈ D0 a b n, ,[ ]( )R   poklademo

( )( )F tkv A:  =  vk t( )  – f c s dsk
a

t

( ) ( )v +( )∫ ,    t a b∈[ ], ,    k = 1, 2, … , n. (13)

Oçevydno, wo vidpovidne do vidobraΩen\ (13) vidobraΩennq  F = Fk k
n( ) =1  [ ope-

ratorom u banaxovomu prostori  E,  de, za oznaçennqm,

E  =  D0 a b n, ,[ ]( )R . (14)

Lehko baçyty, wo funkciq  u  z  D a b n, ,[ ]( )R   [ rozv’qzkom zadaçi (1), (2) todi i

til\ky todi, koly funkciq  v = u – c  zadovol\nq[ rivnqnnq

 Fv   =  0. (15)

OtΩe, dostatn\o pokazaty, wo rivnqnnq (15) ma[ [dynyj rozv’qzok    v  u prosto-

riA(14).

Spivvidnoßennq (6) rivnosyl\ne spivvidnoßenng

  
−p u tk1 ( – )( )v   ≤  – f u c tk ( ) ( )+( )  +   f c tk ( ) ( )v +( )   ≤  

  
−p u tk2 ( – )( )v ,

t a b∈[ ], ,    k = 1, 2, … , n,

dlq koΩno] pary funkcij    u, v{ }  �   D0 a b n, ,[ ]( )R   iz vlastyvistg (5).  Tomu dlq

vsix takyx par  u  ta    v  pry majΩe vsix  t a b∈[ ],   vykonu[t\sq nerivnist\

′u tk ( ) –  ′vk t( )  – p u tk1 ( – )( )v   ≤  ′u tk ( ) –  ′vk t( )  –

–   f u c t f c tk k( ) ( ) – ( ) ( )+( ) +( )[ ]v   ≤  ′u tk ( ) –  ′vk t( )  – p u tk2 ( – )( )v . (16)
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Intehrugçy çleny nerivnostej (16), otrymu[mo nerivnosti

u tk ( ) –  vk t( )  – 
  

p u s dsk
a

t

1 ( – ) ( )v( )∫   ≤  u tk ( ) –   vk t( )  – f u c s dsk
a

t

( ) ( )+( )∫  +

+ 

 

f c s dsk
a

t

( ) ( )v +( )∫   ≤  u tk ( ) –   vk t( )  – 
  

p u s dsk
a

t

2 ( – ) ( )v( )∫ ,

t a b∈[ ], ,    k = 1, 2, … , n.

Beruçy do uvahy poznaçennq (13), zvidsy oderΩu[mo, wo dlq vsix funkcij  u =

= uk k
n( ) =1 ,    v = 

  
vk k

n( ) =1  z    D0 a b n, ,[ ]( )R ,  qki magt\ vlastyvist\ (5), spravdΩu-

gt\sq ocinky

u tk ( ) –   vk t( )  – 
  

p u s dsk
a

t

1 ( – ) ( )v( )∫   ≤  F u tk( )( )  –  F tkv( )( )   ≤

≤  u tk ( ) –  vk t( )  – 
 

p u s dsk
a

t

2 ( – ) ( )v( )∫ ,    t a b∈[ ], ,    k = 1, 2, … , n.

Dlq dovil\noho  x  z    D0 a b n, ,[ ]( )R   poklademo

( )( )B x t1   =  x t( ) – ( )( )p x s ds
a

t

1∫ ,    t a b∈[ ], , (17)

( )( )B x t2   =  x t( ) – ( )( )p x s ds
a

t

2∫ ,    t a b∈[ ], , (18)

ta oznaçymo mnoΩyny  K1  i  K2  nastupnymy rivnostqmy (dyv. poznaçennq 4 – 6 iz

p.A3):

K1  =    D0
+ [ ]( )a b n, , R ,      K2  =    D0

++ [ ]( )a b n, , R . (19)

NaleΩnist\ linijnoho operatora  p1  mnoΩyni  S a ba
n, ,[ ]( )R   u terminax le-

myA1 oznaça[, wo vidpovidnyj operator  Vp1
  [ oborotnym i, krim toho, spravdΩu-

[t\sq vklgçennq

V K
p1

1
2

– ( )  � K1. (20)

Dali v umovi (7) prypuska[t\sq, wo operator  
1
2 1 2( )p p+   naleΩyt\ mnoΩyni

S a ba ,[ ]( , Rn) .  Z ohlqdu na lemyA1 ta 2 ce oznaça[, wo isnu[ operator

1
2 1

2

1

1 2

V
p p( )

–

+
,  qkyj [ pozytyvnym obernenym do operatora  Vp1

 + Vp2
.  OtΩe,

spravdΩu[t\sq vklgçennq

V V Kp p1 2

1
2+( ) ( )

–
 � K1. (21)

Takym çynom, my vstanovyly, wo dlq vidobraΩennq (13) vykonu[t\sq umova (10)

pry  E,  K1  i  K2,  zadanyx formulamy (14), (19), i operatorax  B1,  B2,  vyznaçe-

nyx rivnostqmy (17), (18).  Pry c\omu, z ohlqdu na spivvidnoßennq (20) i (21) ta

rivnosti  Bi = Vpi
,  i = 1, 2,  operatory (17), (18) magt\ vlastyvosti (11).
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MnoΩyny (19) [ konusamy v banaxovomu prostori    D0 a b n, ,[ ]( )R ,  pry c\omu

konus    D0
++ [ ]( )a b n, , R ,  qk nevaΩko perekonatysq, [ vidtvorggçym i normal\-

nym.  Zastosovugçy teoremuA2, vstanovlg[mo odnoznaçnu rozv’qznist\ nelinij-

no] poçatkovo] zadaçi (1), (2) i cym, z ohlqdu na dovil\nist\ dijsnoho vektora  c =

= ck k
n( ) =1  v formuli (13), zaverßu[mo dovedennq teoremyA1.
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