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Àíîòàö³ÿ. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ âåðøèííèõ ðîçì³òîê íà çàäàíî-

ìó ãðàô³. Äîâåäåíî åêâ³âàëåíòí³ñòü òðüîõ á³ìàã³÷íèõ ðîçì³òîê äëÿ ðåãóëÿð-

íèõ ãðàô³â. Îäåðæàíî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ³ñíóâàííÿ 1-âåðøèí-

íî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè ìóëüòè÷àñòêîâèõ ãðàô³â, à ñàìå äëÿ

ãðàô³â, ³çîìîðôíèõ Kn n m, , . Äîâåäåíî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü á³ðåãóëÿðíèõ

ãðàô³â K K M K u u u un ij n n i n j( ) (( ) ) ( ) ( )� � � � ��1 1 äîïóñêàº 1-âåðøèííó

á³ìàã³÷íó âåðøèííó ðîçì³òêó, äå u ui j, — áóäü-ÿêà ïàðà íåñóì³æíèõ âåð-

øèí ó ãðàô³ K Mn � �1 , un — âåðøèíà K1, M — äîñêîíàëå ïàðîñïîëó÷åííÿ

ïîâíîãî ãðàôà Kn �1. Âñòàíîâëåíî, ÿêùî r-ðåãóëÿðíèé ãðàô G ïîðÿäêó n º

äèñòàíö³éíèì ìàã³÷íèì, òî ãðàô G G� ìàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó

ðîçì³òêó ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè ( )( ) /n n r n� � �1 2 2 ³ ( )( ) /n n r nr� � �1 2 . Âèç-

íà÷åíî äâà íîâ³ òèïè ãðàô³â, ÿê³ íå äîïóñêàþòü 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåð-

øèííî¿ ðîçì³òêè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñòàíö³éíà ìàã³÷íà ðîçì³òêà, 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåð-

øèííà ðîçì³òêà, íåïàðíà 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà, ïàðíà

1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà.

ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷à îïòèìàëüíî¿ ðîçì³òêè åëåìåíò³â ãðàôà º îäí³ºþ ç êëàñè÷íèõ çàäà÷ äèñ-

êðåòíî¿ îïòèì³çàö³¿. Ç îãëÿäîì ïóáë³êàö³é ùîäî ð³çíèõ òèï³â ðîçì³òîê ìîæíà

îçíàéîìèòèñÿ â åëåêòðîííîìó æóðíàë³ Ä. Ãàëë³àíà [1], ÿêèé ùîðîêó îíîâëþºòüñÿ.

Ïîíÿòòÿ ðîçì³òêè ãðàôà º á³ëüø øèðîêèì í³æ ðîçôàðáóâàííÿ ³ ìàº äâ³ âàæ-

ëèâ³ â³äì³ííîñò³. Ïî-ïåðøå, ï³ä ÷àñ ðîçì³òêè âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³í’ºêòèâíà

(àáî á³ºêòèâíà) ôóíêö³ÿ, ÿêà ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü ð³çíèì åëåìåíòàì ãðàôà

ð³çí³ ÷èñëà, à çâè÷àéí³ îáìåæåííÿ êîëüîðó çàì³íþþòü ñï³ââ³äíîøåííÿìè ì³æ

ì³òêàìè. Öå çóìîâëþº äðóãó â³äì³íí³ñòü, ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî îáìåæåííÿ

âêëþ÷àþòü àðèôìåòè÷í³ îá÷èñëåííÿ ç ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè ì³òîê.

Ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ç âèêîðèñòàííÿì ðîçì³÷åíèõ ãðàô³â øèðîêî çàñòîñîâó-

þòüñÿ â òåîð³¿ êîäóâàííÿ, çîêðåìà äëÿ ïîáóäîâè êîä³â ñèíõðîí³çàö³¿ òà çãîðòêîâèõ

êîä³â ç îïòèìàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè àâòîêîðåëÿö³¿, êîä³â äëÿ ðàä³îëîêàö³¿, íà

áàç³ ïîñë³äîâíîñò³ Ñêîëåìà [2], äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè íåâèçíà÷åíîñò³ ó ðåíò-

ãåí³âñüê³é êðèñòàëîãðàô³¿, ï³ä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ êîìóí³êàö³éíèõ ìåðåæ [3–5].

Íàïðèêëàä, â àëãîðèòìàõ ìàðøðóòèçàö³¿ â MPLS-ìåðåæ³ çàñòîñîâàíî ãðàö³îçíó

ðîçì³òêó äåðåâ [6]. Ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò òåîð³¿ ðîçì³òîê ÷àñòî âèÿâëÿºòüñÿ êî-

ðèñíèì äëÿ íàäàííÿ äîäàòêîâî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ãðàô. Íàïðèêëàä, ó ðîáîò³ [7] ðîç-

ãëÿíóòî ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëåííÿ â³äñòàí³ ì³æ áóäü-ÿêèìè ïàðàìè âåðøèí ãðàôà çà

óìîâè íàÿâíîñò³ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè ³ áåç çàëó÷åííÿ ³íøî¿ äîäàòêîâî¿ ³íôîðìàö³¿

ïðî ãðàô. Äèñòàíö³éíó ìàã³÷íó ðîçì³òêó òà ¿¿ ð³çíîâèäè çàñòîñîâóþòü ÿê ìàòåìà-

òè÷í³ ìîäåë³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ, çîêðåìà ï³ä ÷àñ ïëà-

íóâàííÿ íåïîâíèõ òóðí³ð³â ç ð³çíèìè âëàñòèâîñòÿìè [8, 9].

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî âåðøèíí³ ðîçì³òêè, ÿê³ º êîìá³íàö³ºþ ìàã³÷íî¿

³ äèñòàíö³éíî¿ ðîçì³òîê. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ òðüîõ âèä³â

á³ìàã³÷íèõ ðîçì³òîê, çàïðîïîíîâàíèõ ó [10]. Ïðîäîâæåíî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ³ñíó-

âàííÿ 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè äëÿ ðåãóëÿðíèõ òà á³ðåãóëÿð-

íèõ ãðàô³â, ðîçïî÷àòå â ðîáîòàõ [10, 11]. Çíàéäåíî íîâ³ êëàñè ãðàô³â, ÿê³ íå º

1-âåðøèííèìè á³ìàã³÷íèìè âåðøèííèìè.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåîð³ºíòîâàí³ ñê³í÷åíí³ ãðàôè, ÿê³ íå ì³ñòÿòü ïåòåëü

òà êðàòíèõ ðåáåð. Ï³ä âåðøèííîþ ðîçì³òêîþ f ãðàôà G V E� ( , ) ðîçóì³þòü

â³äîáðàæåííÿ, ùî ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü âåðøèíàì ãðàôà ÷èñëà ³ç çàäàíî¿

ìíîæèíè çà ïåâíèì ïðàâèëîì. Ïîçíà÷èìî N u( ) ìíîæèíó ñóì³æíîñò³ âåðøèíè

u V G� ( ), à deg ( )u — ñòåï³íü âåðøèíè u. Ãðàô ââàæàþòü ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âñ³

éîãî âåðøèíè ìàþòü îäíàêîâèé ñòåï³íü. Ãðàô G V V E� �( , )1 2 íàçèâàþòü á³ðå-

ãóëÿðíèì, ÿêùî âåðøèíè ìíîæèíè Vi ìàþòü îäíàêîâèé ñòåï³íü ri , äå i �1 2, ³

r r1 2� . Âàãó w u( ) (àáî w uf ( )) âåðøèíè u äëÿ ðîçì³òêè f âèçíà÷èìî ÿê ñóìó

ì³òîê âåðøèí ñóì³æíèõ ç u, òîáòî w u f
N u

( ) ( )
( )

�
���

� , äå êîæíà âåðøèíà

� �V G( ). ßêùî âñ³ âàãè âåðøèí îäíàêîâ³, îäåðæóþòü ìàã³÷íèé òèï ðîçì³òêè.

Îçíà÷åííÿ 1 [12]. Äèñòàíö³éíîþ ìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ (àáî 1-âåðøèííîþ

ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ ðîçì³òêîþ àáî ñèãìà-ðîçì³òêîþ) ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêó

n íàçèâàºòüñÿ á³ºêö³ÿ f V G n: ( ) , , ,	 { }1 2 � , äëÿ ÿêî¿ ³ñíóº òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî

k — ìàã³÷íà ñòàëà, ùî äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V G� ( ) âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

�
�

�� �
N u

f k
( )

( ) . Ãðàô G, ùî äîïóñêàº òàêó ðîçì³òêó, íàçèâàþòü äèñòàíö³éíèì

ìàã³÷íèì ãðàôîì.

Àâòîðè ðîáîòè [10] çàïðîïîíóâàëè òðè âèäè âåðøèííèõ ðîçì³òîê ãðàôà, ùî

âêëþ÷àþòü ïîíÿòòÿ á³ìàã³÷íîñò³.

Îçíà÷åííÿ 2 [10]. Á³ºêòèâíà ðîçì³òêà f V G n: ( ) , , ,	 { }1 2 � ãðàôà

G V E� ( , ) ïîðÿäêó n íàçèâàºòüñÿ 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ, ÿêùî

³ñíóþòü äâ³ òàê³ ñòàë³ k k1 2, , ùî äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V G� ( )
�

�
�� �

N u
f k

( )
( ) 1

àáî
�

�
�� �

N u
f k

( )
( ) 2 , äå k k1 2� . Ãðàô G, ùî äîïóñêàº òàêó ðîçì³òêó, íàçèâà-

þòü 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì.

Îçíà÷åííÿ 3 [10]. Á³ºêòèâíà ðîçì³òêà f V G n: ( ) , , ,	 �{ }1 3 2 1� ãðàôà

G V E� ( , ) ïîðÿäêó n íàçèâàºòüñÿ íåïàðíîþ 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèí-

íîþ, ÿêùî ³ñíóþòü äâ³ òàê³ ñòàë³ k k1 2, , ùî äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V G� ( )

�
�

�� �
N u

f k
( )

( ) 1 àáî
�

�
�� �

N u
f k

( )
( ) 2 , äå k k1 2� . Ãðàô G, ùî äîïóñêàº òàêó

ðîçì³òêó, íàçèâàþòü íåïàðíèì 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì.

Îçíà÷åííÿ 4 [10]. Á³ºêòèâíà ðîçì³òêà f V G n: ( ) , , , ( )	 �{ }0 2 2 1� } ãðàôà

G V E� ( , ) ïîðÿäêó n íàçèâàºòüñÿ ïàðíîþ 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ,

ÿêùî ³ñíóþòü äâ³ òàê³ ñòàë³ k1, k2 , ùî äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V G� ( )

�
�

�� �
N u

f k
( )

( ) 1 àáî
�

�
�� �

N u
f k

( )
( ) 2 , äå k k1 2� . Ãðàô G, ùî äîïóñêàº òàêó

ðîçì³òêó, íàçèâàþòü ïàðíèì 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì.

×èñëà k1 ³ k2 íàçèâàþòü ìàã³÷íèìè ñòàëèìè ðîçì³òêè f . Áóäåìî ââàæàòè,

ùî óìîâà á³ìàã³÷íîñò³ ïîðóøóºòüñÿ, ÿêùî k k1 2� .

Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî á³ìàã³÷íèé òèï âåðøèííî¿ ðîçì³òêè ³ ÷àñòêîâî ðîç-

â’ÿçàíî çàäà÷³, ÿê³ â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì.

Çàäà÷à 1. Ï³ä ÷àñ ðîçãëÿäó ðîçì³òîê f ³ g äâîõ âèä³â íà çàäàíîìó ãðàô³ G âè-

íèêàº ïèòàííÿ, ÷è ìîæå îäíà ðîçì³òêà ïîðîäæóâàòè ³íøó çà ïåâíèõ óìîâ. Ó ðàç³

ïîçèòèâíî¿ â³äïîâ³ä³ íà öå ïèòàííÿ çàçíà÷åí³ ðîçì³òêè íàçâåìî åêâ³âàëåíòíèìè.

Äëÿ âåðøèííèõ ðîçì³òîê öå ïîíÿòòÿ ââåäåíî ó òàêîìó îçíà÷åíí³.

Îçíà÷åííÿ 5. Äâ³ âåðøèíí³ ðîçì³òêè f ³ g ãðàôà G V E� ( , ) íàçèâàþòüñÿ

åêâ³âàëåíòíèìè íà G, ÿêùî îäíà ç íèõ ïîðîäæóº ³íøó òàêèì ÷èíîì, ùî äëÿ êîæ-

íî¿ âåðøèíè x V G� ( ) âèêîíóþòüñÿ òàê³ âçàºìíî îäíîçíà÷í³ â³äïîâ³äíîñò³:

f x g x( ) ( )
 ³ w x w xf g( ) ( )
 .
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Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàô G ìàº âåðøèíí³ á³ìàã³÷í³ ðîçì³òêè f ³ g äâîõ âèä³â.

Ïîòð³áíî ç’ÿñóâàòè, ÷è º f ³ g åêâ³âàëåíòíèìè ðîçì³òêàìè íà G .

Çàäà÷à 2 [10, 11]. Çàäàíî ðåãóëÿðíèé àáî á³ðåãóëÿðíèé ãðàô. Çà ÿêèõ óìîâ

³ñíóº 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà öüîãî ãðàôà?

Çàäà÷à 3. Íåõàé ãðàô G V E� ( , ) äîïóñêàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó

ðîçì³òêó. Âèçíà÷èòè ôóíêö³þ, ÿêà ïîðîäæóº öþ ðîçì³òêó.

Çàäà÷à 4. Âñòàíîâèòè âèäè ãðàô³â, ÿê³ íå äîïóñêàþòü 1-âåðøèííî¿

á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè.

ÅÊÂ²ÂÀËÅÍÒÍ²ÑÒÜ Á²ÌÀÃ²×ÍÈÕ ÐÎÇÌ²ÒÎÊ ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ÃÐÀÔ²Â

Ó ðîáîò³ [10] äîâåäåíî, ùî ðåãóëÿðíèé àáî á³ðåãóëÿðíèé ãðàô ìàº 1-âåðøèí-

íó á³ìàã³÷íó âåðøèííó ðîçì³òêó òîä³ é ò³ëüêè òîä³,

êîëè â³í º íåïàðíèì àáî ïàðíèì 1-âåðøèííèì

á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì. Çàóâàæèìî, ùî ö³

òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ íå äëÿ êîæíîãî á³ðåãóëÿð-

íîãî ãðàôà. Ïðèêëàä á³ðåãóëÿðíîãî ãðàôà òà éîãî

1-âåðøèíî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè íàâåäåíî

íà ðèñ. 1. Àëå äëÿ öüîãî ãðàôà íå ³ñíóº íåïàðíà

1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà. Òîìó

ïîòð³áíî ç’ÿñóâàòè, çà ÿêèõ óìîâ íàâåäåí³ òâåðäæåí-

íÿ º ³ñòèííèìè äëÿ á³ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â.

Ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó 1 ³ çíàéäåìî çàëåæí³ñòü ì³æ

á³ìàã³÷íèìè ðîçì³òêàìè ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â, äîâ³âøè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G ïîðÿäêó n º åêâ³âàëåíòíèìè òàê³ òâåð-

äæåííÿ:

1) G — 1-âåðøèííèé á³ìàã³÷íèé âåðøèííèé ãðàô;

2) G — íåïàðíèé 1-âåðøèííèé á³ìàã³÷íèé âåðøèííèé ãðàô;

3) G — ïàðíèé 1-âåðøèííèé á³ìàã³÷íèé âåðøèííèé ãðàô.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî åêâ³âàëåíòí³ñòü òâåðäæåíü 2) ³ 3). Äëÿ òâåðäæåíü 1)

³ 2) òà 1) ³ 3) äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî.

Íåõàé G — r-ðåãóëÿðíèé ãðàô ïîðÿäêó n. Ïðèïóñòèìî, ùî f — íåïàðíà

1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà G, à k k1 2, — ¿¿ ìàã³÷í³ ñòàë³. Ðîç³á’ºìî

V G( ) íà äâ³ ïîïàðíî íåïåðåòèíí³ ìíîæèíè V1 ³ V2 , äå V G V V( ) � �1 2 , òàêèì ÷è-

íîì, ùî âàãà êîæíî¿ âåðøèíè ç V1 äîð³âíþº k1, à ç V2 — k2 . Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüí³

âåðøèíè u V� 1 òà � �V2 , äëÿ ÿêèõ

w u k s s s sf r( ) � � � � � � � � � �1 1 2 32 1 2 1 2 1 2 1� ,

w k t t t tf r( )� � � � � � � � � � �2 1 2 32 1 2 1 2 1 2 1� ,

äå 2 1si � , 2 1ti � — ì³òêè âåðøèí, ñóì³æíèõ â³äïîâ³äíî u òà � , i r�1 2, , ,� .

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñåðåä ÷èñåë si ³ ti õî÷à á îäíà ïàðà íå çá³ãàºòüñÿ. Ïî-

êàæåìî, ùî G º ïàðíèì 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì. Çàäàìî

íîâó âåðøèííó ðîçì³òêó � ãðàôà G òàêèì ÷èíîì, ùî �( ) ( )x l� �2 1 , ÿêùî

f x l( ) � �2 1, äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè x V G� ( ), äå l n�1 2, , ,� . Äëÿ ì³òîê âèêî-

íóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

f x x( ) ( )
 � , òîáòî 1 0 3 2 5 4 7 6 2 1 2 1
 
 
 
 � 
 �, , , , , ( )� n n . (1)
Äëÿ âàã âåðøèí u V� 1 òà � �V2 îäåðæèìî òàê³ â³äïîâ³äíîñò³:

w u k w u k s s s sf r( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� 
 � � � � � � � � � �
�

1 1 1 2 32 1 2 1 2 1 2� � 1 1) � �k r,

w k w k t t t tf r( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� ��� 
 � � � � � � � � � �
�

2 2 1 2 32 1 2 1 2 1 2� 1 2) � �k r.
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G:

1 2

6 3 4

Ðèñ. 1. 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà
âåðøèííà ðîçì³òêà á³ðåãóëÿð-
íîãî ãðàôà G



Îòæå, ôóíêö³ÿ � çàäîâîëüíÿº âèìîãè îçíà÷åííÿ 4 ³ º ïàðíîþ 1-âåðøèííîþ

á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ ðîçì³òêîþ G. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ «ç 3) âèïëèâàº 2)»

íåâàæêî âñòàíîâèòè, êîðèñòóþ÷èñü âçàºìíî îäíîçíà÷íîþ â³äïîâ³äí³ñòþ ì³æ

ì³òêàìè (1) ðîçì³òîê f ³ �.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñë³äîê 1. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G éîãî 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà, íå-

ïàðíà ³ ïàðíà 1-âåðøèíí³ á³ìàã³÷í³ âåðøèíí³ ðîçì³òêè º ïîïàðíî åêâ³âàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ íàñë³äêó âèïëèâàº ç ³ñíóâàííÿ âçàºìíî îäíîçíà÷íèõ â³äïîâ³äíîñ-

òåé, âñòàíîâëåíèõ ì³æ ì³òêàìè âåðøèí ³ âàã ó äîâåäåíí³ òåîðåìè 1.

1-ÂÅÐØÈÍÍÀ Á²ÌÀÃ²×ÍÀ ÂÅÐØÈÍÍÀ ÐÎÇÌ²ÒÊÀ ÎÊÐÅÌÈÕ
ÂÈÄ²Â Á²ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ² ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ÃÐÀÔ²Â

Ó ðîáîò³ [10] äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè

äëÿ ïîâíîãî äâî÷àñòêîâîãî ãðàôà, à òàêîæ çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ ïîâíèé

ñèìåòðè÷íèé ìóëüòè÷àñòêîâèé ãðàô º 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì.

Ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó ³ñíóâàííÿ á³ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè äëÿ ³íøèõ êëàñ³â ìóëüòè÷àñ-

òêîâèõ ãðàô³â. Ðîçãëÿíåìî òðüîõ÷àñòêîâ³ ãðàôè âèäó: Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, ,

äëÿ m n� . Âîíè º ïðåäñòàâíèêàìè êëàñó á³ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â.

Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ êîæíîãî ç ãðàô³â Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, , ³ñíóº 1-âåð-

øèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè k1 ³ k2 , òî 2 1 2k k� �

� � � �( )( )m n m n2 2 1 ³ k2 — ïàðíå (àáî 2 2 2 12 1k k m n m n� � � � �( )( ) ³ k1 — ïàðíå).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f — 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà ðîçì³òêà

K V En n m, , ( , )� ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè k1 ³ k2 . Íåõàé V V V V� � �1 2 3 , äåV1 �

� { }x x xn1 2, , ,� , V y y yn2 1 2� { }, , ,� , V z z zm3 1 2� { }, , ,� ³ êîæíà ç ìíîæèí

V1,V2 ,V3 íàëåæèòü ð³çíèì ÷àñòêàì òðè÷àñòêîâîãî ãðàôà Kn n m, , . Îá÷èñëèìî âàãè

âåðøèí:

w x f y f zi i

i

n

s

s

m

( ) ( ) ( )� �

� �

� �
1 1

, w y f x f zi i

i

n

s

s

m

( ) ( ) ( )� �

� �

� �
1 1

,

w z f x f ys i

i

n

i

i

n

( ) ( ) ( )� �

� �

� �
1 1

.

Âèêîíàííÿ óìîâè á³ìàã³÷íîñò³ º ìîæëèâèì ó òðüîõ ñèòóàö³ÿõ. Íå ïîðóøóþ-

÷è çàãàëüíîñò³, áóäåìî ââàæàòè: 1) w x w y ki i( ) ( )� � 1, w z ks( ) � 2 àáî 2) w xi( ) �

� �w z ks( ) 1, w y ki( ) � 2 , àáî 3) w y w z ki s( ) ( )� � 1, w x ki( ) � 2 .

Ó êîæíîìó âèïàäêó îäåðæèìî, ùî k2 — ïàðíå ÷èñëî ³ 2 1 2k k� �

� � � �( )( )m n m n2 2 1 .

Äëÿ ãðàô³â Kn m n, , ³ Km n n, , îäåðæèìî àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Áåçïîñåðåäíüî ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 âèïëèâàº íàâåäåíèé íèæ÷å íàñë³äîê.

Íàñë³äîê 1. ßêùî êîæíèé ç ãðàô³â Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, , º äèñòàíö³éíèì

ìàã³÷íèì, òî ( ) ( )m n� �2 0 3mod àáî ( ) ( )m n� �2 2 3mod .

Òåîðåìà 3. Êîæíèé ãðàô Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, , º 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì

âåðøèííèì äëÿ ïàðíîãî n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî n — ïàðíå ³ m n� , òî îòðèìóºìî 1-âåðøèííèé á³ìàã³÷íèé

âåðøèííèé ãðàô Kn n n, , [10].

Ðîçãëÿíåìî ãðàô K V En n m, , ( , )� , äëÿ ÿêîãî V V V V� � �1 2 3 , ³ êîæíà ìíî-

æèíà V x x xn1 1 2� { }, , ,� , V y y yn2 1 2� { }, , ,� , V z z zm3 1 2� { }, , ,� ñêëàäàºòüñÿ

ç ïîïàðíî íåñóì³æíèõ âåðøèí. Íåõàé n k� 2 ³ m n� . Çàäàìî âåðøèííó ðîçì³òêó f

ãðàôà Kn n m, , òàêèì ÷èíîì:
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f x ii( ) –� 2 1, f y ii( ) � 2 , ÿêùî 1 
 
i k ,

f x k jk j( )� � � �1 4 2 , ÿêùî 0 1
 
 �j k ,

f y k jk j( ) ( )� � � � �1 4 2 1 , ÿêùî 0 1
 
 �j k ,

f z k k k ms( ) , , ,� � � � �{ }4 1 4 2 4 , äå 1 
 
s m .

Ôóíêö³ÿ f º á³ºêö³ºþ ç ìíîæèíè V ó ìíîæèíó ÷èñåë { }1 2 2, , ,� n m� .

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òåîðåìè 2, äëÿ âàã âåðøèí îäåðæèìî òàê³ çíà÷åííÿ:

w x w y k k k m
m m

i i( ) ( ) ( )
( )

,� � � � � �
�

1
24 4 1

1

2
w z k k ks( ) � � �2

28 2 .

Äëÿ k k1 2� óìîâà á³ìàã³÷íîñò³ ïîðóøóºòüñÿ. Àëå òîä³ ìàº âèêîíóâàòèñÿ ð³âí³ñòü

3 2 1 2 2 1n n m n m n( ) ( )( )� � � � � . Öå ìîæëèâî ëèøå äëÿ m �1, n � 2. Îòæå, âåðøèííà

ðîçì³òêà f º 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ äëÿ ãðàôà Kn n m, , , ÿêùî m �1 ³

n � 2. Çàäàìî ³íøó âåðøèííó ðîçì³òêó g íà K2 2 1, , òàêèì ÷èíîì: g x( )1 1� , g x( )2 5� ,

g y( )1 2� , g y( )2 4� , g z( ) � 3, g çàäîâîëüíÿº óìîâó á³ìàã³÷íîñò³.

Îòæå, ãðàô Kn n m, , º 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì äëÿ ïàðíîãî n.

Íà îñíîâ³ ïîä³áíèõ ì³ðêóâàíü ðîáèìî àíàëîã³÷íèé âèñíîâîê äëÿ ãðàô³â Kn m n, , ,

Km n n, , .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îïåðàö³þ âèäàëåííÿ ðåáðà ( )u� ó ãðàô³ G ïîçíà÷èìî G u� ( )� . Íåõàé n — íå-

ïàðíå ÷èñëî, n � 5. Ðîçãëÿíåìî ãðàôè âèäó: (( ) ) ( ) ( )K M K u u u un n i n j� � � � �1 1 ,

äå ui , u j — áóäü-ÿêà ïàðà íåñóì³æíèõ âåðøèí ó ãðàô³ K Mn� �1 , M — äîñêîíàëå

ïàðîñïîëó÷åííÿ ïîâíîãî ãðàôà Kn�1, un — âåðøèíà K1. Áóäü-ÿêèé ãðàô ³ç ö³º¿

ïîñë³äîâíîñò³ ïîçíà÷èìî Kn ij( ) . Ïðèêëàä ãðàôà K7 56( ) íàâåäåíî íà ðèñ. 2.

Òåîðåìà 4. Äëÿ êîæíîãî ãðàôà Kn ij( ) ³ñíóº 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà

ðîçì³òêà ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè n n( ) /�3 2 ³ n n( ) /�1 2, äå n — íåïàðíå ÷èñëî, n � 5.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðàô K K M K u u u un ij n n i n j( ) (( ) ) ( ) ( )� � � � ��1 1 , äå

n — íåïàðíå ÷èñëî, n � 5. Ïîçíà÷èìî V K u u u u un ij n n( ) , , , , ,( ) � �{ }1 2 3 1� , äå

V K u u u un n( ) , , , ,� ��1 1 2 3 1{ }� , V K un( )1 � { }. Ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü âåðøè-

íàì ãðàôà K Mn� �1 íàòóðàëüí³ ÷èñëà 1 2 1, , ,� n � òàêèì ÷èíîì, ùî êîæíà ïàðà

íåñóì³æíèõ âåðøèí îäåðæèòü ì³òêè s ³ n s� , äå s îäíå ç ÷èñåë 1 2 1, , ,� n � . Òîä³

ì³òêà âåðøèíè un äîð³âíþº n.

Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ãðàô K Mn� �1 áóäå äèñòàíö³éíèì ìàã³÷íèì, îñê³ëüêè

âàãà êîæíî¿ âåðøèíè äîð³âíþº n n( ) /�3 2. Çíàéäåìî âàãè âåðøèí ãðàôà Kn ij( ) :

w u n nn( ) ( ) /� �3 2, w u n ni( ) ( ) /� �3 2,

w u n nj( ) ( ) /� �3 2, w u n nk( ) ( ) /� �1 2

äëÿ áóäü-ÿêîãî k n� �{ }1 2 1, , ,� , k i� , k j� .

Îòæå, êîæíèé ãðàô âèäó Kn ij( ) º 1-âåð-

øèííèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì ç ìà-

ã³÷íèìè ñòàëèìè n n( ) /�3 2 ³ n n( ) /�1 2.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðî³ëþñòðóºìî ðåçóëüòàòè òåîðåìè 4 íà

ïðèêëàä³ ãðàôà K7 56( ) ïîðÿäêó n � 7 (ðèñ. 2).

Çàäàìî âåðøèííó ðîçì³òêó f ãðàôà

K7 56( ) , ÿê çàïðîïîíîâàíî â òåîðåì³ 4:

f u( )1 1� , f u( )2 6� , f u( )3 2� , f u( )4 5� ,

f u( )5 3� , f u( )6 4� , f u( )7 7� .
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u7

u4u5

u3

u1 u2

u6

Ðèñ. 2. Ãðàô K7 56( )



Çíàéäåìî âàãè âåðøèí

w u( )1 28 7 21� � � , w u( )2 28 7 21� � � , w u( )3 28 7 21� � � , w u( )4 28 7 21� � � ,

w u( )5 28 7 7 14� � � � , w u( )6 28 7 7 14� � � � , w u( )7 28 7 7 14� � � � .

Ôóíêö³ÿ f º 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ ðîçì³òêîþ ãðàôà K7 56( ) ,

à n n( ) /� �3 2 14, n n( ) /� �1 2 21 — ¿¿ ìàã³÷í³ ñòàë³.

Íàñë³äîê 1. Êîæíèé ãðàô âèäó Kn ij( ) º íåïàðíèì ³ ïàðíèì 1-âåðøèííèì

á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì, äå n — íåïàðíå ÷èñëî, n � 5.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó ðîçì³òêó f ãðàôà

Kn ij( ) , çàïðîïîíîâàíó â òåîðåì³ 4. Çàäàìî íîâ³ á³ìàã³÷í³ âåðøèíí³ ðîçì³òêè � ³ g

ãðàôà Kn ij( ) òàêèì ÷èíîì, ùî �( ) ( )u f ul l� �2 1, g u f ul l( ) ( ( ) )� �2 1 äëÿ êîæíî¿

âåðøèíè u V Kl n ij� ( )( ) , äå l n�1 2, , ,� . Ó öüîìó âèïàäêó êîæíà ïàðà íåñóì³æíèõ

âåðøèí â K Mn� �1 îäåðæóº ì³òêè s ³ 2 1n s� � äëÿ s n� �1 3 5 2 3, , , ,� ïðè ðîçì³òö³

� òà s ³ 2 1( )n s� � äëÿ s n� �0 2 4 2 4, , , ,� ïðè ðîçì³òö³ g. Äëÿ âåðøèíè un çàëèøà-

þòüñÿ òàê³ çíà÷åííÿ: �( )u nn � �2 1, g u nn( ) ( )� �2 1 . Äëÿ âàã âåðøèí Kn ij( ) îäåð-

æèìî:

w u n nn� ( ) � � �
2 4 2 , w u w u n ni j� �( ) ( )� � � �

2 4 2 , w u n nk� ( ) � � �
2 2 1 ,

w u n ng n( ) � � �
2 5 4 , w u w u n ng i g j( ) ( )� � � �

2 5 4 , w u n ng k( ) � � �
2 3 2

äëÿ áóäü-ÿêîãî k n� �{ }1 2 1, , ,� , k i� , k j� .

Îòæå, êîæíèé ãðàô âèäó Kn ij( ) º íåïàðíèì ³ ïàðíèì 1-âåðøèííèì á³ìàã³÷-

íèì âåðøèííèì ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè n n2 4 2� � , n n2 2 1� � òà n n2 5 4� � ,

n n2 3 2� � â³äïîâ³äíî.

Íàñë³äîê äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî 1-âåðøèííà á³ìàã³÷íà âåðøèííà, íåïàðíà ³ ïàðíà 1-âåðøèíí³

á³ìàã³÷í³ âåðøèíí³ ðîçì³òêè ïîïàðíî åêâ³âàëåíòí³ íà Kn ij( ) .

Ï³ä ç’ºäíàííÿì äâîõ ãðàô³â G V E1 1 1� ( , ) ³ G V E2 2 2� ( , ) òàêèõ, ùî

V V1 2� � �, áóäåìî ðîçóì³òè ãðàô G G V V1 2 1 2� � �( , E E E1 2� � ), äå E ì³ñòèòü

âñ³ ðåáðà âèäó ( )u� ³ u V� 1, � �V2 .

Òåîðåìà 5. ßêùî r-ðåãóëÿðíèé ãðàô G º äèñòàíö³éíèì ìàã³÷íèì, òî ãðàô

G G� ìàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó ðîçì³òêó ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè

( )( )n n r
n

� �
�

1

2

2 ³
( )( )n n r

nr
� �

�
1

2
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f — äèñòàíö³éíà ìàã³÷íà ðîçì³òêà r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G

ïîðÿäêó n ³ êîæíà éîãî âåðøèíà ìàº âàãó k. Ïîçíà÷èìî V G G( )� �

� { }u u un n1 2 1 2, , , , , , ,� �� � � , äå ui òà � i º îáðàçàìè âåðøèíè xi ãðàôà G ,

i n�1 2, , ,� . Çàäàìî âåðøèííó ðîçì³òêó � ãðàôà G G V E� � ( , ) òàêèì ÷èíîì:

�( ) ( )u f xi i� , � �( ) ( )i if x n� � .

Ôóíêö³ÿ � º á³ºêö³ºþ ç ìíîæèíè V G G( )� íà ìíîæèíó { }1 2 2, , ,� n .

Âåðøèíè ãðàôà G G� îäåðæàòü âàãè:

w u w x
n n

n k
n n

n ki f i� ( ) ( )
( ) ( )

� �
�

� � �
�

� �
1

2

1

2

2 2
1,

w w x nr
n n

k
n n

nr ki f i� �( ) ( )
( ) ( )

� � �
�

� �
�

� �
1

2

1

2
2 .
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Äëÿ ðåãóëÿðíîãî äèñòàíö³éíîãî ìàã³÷íîãî ãðàôà G ìàºìî k
r n

�
�( )1

2
. Îòæå,

ðîçì³òêà � ãðàôà G G� º 1-âåðøèííîþ á³ìàã³÷íîþ âåðøèííîþ ç ìàã³÷íèìè ñòà-

ëèìè k
n n r

n1
21

2
�

� �
�

( )( )
³ k

n n r
nr2

1

2
�

� �
�

( )( )
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ó öüîìó ðîçä³ë³ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó 3 ï³ä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåì 3 ³ 5 äëÿ

ãðàô³â Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, , òà G G� , à òàêîæ çàïðîïîíîâàíî ÷àñòèííèé ðîç-

â’ÿçîê çàäà÷³ 2 ó òåîðåìàõ 3–5.

ÃÐÀÔÈ, ÙÎ ÍÅ ÄÎÏÓÑÊÀÞÒÜ 1-ÂÅÐØÈÍÍÎ¯
Á²ÌÀÃ²×ÍÎ¯ ÂÅÐØÈÍÍÎ¯ ÐÎÇÌ²ÒÊÈ

Îäíà ³ç çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â ö³é ðîáîò³, ñòîñóºòüñÿ ðîçøèðåííÿ ìíîæè-

íè ãðàô³â, ÿê³ íå äîïóñêàþòü 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè.

Òåîðåìà 6. ßêùî ãðàô G V E� ( , ) ì³ñòèòü òàê³ òðè âåðøèíè a, b ³ c, ùî

| ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )N a N b N c a b c� � � � � � � �deg deg deg1 1 1, òî G íå º 1-âåðøèí-

íèì á³ìàã³÷íèì âåðøèííèì ãðàôîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî G ìàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó

ðîçì³òêó f ç ìàã³÷íèìè ñòàëèìè k1 ³ k2 .

Íåõàé N a N b N c u u N a u N b u N ci i i i( ) ( ) ( ) : ( ), ( ), ( )� � � � � �{ }, N a( ) �

� �{ } { }u xi , N b u yi( ) � �{ } { }, N c u zi( ) � �{ } { }. Çíàéäåìî âàãè âåðøèí a, b ³ c :

w a f u f x

u N a

i

i

( ) ( ) ( )

( )

� �

�

� , w b f u f y

u N b

i

i

( ) ( ) ( )

( )

� �

�

� ,

w c f u f z

u N c

i

i

( ) ( ) ( )

( )

� �

�

� .

Îäåðæèìî îäèí ç äâîõ âèïàäê³â:

1) ÿêùî w a w b w c ki( ) ( ) ( )� � � , äå i �1 àáî i � 2, òî f x f y f z( ) ( ) ( )� � ;

2) íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñò³, áóäåìî ââàæàòè, ùî w a w b k( ) ( )� � 1,

w c k( ) � 2 , òîä³ f x f y( ) ( )� .

Öå º íåìîæëèâèì, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ f á³ºêòèâíà.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 7. Áóäü-ÿêèé ãðàô G ïîðÿäêó n ç òðüîìà âåðøèíàìè ñòåïåíÿ n �1 íå

äîïóñêàº 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿ ðîçì³òêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1, u2 , u3 — ð³çí³ âåðøèíè ãðàôà G ³ deg deg( ) ( )u u1 2� �

� � �deg ( )u n3 1. Ïðèïóñòèìî, ùî G ìàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó

ðîçì³òêó f . Îäåðæèìî

w u f u f ui

i

n

( ) ( ) ( )1

1

1� �

�

� , w u f u f ui

i

n

( ) ( ) ( )2

1

2� �

�

� , w u f u f ui

i

n

( ) ( ) ( )3

1

3� �

�

� ,

äå V G u u un( ) , , ,� �{ }1 2 . Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñåðåä ì³òîê º îäíàêîâ³.

Öå íåìîæëèâî, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ f º á³ºêòèâíîþ. Òîìó ïðèïóùåííÿ º õèáíèì.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ äâîõ âåðøèííèõ ðîçì³òîê íà

çàäàíîìó ãðàô³ G . ßêùî ðîçì³òêè åêâ³âàëåíòí³, òî êîæíà ç íèõ ìîæå ïîðîä-

æóâàòè ³íøó. Äîâåäåíî åêâ³âàëåíòí³ñòü òðüîõ òèï³â á³ìàã³÷íèõ ðîçì³òîê äëÿ

ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â. Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ³ñíóâàííÿ 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåð-

øèííî¿ ðîçì³òêè äëÿ á³ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â Kn n m, , , Kn m n, , , Km n n, , ³ Kn ij( ) . Äî-

âåäåíî, ùî êîëè ðåãóëÿðíèé ãðàô G º äèñòàíö³éíèì ìàã³÷íèì, òî ãðàô G G�

ìàº 1-âåðøèííó á³ìàã³÷íó âåðøèííó ðîçì³òêó. Çíàéäåíî ìàã³÷í³ ñòàë³ ö³º¿

ðîçì³òêè. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ïîáóäîâè 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿ âåðøèííî¿

ðîçì³òêè äëÿ êîæíîãî ç ãðàô³â ³çîìîðôíèõ Kn n m, , äëÿ ïàðíîãî n òà ãðàô³â

âèäó Kn ij( ) . Ðîçøèðåíî êëàñ ãðàô³â, ùî íå äîïóñêàþòü 1-âåðøèííî¿ á³ìàã³÷íî¿

âåðøèííî¿ ðîçì³òêè. Âèä³ëåíî êëàñ çàäà÷ ç äîñë³äæóâàíî¿ òåìàòèêè, ³ ÷àñòêîâî

ðîçâ’ÿçàíî ¿õ â ö³é ðîáîò³.
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Ì.Ô. Ñåìåíþòà, Ñ.Í. Íåäåëüêî, Â.Í. Íåäåëüêî
ÁÈÌÀÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅÐØÈÍÍÛÅ ÐÀÇÌÅÒÊÈ

Àííîòàöèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè âåðøèííûõ ðàçìåòîê íà çà-
äàííîì ãðàôå. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ áèìàãè÷åñêèõ ðàçìåòîê äëÿ
ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ. Ïîëó÷åíî ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ
1-âåðøèííîé áèìàãè÷åñêîé âåðøèííîé ðàçìåòêè ìóëüòèäîëüíûõ ãðàôîâ, à
èìåííî äëÿ ãðàôîâ èçîìîðôíûõ Kn n m, , . Äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áèðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ K K M K u u u un ij n n i n j( ) (( ) ) ( ) ( )� � � � ��1 1 äîïóñêàåò
1-âåðøèííóþ áèìàãè÷åñêóþ âåðøèííóþ ðàçìåòêó, ãäå u ui j, — ëþáàÿ ïàðà
íåñìåæíûõ âåðøèí â ãðàôå K Mn � �1 , un — âåðøèíà K1, M — ñîâåðøåí-
íîå ïàðîñî÷åòàíèå ïîëíîãî ãðàôà Kn �1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè r-ðåãóëÿðíûé
ãðàô G ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì, òî ãðàô G G� èìå-
åò 1-âåðøèííóþ áèìàãè÷åñêóþ âåðøèííóþ ðàçìåòêó ñ ìàãè÷åñêèìè ïîñòî-

ÿííûìè ( )( ) /n n r n� � �1 2 2 è ( )( ) /n n r nr� � �1 2 . Îïðåäåëåíû äâà íîâûõ

òèïà ãðàôîâ, íå äîïóñêàþùèõ 1-âåðøèííóþ áèìàãè÷åñêóþ âåðøèííóþ ðàç-
ìåòêó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, 1-âåðøèííàÿ áèìà-
ãè÷åñêàÿ âåðøèííàÿ ðàçìåòêà, íå÷åòíàÿ 1-âåðøèííàÿ áèìàãè÷åñêàÿ âåðøèí-
íàÿ ðàçìåòêà, ÷åòíàÿ 1-âåðøèííàÿ áèìàãè÷åñêàÿ âåðøèííàÿ ðàçìåòêà.

Ì.F. Semeniuta, S.N. Nedilko, V.N. Nedilko
BIMAGIC VERTEX LABELINGS

Abstract. The notion of the equivalence of vertex labelings on a given graph is
introduced. The equivalence of three bimagic labelings for regular graphs is
proved. A particular solution is obtained for the problem of the existence of
a 1-vertex bimagic vertex labeling of multipartite graphs, namely, for graphs of
isomorphic Kn n m, , . It is proved that the sequence of bi-regular graphs
K K M K u u u un ij n n i n j( ) (( ) ) ( ) ( )� � � � ��1 1 admits 1-vertex bimagic vertex
labeling, where u ui j, is any pair of non-adjacent vertices in the graph
K Mn � �1 , un is the vertex of K1, M is the perfect matching of the complete
graph Kn �1. It is established that if the r-regular graph G of order n is distance
magic one, then the graph G G� has a 1-vertex bimagic vertex labeling with

magic constants ( )( ) /n n r n� � �1 2 2 and ( )( ) /n n r nr� � �1 2 . Two new types of

graphs that do not admit 1-vertex bimagic vertex labelings are defined.

Keywords: distance magic labeling, 1-vertex bimagic vertex labeling, odd
1-vertex bimagic vertex labeling, even 1-vertex bimagic vertex labeling.
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