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Àííîòàöèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ. Åãî îáîáùåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû è ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Èññëåäóþòñÿ ñòðóêòóðû êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â òîì
÷èñëå çàäà÷ óïàêîâêè, êîìïîíîâêè è ïîêðûòèÿ. Îáîáùåíî ïîíÿòèå �-ôóíê-
öèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïåðåìåííûìè ìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî,
îáîáùåííûå ïåðåìåííûå, êîìïîíîâêà, óïàêîâêà, ïîêðûòèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî êëàññà òåõíè÷åñêèõ è ñîöèàëü-

íî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäïîëàãàåò ñèíòåç ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

êîíôèãóðàöèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó, îáðàáîòêîé è

ïðåîáðàçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè î íèõ. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìà-

òåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå ñèíòåçà ñèñòåìû, íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü èõ ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó, ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, à òàêæå

ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå. Äëÿ îïèñàíèÿ âíåøíåãî

âèäà, î÷åðòàíèÿ è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ìàòåðèàëüíûõ îáú-

åêòîâ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí êîíôèãóðàöèÿ. Â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ïîä êîí-

ôèãóðàöèåé ïîíèìàþò íåêîòîðîå ðàñïîëîæåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ïðÿìûõ

ëèáî ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè [1–3]. Îáçîð

ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ òàê íàçûâàåìûì ãåîìåòðè÷åñêèì êîíôèãóðàöèÿì,

äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåí â [4]. Îòäåëüíûì âàæíûì êëàññîì ÿâëÿþòñÿ

êîìáèíàòîðíûå êîíôèãóðàöèè [2, 5, 6].

Èññëåäîâàíèå êîíôèãóðàöèé êàê ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà [7–12]. Íåôîð-

ìàëüíî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, çàäàþùèõ ðàñïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé

ñèñòåìû è åå ÷àñòåé êàê îòíîñèòåëüíî îäíà äðóãîé, òàê è îòíîñèòåëüíî çàäàííîé

ñèñòåìû îòñ÷åòà. ×èñëî êîîðäèíàò (ïàðàìåòðîâ), îïðåäåëÿþùèõ ýòó ñèñòåìó, çà-

âèñèò îò êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ â íåå ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ (òåë), à òàêæå îò

õàðàêòåðà íàëàãàåìûõ íà íèõ ñâÿçåé.

ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

Íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ñèñòåìû

ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå, à èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé

ñâîáîäû ñèñòåìû, íàçûâàþò îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàþùåå êîíôèãóðàöèþ ñèñòåìû, ò.å. ñîâîêóïíîñòü

çíà÷åíèé âñåõ åå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñ-

òåìû çàäàåò ðàçìåðíîñòü êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, êîíôèãó-

ðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà ìîæíî çàäàòü ñîâîêóïíîñòüþ
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òðåõ êîîðäèíàò öåíòðà èíåðöèè è òðåõ óãëîâ Ýéëåðà, îïðåäåëÿþùèõ ïîâîðîò

ñèñòåìû îñåé, íåèçìåííî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû n òâåðäûõ òåë â ïðî-

ñòðàíñòâå åñòü ñîâîêóïíîñòü 6n êîîðäèíàò. Ïðè íàëè÷èè æåñòêèõ ñâÿçåé ìåæäó

òåëàìè è äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ðàçìåðíîñòü

êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óìåíüøåíèåì

÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû.

Ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðå-

æäå âñåãî ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè òâåðäûõ òåë. Â ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè òî÷êà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, õàðàêòå-

ðèçóåìîå îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ñîñòàâëÿþùèõ åå ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ.

Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðè-

åé äâèæåíèÿ ñèñòåìû è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò åå ýâîëþöèþ. Ïðè ýòîì â ðàìêàõ

òåîðèè äèíàìèêè òâåðäûõ òåë ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ó÷åòîì

ðàçëè÷íîé ôîðìû, ïåðåìåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ, à òàêæå îãðàíè÷åíèé íà

âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ, êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàëèñü. Â äàííîì ñëó-

÷àå óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè âûñòóïàþò äîïîëíèòåëüíûìè îáîáùåííûìè ïåðå-

ìåííûìè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, à ó÷åò îãðàíè÷åíèé íà âçàèìíîå ðàñ-

ïîëîæåíèå îáúåêòîâ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Ýòè èññëåäîâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåãðèðóþòñÿ ñ îñíîâíûìè ïîëîæåíèÿ-

ìè îáùåé òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [13–21], â ÷àñòíîñòè ñî ñâîé-

ñòâàìè ââåäåííîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ èíôîðìàöèé.

Ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì

îáúåêòîì. Â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè ïîä ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè áóäåì ïîíè-

ìàòü òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà çàäàííîé ðàç-

ìåðíîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ îáúå-

êòîâ êëàññ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ñóæåí ââåäåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òî÷å÷íûõ

ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâ R 2è R 3 âûäåëåí êëàññ òàê íàçûâàåìûõ �-îáúåêòîâ. Òî÷å÷-

íîå ìíîæåñòâî S R� 3íàçûâàåòñÿ �-îáúåêòîì, åñëè: 1) ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêè çà-

ìêíóòî; 2) âíóòðåííîñòü (int S) è çàìûêàíèå (cl S) ìíîæåñòâà S èìåþò îäèí è òîò

æå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï; 3) äëÿ ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà int S ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü U cl S� òàêàÿ, ÷òî int U è clU èìåþò îäèí è òîò æå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï.

Äëÿ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ S R� 2 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé.

Ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé,

èìååò îïðåäåëåííûå ðàçìåðû è çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå.

Ñâÿæåì ñ îáúåêòîì S ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé íàçîâåì

ïîëþñîì îáúåêòà S . Ïîëþñîì, êàê ïðàâèëî, âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ

òî÷êà S . Ïðè ýòîì, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ëèáî ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé,

ìîæíî äàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåêîìåíäàöèè äëÿ âûáîðà ïîëþñà. Íàïðèìåð, äëÿ

ïðîñòîòû àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ îáúåêòîâ ïîëþñ çà-

äàåòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè. Åñëè îáúåêò S ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé

îñè, ñ íåé ñîâìåùàåòñÿ îñü åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîëþñ òâåðäîãî

òåëà öåëåñîîáðàçíî ñîâìåùàòü ñ åãî öåíòðîì èíåðöèè.

Â äàëüíåéøåì âî èçáåæàíèå íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèé ïîëîæèì, ÷òî

S R� 3 . Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþò-

ñÿ íà ñëó÷àé S R� 2 .

Åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû { }s ãåîìåòðè÷åñêî-

ãî îáúåêòà S R� 3ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ åãî ãðàíèöû f ( )� � 0 , ãäå
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� � �( , , )x y z R 3 . Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S ïî

èçâåñòíîé ôóíêöèè f ( )� (ïðÿìàÿ çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå. Â òî æå âðåìÿ äëÿ çàäàííîãî îáúåêòà S ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêî-

íå÷íîå ÷èñëî óðàâíåíèé åãî ãðàíèöû (îáðàòíàÿ çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè).

Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü ðàçëè÷íûå êëàññû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè f ( )� . Íàïðèìåð,

ýòî ìîãóò áûòü óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ( )� . Âûáîð äîïîëíèòåëüíûõ

ñâîéñòâ ôóíêöèé f ( )� ìîæíî îïðåäåëÿòü, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ

îáúåêòîâ, íàïðèìåð èç ñâîéñòâ íîðìàëüíîñòè óðàâíåíèÿ ãðàíèöû fr S ãåîìåòðè-

÷åñêîãî îáúåêòà S [22]. Åñëè ôóíêöèÿ f ( )� äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè ãðà-

íè÷íûõ òî÷åê îáúåêòà S è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íîð-

ìàëüíîñòè, òî îíà íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé [22]. Ñâîéñòâà íîðìàëüíîñòè è

íîðìàëèçîâàííîñòè ôóíêöèé, çàäàþùèõ óðàâíåíèå ãðàíèöû îáúåêòà, èñïîëüçóþò-

ñÿ äëÿ êîíêðåòèçàöèè îïèñàíèÿ åãî ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû.

Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ãðàíèöû fr S ñîäåðæèò îïðåäåëåííûå êîíñòàíòû

� � �� � �( )1 � k , êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò òîïîëîãî-ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà

îáúåêòà S , ò.å.

f ( , )� � � 0 . (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � �1� �� k — ïåðåìåííûå ñ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèé D R k� , à ôóíêöèÿ f ( , )� � îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âñþäó íà R D3 � . Êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ êàê òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ

ïðîñòðàíñòâà R 3 çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå

îáúåêòû èìåþò îäíó è òó æå ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó, åñëè èõ óðàâíåíèÿ ãðà-

íèöû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (1) ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ���D ,

ïðè÷åì

f ( , � )� � 	 0, åñëè � � int S;

f ( , � )� � 
 0, åñëè � �R cl Sm \ .

Êîìïîíåíòû âåêòîðà � � �� � �( )1 � k íàçîâåì ìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû îáúåêòà S . Âûáîð òàêîé òåðìèíîëîãèè îáúÿñíÿåòñÿ

òåì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðåæäå âñåãî õàðàêòåðèçóþò ðàçìåðû ãåîìåòðè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, èõ äèàìåòð, îáúåì, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ò.ä.

Ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ äâèæåíèÿ îáúåêòà S èçìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå

åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R 3 . Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè òàêîãî ïîëîæåíèÿ çàäàäèì

òàê íàçûâàåìûå ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ p p p� � � �( ) ( , )1 6� � � , ãäå � — âåêòîð

êîîðäèíàò ïîëþñà îáúåêòà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, � — âåêòîð óãëî-

âûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñåé ñîáñòâåííîé è íå-

ïîäâèæíîé ñèñòåì êîîðäèíàò. Åñëè S R� 3 , òî � � � �� ( , , )1 2 3 , � � � �� ( , , )1 2 3 .

Íàïðèìåð, óãëîâûìè ïàðàìåòðàìè ìîãóò áûòü âûáðàíû óãëû Ýéëåðà.

Ïîëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò Oxyz çàäàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ

F f A( , , , ) [ ( ), ]� � � � � � �� � � 0 , (2)

ãäå A — îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, âûðàæåííûé ÷åðåç óãëîâûå ïàðàìåòðû � .

Äëÿ êîìïëåêñíîé õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S ñ ó÷åòîì åãî

ðàñïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè

g s p� ( , , { }){ } { }� , ñîäåðæàùåé ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó { }s êàê êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè íà ñîâîêóïíîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû { }� è ïàðà-
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ìåòðû ðàçìåùåíèÿ { }p . Íà ìíîæåñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ èíôîðìàöèé çàäàíû ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíôîðìàöèé è ïðîñòðàíñòâî èíôîðìàöèé G äëÿ

êîíå÷íîé ñèñòåìû �-îáúåêòîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé êîíöåïöèåé ïîñòðîåíèÿ

òàêèõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëèì èõ ñòðóêòóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì â îñíî-

âó çàäàíèÿ êîìïîíåíò ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè g s p� ( , , { }){ } { }� îáúåêòà

S R� 3 óðàâíåíèå åãî îáùåãî ïîëîæåíèÿ (2). Çàôèêñèðóåì ïðîñòðàíñòâåííóþ

ôîðìó { }s0 îáúåêòà S , çàäàâ êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè f R D R: 3 1� � .

Ñôîðìèðóåì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
( )S ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S ,

âûáðàâ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò g p p pk� � � � � �( , ) ( , )� � �1 1 6� � . Òîã-

äà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
( )S ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ïðîñòðàíñòâà êà-

íîíè÷åñêèõ èíôîðìàöèé G S( ) , à òî÷êà g S�
( ) îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðèçîâàííûé

ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S g R( ) � 3 . Ðàçìåðíîñòüþ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà


( )S íàçîâåì ÷èñëî åãî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ îáîáùåí-

íûõ ïåðåìåííûõ òî÷êà g S�
( ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò

S g R( ) � 3 , êîòîðûé íàçîâåì èçîáðàæåíèåì èëè èçîáðàæàþùåé òî÷êîé. Çàìåòèì,

÷òî àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè èñïîëüçóåòñÿ â îáùåé òåîðèè

êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ [7–12].

Åñëè âñå ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû è ïàðàìåòðû ðàç-
ìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïåðåìåííûìè, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâ 
( )S èìååò ðàçìåðíîñòü
m k� �6 . ×àñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâà 
( )S ìîæåò áûòü ôèêñè-
ðîâàíà. Íàïðèìåð, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî âñåâîçìîæíûìè òðàíñëÿöèÿìè îáúåêòà

S R� 3 , ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ óìåíüøèòñÿ äî òðåõ. Ñîîòâåòñòâóþùåå
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
( )S áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü m k� �3. Ïðè

êîíãðóýíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îáúåêòà S R� 3ðàçìåðíîñòü êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà ðàâíà øåñòè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ S R� 3 . Ðàññìîòðèì øàð S ðàäèóñà r 
 0 .

Ñâÿæåì ñ íèì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âûáðàâ åå íà÷àëî (ïîëþñ øàðà)
â öåíòðå ñèììåòðèè S . Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó { }s øàðà ñëåäóþ-
ùèì óðàâíåíèåì åãî ãðàíèöû:

f x y z r r x y z( , , , ) � � � � �2 2 2 2 0 .

Òîãäà � � r ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðîì, à ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ

øàðà S îáîçíà÷èì p � ( , , )� � �1 2 3 . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå îáùåãî ïî-

ëîæåíèÿ øàðà èìååò âèä

F x y z r r x y z( , , , , , , ) ( ) ( ) ( ) .� � � � � �1 2 3
2

1
2

2
2

3
2 0� � � � � � � �

Òàêèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
( )S øàðà S çàäàåòñÿ ÷å-

òûðüìÿ åãî îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè: � � �1 2 3, , , r.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R 3 ïàðàëëåëåïèïåä � ñî ñòîðîíàìè

2 0 2 0 2 0a b c
 
 
, , . Âûáåðåì ïîëþñ îáúåêòà � â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé

ïàðàëëåëåïèïåäà, à îñè ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâìåñòèì ñ åãî îñÿìè

ñèììåòðèè. Ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó { }s ïàðàëëåëåïèïåäà � îïðåäåëèì

óðàâíåíèåì

f x y z a b c a x b y c z a x b y( , , , , , ) ( ) ( )� � � � � � � � � �2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �

(3)

� � � � � � � ��
�
�

�
�
� � � �a x b y a x b y c z2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 0( ) ( ) ( ) .
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Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä � áóäåò çàäàâàòüñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

� � ( , , )a b c è ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ p � ( , , , , , )� � � � � �1 2 3 1 2 3 . Óðàâíåíèå

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæíî çàïèñàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (2)

è (3), ïîëîæèâ � � ( , , )x y z , � � � �� ( , , )1 2 3 , � � � �� ( , , )1 2 3 , � � ( , , )a b c . Êîí-

ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
 �( ) ïàðàëëåëåïèïåäà � èìååò ðàçìåðíîñòü

m � 9 è îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè � � � � � �1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a b c.

ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÑÎÂÎÊÓÏÍÎÑÒÈ
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R 3 çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

� � � �{ }S S n1 � . Ïîëîæèì J nn � { , ..., }1 . Îáîçíà÷èì 
( )S i êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî îáúåêòà S i ñ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè g pi i i� ( , )� , ãäå

� � �i i

k

i

i

� � �( )
1

� , p p pi i i i i� � � �( , ) ( )� �
1 6

� , i Jn� . Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà

îáúåêòà S i çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì f i
i( , )� � � 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå ìåò-

ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ � �i i� � . Òîãäà óðàâíåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îáúåêòà S i

ïðèìåò âèä

F f Ai
i i i

i
i i( , � , , ) [ ( ), � ]� � � � � � �� � � 0

è áóäåò îïèñûâàòü óðàâíåíèå ãðàíèöû îáúåêòà S gi
i( ) â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò Oxyz ïðîñòðàíñòâà R 3 . Êàæäîé òî÷êå g i
i�
( )S ñîîòâåòñòâóåò ïàðà-

ìåòðèçîâàííûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S g Ri
i( ) � 3 , i Jn� .

Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîâîêóïíîñòè ãåîìåòðè÷åñ-

êèõ îáúåêòîâ � êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ îáúå-

êòîâ S i Ji n, � , ò.å.


 � 
 
( ) ( ) ... ( )� � �S S n1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 
 �( ) â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì m n ki

i

n

� �
�
�6

1

.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé (îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷å-

íèÿ, äîïîëíåíèÿ) ñôîðìèðóåì ñëîæíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò

S B S SB n� � �( )1 � . (4)

Ïðè ýòîì îáúåêòû S i Ji n, � , íàçîâåì áàçîâûìè.

Ñëîæíîìó îáúåêòó S B â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå 
 �( ) ñîîòâåò-

ñòâóåò ïàðàìåòðèçîâàííûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò

S g g B S g S gB
n

n
n( ) ( ( ), ..., ( ))1

1
1� � �� ,

à òî÷êà g g g n� � � �( ) ( )1
� 
 � çàäàåò êîíôèãóðàöèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

S , i Ji n� .

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîëîæèâ g g i Ji i
n� �� , .

Òî÷êà � ( � � ) ( )g g g n� � � �1
� 
 � ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé êîíôèãóðàöèîííî-

ãî ïðîñòðàíñòâà 
 �( ) , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíûé îáúåêò

S g g B S g S gB
n

n
n( � � ) ( ( � ), ..., ( � ))1

1
1� � �� . (5)
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Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S g gB
n( � � )1� �� , ïðåäñòàâèìûé â âèäå (5), íàçîâåì

ñëîæíûì îáúåêòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì áàçîâûå îáúåêòû S g i Ji
i

n( � ), � ,

íàçîâåì îáúåêòàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ïî àíàëîãèè ïîñòðîåíèÿ ñîâîêóïíîñòè

áàçîâûõ è ñëîæíûõ îáúåêòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèå

îáúåêòû âòîðîãî è âûøå ïîðÿäêîâ. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí ïðè ïî-

ñòðîåíèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ðàáîòàõ [23, 24].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ãðàíèöû ñëîæíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà S B íà

îñíîâå óðàâíåíèé ãðàíèö ñîñòàâëÿþùèõ åãî áàçîâûõ îáúåêòîâ ðàçðàáîòàíà òåî-

ðèÿ R-ôóíêöèé [22]. Óðàâíåíèå ãðàíèöû îáúåêòà S g gB
n( � � )1� �� îïèñûâàåòñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî ïðåäèêàòíûì óðàâíåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè-

êî-ìíîæåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ (4), íà îñíîâå îïîðíûõ îáëàñòåé �i , îïðåäå-

ëÿþùèõ áàçîâûå îáúåêòû S i Ji n, � . Ïðè ýòîì îïîðíûå îáëàñòè çàäàþòñÿ â âèäå

�i i
i i iF� �{ }( , � , � , � )� � � � 0 , i Jn� .

Â ðåçóëüòàòå ãðàíèöà ñëîæíîãî îáúåêòà S g gB
n( � � )1� �� îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

f g gB
n n( , � � , � � )� � �1 1 0� � � � �� � .

Ïóñòü S g1
1( ) è S g2

2( ) — áàçîâûå îáúåêòû (îáúåêòû íóëåâîãî ïîðÿäêà),

îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò Oxyz

Fi
i i i( , , , )� � � � � 0 ,

ãäå � � �( , , )x y z R 3 , g Ri i i� �( , )� � 6 , � � � �i i i

k

i

i

� � �( , )
1 2

� , i �1 2, .

Ðàññìîòðèì ñëîæíûé îáúåêò S B , ñòðóêòóðà êîòîðîãî èìååò âèä

B ( , )S S S S1 2 1 2� � .

Òîãäà óðàâíåíèå ãðàíèöû ñëîæíîãî îáúåêòà S SB B g g� ( , )1 2 (îáúåêòà ïåðâîãî

ïîðÿäêà) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f F F( , ) ( , , , ) ( , , , )� � � � � � � � � �� �1
1 1 1

0 2
2 2 2�

(6)

� � �F F1
1 1 1

2
2 2 2( , , , ) ( , , , )� � � � � � � �

� � �F F
1
2 1 1 1

2
2 2 2 2 0( , , , ) ( , , , )� � � � � � � � ,

ãäå � � � � � � �� ( , , , , , )1 1 1 2 2 2 , à �0 — îïåðàöèÿ R-êîíúþíêöèè [22].

Âûáåðåì ïîëþñ îáúåêòà S B è ñâÿæåì ñ íèì ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó êîîðäè-

íàò. Ïóñòü ~ (~,
~

)p � � � — ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ îáúåêòà S B â íåïîäâèæíîé ñèñ-

òåìå Oxyz . Òîãäà óðàâíåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îáúåêòà S B çàïèøåì êàê

F f AB B B12 0( , , , ) [ ( ), ]� � � � � � �� � � .

Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò S g gB ( , )1 2 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãðàíèöû (6), èìå-

åò ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ ~ (~,
~

)p � � � , ~ (~ , ~ , ~ )� � � �� 1 2 3 ,
~

(
~

,
~

,
~

)� � � �� 1 2 3 è ìåò-

ðè÷åñêèå ïàðàìåòðû � � � � � � �� ( , , , , , )1 1 1 2 2 2 . Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-

ñòâî 
( )S B îáúåêòà S g gB ( , )1 2 áóäåò èìåòü îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

~ , ~ , ~ ,
~

,
~

,
~

� � � � � �1 2 3 1 2 3 , � � � � � �1 1 1 2 2 2, , , , , è ðàçìåðíîñòü m k k� � �18 1 2 . Ôèê-
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ñèðóÿ íåêîòîðûå ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû èëè ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ

S g1
1( ) è S g2

2( ) , ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 
( )S B ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøèòñÿ.

Ïóñòü S ri
i( , )� , i �1 2, , — øàðû ñ ðàäèóñàìè ri 
 0 è ïàðàìåòðàìè ðàçìåùå-

íèÿ � � � �i i i i� ( , , )
1 2 3

. Óðàâíåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ øàðîâ â íåïîäâèæíîé ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò Oxyz èìåþò âèä

F r r x y zi i
i

i
i i i( , , ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � � � �2
1

2
2

2
3

2 0 , i �1 2, .

Óðàâíåíèå ãðàíèöû îáúåêòà S S r S r12 1
1

2
2� �( , ) ( , )� � çàïèøåì êàê

f x y z( , ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� � � � � � � �1 2
2

3
2

4
2

� � � � � � � �� � � �5 6
2

7
2

8
2( ) ( ) ( )x y z (7)

� � � � � � � � � � � �( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( )� � � � � � �1 2
2

3
2

4
2 2

5 6
2

7
2x y z x y � � �( ) )z �8

2 2 0 ,

ãäå � � � � � � � � � � � � �1 1 2 1
1

3 2
1

4 3
1

5 2 6 1
2

7 2
2

8� � � � � � � �r r, , , , , , , �
3
3 .

Ïóñòü ~ (~,
~

)p � � � — ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ îáúåêòà S12 , ãäå

~ (~ , ~ , ~ )� � � �� 1 2 3 ,
~

(
~

,
~

,
~

)� � � �� 1 2 3 . Òîãäà óðàâíåíèå åãî îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íå-

ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïî àíàëîãèè ñ (2) ïðèìåò âèä

F f A12 0( , , ~,
~

) [ ( ~ ), ]� � � � � � �� � � .

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ áàçîâûõ îáúåêòîâ (îáúåêòîâ íóëåâîãî ïî-

ðÿäêà) S r( , )1
1� è S r( , )2

2� ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ôîðìû ñëîæíîãî îáúåêòà S12 (îáúåêòà ïåðâîãî ïîðÿäêà), îïè-

ñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (7). Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî îáúåêòà S12 èìå-

åò ðàçìåðíîñòü m �14 è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû � � �1 2 8, � �� ,~ , ~ , ~� � �1 2 3 ,
~

,
~

,
~

� � �1 2 3 . Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ îáúåêòîâ S12 ,

çàôèêñèðîâàâ óãëîâûå ïàðàìåòðû
~

(
~

,
~

,
~

)� � � �� 1 2 3 , ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå

êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m �11.

ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÏÀÊÎÂÊÈ È ÏÎÊÐÛÒÈß

Íà çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ 
 �( ) ìî-

ãóò íàêëàäûâàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû � äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèé D, ñ äðóãîé — ñëîæíûé îáúåêò S B â ðÿäå çàäà÷ íå äîëæåí èçìåíÿòü

ñâîþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (ñâÿçíîñòü, ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ëè-

íåéíóþ ñâÿçíîñòü ãðàíèöû, ãîìîòîïè÷åñêèé òèï è ò.ä.). Íà îáëàñòü äîïóñòè-

ìûõ çíà÷åíèé îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ g g n1� �� ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóãèå

äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷,

íàïðèìåð ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíûõ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êîíôèãóðàöèé.

Ðàññìîòðèì ñëîæíûé îáúåêò S B , ñòðóêòóðà êîòîðîãî çàäàåòñÿ âûðàæåíè-

åì (4). Ïóñòü îáúåêò S i èìååò îáîáùåííûå ïåðåìåííûå g i â êîíôèãóðàöèîííîì

ïðîñòðàíñòâå 
( ),S i Ji n� . Òîãäà òî÷êà g g g n� � �( )1
� êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà 
 �( ) çàäàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ êîíôèãóðàöèþ (spatial configuration)

ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ S g i Ji
i

n( ), � , è îïðåäåëÿåò â R 3ñëîæíûé ãåîìåòðè-

÷åñêèé îáúåêò S g S g gB B
n( ) ( )� � �1

� . Çàäàâàÿ ñòðóêòóðó S gB ( ) è ìíîãîìåñò-
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íûå, â ÷àñòíîñòè, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå � , ìîæíî âûäåëèòü ñîîò-

âåòñòâóþùèå êëàññû ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå �
áèíàðíîå îòíîøåíèå íåïåðåñå÷åíèÿ { }* . Ïîëîæèì, ÷òî S Si j* , åñëè

int intS Si j� �� , ò.å. îáúåêòû S i è S j íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ( ) ( )g g n1� � �� 
 � çàäàåò êîíôèãó-

ðàöèþ óïàêîâêè (packing configuration) ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ S i Ji n, � , åñëè

S g S gi
i

j
j( ) * ( ) äëÿ ëþáûõ i j J i jn, ,� 	 .

Ñóùåñòâóåò êëàññ çàäà÷ [25–31], â êîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû S i Ji n, � ,

äîëæíû ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàòüñÿ è ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè S 0 ,

êîòîðóþ íàçûâàþò êîíòåéíåðîì. Ïóñòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S 0 â êîíôèãóðàöè-

îííîì ïðîñòðàíñòâå 
( )S 0 èìååò îáîáùåííûå ïåðåìåííûå g 0 . Ïîëîæèì

S cS R S0 0
3

0� � \ . Òîãäà êîíôèãóðàöèÿ óïàêîâêè îáúåêòîâ S S i Ji n0 , , � , îáåñïå-

÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòîâ S i Ji n, � , êîíòåéíåðó S 0 .

Øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ çàäà÷ óïàêîâêè â êîíòåéíåð ïîçâîëÿþò âûäåëèòü ñïå-

öèàëüíûé êëàññ êîíôèãóðàöèé ðàçìåùåíèÿ. Ñôîðìèðóåì êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî 
 
 �( ) ( )S 0 � . Ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ

( , ) ( ) ( )g g g Sn0 1
0� � � �� 
 
 � çàäàåò êîíôèãóðàöèþ êîìïîíîâêè (layout

configuration) ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ S 0 , S i Ji n, � , åñëè S g S gj
j

0
0( ) * ( ) ,

S g S gi
i

j
j( ) * ( ) äëÿ ëþáûõ i j J i jn, ,� 	 .

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ êîìïîíîâêè ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé

óïàêîâêè, îäèí èç îáúåêòîâ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äîïîëíåíèå ê êîíòåéíåðó.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîíôèãóðàöèé êîìïîíîâêè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ íà-

ëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè [32–34]. Ïðè ýòîì íà îáîáùåííûå ïåðåìåííûå

g g g n0 1, � �� êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà 
 
 �( ) ( )S 0 � íàêëàäûâàþòñÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû S i Ji n, � , ÿâëÿþòñÿ

òâåðäûìè òåëàìè çàäàííîé ìàññû, ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíôèãóðàöèþ ðàâíîâåñ-

íîé óïàêîâêè (balanced packing configuration) [35–37]. Ê ýòîìó êëàññó çàäà÷ îòíî-

ñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàçìåùåíèå ìàññ âðàùàþùèõñÿ ÷àñòåé íà ñáàëàíñèðîâàííîì

äèñêå [38, 39].

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [25, 40] ïðåäëîæåíû îáùèå ïîäõîäû ê êëàññèôèêà-

öèè çàäà÷ óïàêîâêè è êîìïîíîâêè. Ïðè ýòîì ôîðìà è ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

îáúåêòîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè ïîçâî-

ëÿþò îáîáùèòü òàêèå ïîäõîäû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îáîáùåííûõ ïåðåìåí-

íûõ è ôîðìàëèçîâàòü íîâûå êëàññû ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé.

Ïóñòü îáúåêò S 0 â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå 
( )S 0 èìååò îáîáùåí-

íûå ïåðåìåííûå g 0 . Ðàññìîòðèì ñëîæíûé îáúåêò S g gB
n( )1� �� , ñòðóêòóðà êî-

òîðîãî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

S g g R S gB
n

i
i

i

n

( ) ( )\1 3

1

� � �
�
�� .

Ñëîæíûé îáúåêò S g gB
n( )1� �� èìååò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå 
 �( )

îáîáùåííûå êîîðäèíàòû g i Ji
n, � . Ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ

( , )g g g n0 1� �� êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà 
 
 �( ) ( )S 0 � çàäàåò êîíôèãó-

ðàöèþ ïîêðûòèÿ (covering configuration), åñëè S S0
0 1( ) * ( )g g gB

n� �� . Ïðè

ýòîì ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò S 0 íàçûâàþò îáëàñòüþ ïîêðûòèÿ, à ãåîìåòðè÷åñ-
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êèå îáúåêòû S i Ji n, � , — ïîêðûâàþùèìè îáúåêòàìè. (Ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè

çàäà÷ ïîêðûòèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [41–45].)

Çàäàäèì ñòðóêòóðó ñëîæíîãî îáúåêòà â âèäå

S B S S S S S
B n i

i

n

~
~

( , )� � � � �
�

�
 
 

!

"
#
#�

0 1 0

1

� � . (8)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ( , )g g g n0 1� ��

êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà 
 
 �( ) ( )S 0 � çàäàåò êîíôèãóðàöèþ ïîêðûòèÿ

îáëàñòè S 0 ñîâîêóïíîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ S , i Ji n� , åñëè

S g S g S gi
i

i

n

0
0

1

0
0( ) ( ) ( )�

�

�
 
 

!

"
#
#
�

�
� .

Ïðåîáðàçóåì ñòðóêòóðó (8) ñëîæíîãî îáúåêòà
~
S B è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

S B S S S S S
B n i

i

n

~
~

( , ) ( )� � � � �
�

0 1 0

1

� � .

Ðàññìàòðèâàÿ îáúåêòû S g S g i Ji
i

n0
0( ), ( ), � , â âèäå áàçîâûõ, ñôîðìèðóåì

îáúåêòû ïåðâîãî ïîðÿäêà: S g g S g S g i Ji
i

i
i

n0
0

0
0( , ) ( ) \ ( ),= � . Î÷åâèäíî, ÷òî

ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ( , ) ( ) ( )g g g Sn0 1
0� � � �� 
 
 � áóäåò

çàäàâàòü êîíôèãóðàöèþ ïîêðûòèÿ, åñëè

S g g S gi
i

i

n

0
0

1

0
0( , ) ( )

�

�� .

Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ( , )g g g n0 1� �� êîíôèãóðàöè-

îííîãî ïðîñòðàíñòâà 
 
 �( ) ( )S 0 � çàäàåò êîíôèãóðàöèþ ïîêðûòèÿ îáëàñòè S 0 ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïîêðûâàþùèå îáúåêòû S i Ji n, � , îáðàçóþò êîíôèãóðàöèþ óïàêîâ-

êè. Òàêèå îáîáùåííûå ïåðåìåííûå áóäóò çàäàâàòü êîíôèãóðàöèþ ðàçáèåíèÿ

(partitioning configuration). Ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ìåòîäàì ðåøåíèÿ íåïðå-

ðûâíûõ çàäà÷ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [46, 47].

Çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ èìåþò ÿðêî âûðàæåííûé äèñêðåòíûé õàðàêòåð. Ýòî

ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè åâêëèäîâûõ êîìáèíà-

òîðíûõ êîíôèãóðàöèé [48–55]. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ íåïðåðûâ-

íûõ çàäà÷, â êîòîðûõ óäàåòñÿ âûäåëèòü èõ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó

èñêóññòâåííûì ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ [56].

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ (óïàêîâêè, êîìïîíîâêè, ïîêðûòèÿ, ðàçáèåíèÿ) òðåáóåòñÿ âûáðàòü îáîá-

ùåííûå ïåðåìåííûå g g g n0 1, � �� ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî èõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Õàðàêòåðíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ, çàäàâàåìûå

â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ �-ôóíêöèè, îñíîâíûå ïîëîæå-

íèÿ êîòîðîé íàèáîëåå ïîëíî îñâåùåíû â ðàáîòàõ [13–19]. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîðìà è ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáúåêòîâ ôèêñèðîâàíû. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ Ô-ôóíêöèé ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ âûäåëåíû êëàññû áàçî-

âûõ è ñîñòàâíûõ 2D è 3D îáúåêòîâ. Àíàëèòè÷åñêè âèä Ô-ôóíêöèé áàçîâûõ

îáúåêòîâ ïðèâåäåí â [15–18], à ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèé ñëîæ-

íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå Ô-ôóíêöèé áàçîâûõ îáúåêòîâ.
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Â îáùåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé òðåáóåò

îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ Ô-ôóíêöèè ñ ó÷åòîì îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ ãåîìåòðè÷åñ-

êèõ îáúåêòîâ. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû

S g S g1
1

2
2( ), ( ) , êîòîðûå èìåþò îáîáùåííûå ïåðåìåííûå g p1 1 1� ( , )� ,

g p2 2 2� ( , )� , ãäå � � �
�
� �1

1

� � �( )�
l

, � � �
�

2 2 2

2

� � �( )�
l

, p p p1
1
1 1� � �( )� � ,

p p p2
1
2 2� � �( )� � . Ñôîðìèðóåì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî 
 
( ) ( )S S1 2� .

Ïóñòü D R
l

1
1� è D R

l
2

2� ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïàðà-

ìåòðîâ �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíóþ, îïðåäåëåííóþ âñþäó íà R D D2
1 2

� � �

ôóíêöèþ �S S
g g1 2 1 2( , ) íàçîâåì îáîáùåííîé Ô-ôóíêöèåé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáú-

åêòîâ S1 è S 2 ñ îáîáùåííûìè ïåðåìåííûìè g p1 1 1� ( , )� , g p2 2 2� ( , )� , åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

�S S
g g1 2 1 2 0( , ) 
 , åñëè cl S g cl S g1

1
2

2( ) ( )� ��,

�S S
g g1 2 1 2 0( , ) � , åñëè int intS g S g1

1
2

2( ) ( )� ��,

fr S g fr S g1
1

2
2( ) ( )� $�,

�S S
g g1 2 1 2 0( , )	 , åñëè int intS g S g1

1
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2( ) ( ) .� $�

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííóþ �-ôóíêöèþ íàçîâåì íîðìàëèçîâàííîé, åñëè åå

çíà÷åíèå ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ��1
1�D è ��2

2�D

ðàâíî åâêëèäîâîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó îáúåêòàìè S g1
1( ) è S g2

2( ) ïðè óñëîâèè, ÷òî

( , )
~

g g G1 2 � , ãäå g p1 1 1� ( � , )� , g p2 2 2� ( � , )� , à
~

( , )| ( )G g g S g� �{ 1 2
1

1int

� ��int S g2
2( ) }.

Àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ Ô-ôóíêöèè áàçîâûõ 2D è 3D

îáúåêòîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò

ðàñïðîñòðàíèòü ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ðàñøèðåíèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îäíàêî ýòîò âîïðîñ ïîäëåæèò äàëüíåéøåìó

èññëåäîâàíèþ, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

íà îáîáùåííûå ïåðåìåííûå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè îòíåñòè ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèîííîãî

ïðîñòðàíñòâà íà øèðîêèé êëàññ ñèñòåì, â êîòîðûõ îáîáùåííûìè ïåðåìåííû-

ìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Èíòåãðèðîâàíû

èññëåäîâàíèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ äè-

íàìèêè òâåðäûõ òåë ñ îáùèìè ïîäõîäàìè òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ðàññìîòðåíû êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå

çàäà÷ óïàêîâêè è ïîêðûòèÿ. Íàëè÷èå îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ êîíôèãóðàöè-

îííûõ ïðîñòðàíñòâ â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ åñòåñòâåííî ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü çà-

äà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Ïðè ýòîì âîïðîñû îïèñàíèÿ îáëàñòè

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðåííûå â íàñòîÿùåé

ñòàòüå, ïðèîáðåòàþò îñîáî âàæíîå çíà÷åíèå. Ïåðñïåêòèâíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ

äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ñïîñîáîâ ôîðìàëèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷å-

íèé è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
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êëàññîâ çàäà÷ óïàêîâêè è ïîêðûòèÿ îáëàñòåé ñëîæíîé ôîðìû â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Àíîòàö³ÿ. Óâåäåíî ïîíÿòòÿ êîíô³ãóðàö³éíîãî ïðîñòîðó ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â,
óçàãàëüíåíèìè çì³ííèìè ÿêîãî º ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè ïðîñòîðîâî¿ ôîðìè ³ ïà-
ðàìåòðè ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â. Ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñò³ êîíô³ãóðàö³éíèõ ïðî-
ñòîð³â ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â. Äîñë³äæåíî ñòðóêòóðè êîíô³ãóðàö³éíèõ
ïðîñòîð³â äëÿ ð³çíèõ êëàñ³â çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, çîêðåìà
çàäà÷ ïàêóâàííÿ, êîìïîíóâàííÿ ³ ïîêðèòòÿ. Óçàãàëüíåíî ïîíÿòòÿ �-ôóíêö³¿
ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â ç³ çì³ííèìè ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ãåîìåòðè÷íèé îá’ºêò, êîíô³ãóðàö³éíèé ïðîñò³ð, óçàãàëüíåí³
çì³íí³, êîìïîíóâàííÿ, ïàêóâàííÿ, ïîêðèòòÿ.

Y.G. Stoyan, S.V. Yakovlev
THE ÑONFIGURATION SPACE OF GEOMETRIC OBJECTS

Abstract. The concept of a configuration space of geometric objects is
introduced. Its generalized variables are the metric parameters of the spatial
form and the parameters of the location of objects. The properties of
configuration spaces of complex geometric objects are considered. The structures
of configuration spaces for various classes of geometric object placement
problems, including packing and covering problems, are analyzed. The concept
of Ô-function of geometric objects with variable metrical parameters is
generalized.
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