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Развитие технологий композитов способствует их широкому внедрению в 

практику проектирования современных конструкций различного назначения. 

Достоверное прогнозирование напряженно-деформированного состояния ком-

позитных элементов является одним из условий создания надежных конструк-

ций с оптимальными параметрами. Аналитические теории определения напря-

женно-деформированного состояния многослойных стержней (брусьев, балок) 

значительно уступают в развитии теориям для композитных плит и оболочек, 

хотя стержневые элементы конструкций являются самыми распространен-

ными. Цель данной работы – построение аналитической модели изгиба двух-

опорных многослойных балок под действием сосредоточенной нагрузки на осно-

ве полученного ранее решения теории упругости для многослойной консоли. В 

первой части статьи приведены постановка задачи, принятые предпосылки и 

основные этапы построения модели изгиба многослойной двухопорной балки с 

сосредоточенной нагрузкой (нормальная, касательная сила и момент) и закреп-

лениями общего вида в крайних сечениях. При построении модели двухопорная 

балка была разделена по нагруженному сечению и представлена в виде двух от-

дельных участков с эквивалентными нагрузками на торцах. С использованием 

общего решения теории упругости для многослойной консоли с нагрузкой на 

торцах было описано основное напряженно-деформированное состояние рас-

четных участков, без учета локальных эффектов изменения напряженного со-

стояния вблизи точек приложения сосредоточенной нагрузки и закреплений. 

Полученные соотношения содержат 12 неизвестных начальных параметров, 

для определения которых из условий совместного деформирования (статиче-

ских и кинематических) расчетных участков построена система алгебраиче-

ских уравнений. Построенная модель позволяет определять компоненты основ-

ного напряженно-деформированного состояния двухопорных балок, состоящих 

из произвольного количества ортотропных слоев, с учетом податливости их 

материалов деформациям поперечного сдвига и обжатия. 

Ключевые слова: многослойная балка, ортотропный слой, сосредоточен-

ная нагрузка, напряжения, перемещения. 

Введение 

С развитием технологий композитные материалы находят все более широкое применение в 

конструкциях различного назначения. Достоверное определение напряженно-деформированного со-

стояния (НДС) композитных элементов различного типа является одним из условий создания проч-

ных и надежных конструкций. Современные численные методы и программные комплексы, постро-

енные на их основе, имеют большой арсенал инструментов для решения этой задачи при выполнении 

проверочных расчетов. Однако на этапе проектирования и решения задач оптимизации более удоб-

ными являются аналитические методы определения НДС композитных элементов. 

Отдельным типам композитных, в частности многослойных, элементов, таких, как пластины, 

плиты и оболочки, посвящено значительное количество научных работ [1–8], в которых построены 

различные аналитические и численно-аналитические методы определения НДС. 

Деформирование композитных стержней (брусьев, балок) исследовано значительно меньше, 

хотя такие элементы конструкций являются самыми распространенными. Из-за сложности учета не-

однородного строения многослойных композитных стержней при построении аналитических теорий 

их деформирования очень распространены приближенные методы решения задач теории упругости, в 

частности итерационный метод [9–11]. Несмотря на введение упрощений, построенные по такому 

методу модели деформирования остаются громоздкими и сложными для практического применения. 

Точные решения теории упругости получены лишь для задач изгиба узких консолей с отдель-

ными типами нагрузок [12, 13]. Такие решения достаточно ограничены в части учета различных за-

креплений и нагрузок. Однако на их основе можно построить сравнительно простые, но достаточно 
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точные прикладные решения типовых задач изгиба балок. 

Целью данной работы является построение аналитической модели изгиба двухопорных ком-

позитных многослойных балок под действием сосредоточенной нагрузки, на основе общего решения 

теории упругости для многослойной консоли с нагрузкой на свободном торце [12]. 

Основная часть 

Рассмотрим общий случай плоского 

поперечного изгиба прямой многослойной 

балки под действием сосредоточенной на-

грузки, которая в общем случае имеет жест-

кие закрепления, исключающие все переме-

щения крайних поперечных сечений (рис. 1). 

Балка состоит из m  параллельных 

слоев kP  ( mk ,1= ), выполненных из раз-

личных материалов и жестко связанных на 

поверхностях контакта. Поперечные сече-

ния (рис. 1, б) вдоль оси балки имеют не-

изменную структуру и размеры, которые 

отвечают условию lhb == . 

Балка отнесена к декартовой систе-

ме координат xyz , начало O  которой сов-

падает с центром жесткости крайнего лево-

го сечения. Ось Ox  совпадает с продольной 

осью жесткости балки, а плоскость xOz  – с 

плоскостью симметрии балки и плоскостью 

действия внешней нагрузки. 

Слои балки выполнены из однород-

ных ортотропных материалов с плоскостя-

ми упругой симметрии, параллельными ко-

ординатным плоскостям. Известны упругие 

характеристики материалов всех слоев бал-

ки, которые для произвольного k -го слоя 

представлены совокупностью констант 

 

                                     а                                                 б 

Рис. 1. Двухопорная многослойная балка: 

а – схема нагрузки и закреплений;  

б – схема поперечного сечения 

 

Рис. 2. Расчетная схема балки 
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Для всей многослойной балки упругие характеристики материала будут кусочно-постоянными 

функциями ( )z
S
aµ , которые аналогично [12] и [13] представим с помощью функций Хевисайда ( )zH  
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Рассмотрим НДС такой балки при упругой работе материалов ее слоев, пренебрегая локальны-

ми искажениями распределения напряжений и перемещений вблизи точек приложения сосредоточен-

ной нагрузки и опорных закреплений. Такой НДС по аналогии с теорией оболочек [14] будем называть 

основным. 

Приведем сосредоточенную нагрузку к оси жесткости балки и представим в виде компонент xF , 

zF  и M , приложенных к центру жесткости сечения (рис. 2). Далее разделим балку по нагруженному се-
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чению ( 1lx = ) на два расчетных участка, при этом для каждого участка заменим закрепление и отбро-

шенную часть балки соответствующими внутренними силовыми факторами и введем собственную сис-

тему отсчета координаты сечения ( )ix  ( 2,1=i  – номер участка). 

Если рассматривать участки балки отдельно, то на некотором удалении от крайних сечений 

их напряженное состояние (НС) будет подобным НС балки-консоли с нагрузкой на торце, для кото-

рой в [12] получено точное аналитическое решение. Используя это решение, запишем для i -го рас-

четного участка соотношения для компонент НДС 
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где ( )i
xN 1 , ( )i

zQ 1 , 
( )i

yM 1  – внутренние силовые факторы в начальном сечении участка i -го участка (рис. 2); 
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ww ===  – перемещения крайних точек i -го участка 

(рис. 3, а); 2,1=i  – номер участка балки. 

В соотношениях (2)–(4) использованы следующие обозначения интегральных характеристик 

жесткости сечения: 
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Решения (2)–(4) получены для главной системы координат xyz , в которой выполняется условие 

01 =B . Положение начала такой системы относительно произвольной параллельной вспомогательной 

системы координат yxz ′  определяется соотношением 

011
BBzB

′′= , 

где 01, BB ′′  – характеристики, определяемые в произвольной вспомогательной системе координат yxz ′ . 

Внутренние силовые факторы в пределах i -го участка связаны с их начальными значениями 

соотношениями 
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Для всей балки выражения для компонент НДС и внутренних силовых факторов можно объе-

динить с использованием функции Хевисайда 

 ( )
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( )

( )1
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121
|1| lxHflxHff lxxxx −+−−= −== , (6) 

где ( ) ( )21 , ff  – распределение компоненты НДС на первом и втором расчетных участках соответственно. 
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Соотношения (2)–(4) содержат 6 

неизвестных постоянных: 3 – внутрен-

них силовых фактора в начальном сече-

нии (статические начальные параметры), 

3 – перемещения точек в начальном се-

чении (кинематические начальные пара-

метры). С помощью этих неизвестных 

можно задать перемещения 4 точек рас-

четного участка балки, что позволяет 

моделировать различные ограничения 

перемещений его крайних сечений. 

Для двух расчетных участков 

рассматриваемой балки в общем случае 

 
                          а                                                          б 

Рис. 3. Ограничения перемещений расчетного участка балки: 

а – кинематические параметры участка; б – схема кинематиче-

ских связей в граничном сечении 

будем иметь 12 неизвестных постоянных. Такое количество недостаточно для точного выполнения 

условий совместимости перемещений соседних расчетных участков балки 
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Поэтому кинематические условия на границе раздела расчетных участков балки будем описы-

вать упрощенно, совместив перемещения только крайних точек сечения согласно схеме на рис. 3, б. 

В таком случае будем иметь следующую систему кинематических условий совместного де-

формирования расчетных участков балки: 
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или, с учетом принятых обозначений 
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Кроме совместимости перемещений участков балки, интегрально обеспечим и совместимость 

компонент НС. Для этого на границе раздела участков потребуем равенства внутренних силовых 

факторов с учетом действующей сосредоточенной нагрузки 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

MMQlMFQQFNN yzyzzzxxx ++=+=−= 1
1

1
11

2
1

1
1

2
1

1
1

2
1 ,, . (8) 

С использованием условий (7), (8) и соотношений (3)–(5) построим систему уравнений для 

определения всех неизвестных постоянных в решении (2)–(4). 

Для этого переменные ( )ix  и z  в соотношениях (3)–(5) заменим значениями ( ) ii lx = , 21, zzz =  
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Подставив (7) и (8) в (9), после преобразований получим такую систему соотношений между 

начальными (
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2 ,,,,, uwuMQN yzx ) параметрами рас-

четных участков балки: 
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Обсуждение результатов  

Система (10) состоит из 6 уравнений, которые вместе содержат 12 статических и кинематиче-

ских параметров. В каждом конкретном случае закрепления концов балки значения 6 параметров бу-

дут известны или могут быть выражены через другие параметры и известные величины. Это позволя-

ет привести исходную систему (10) к корректному виду и определить оставшиеся неизвестными ста-

тические и кинематические параметры. 

Полученные решением системы (10) начальные параметры первого участка являются исход-

ными данными для определения начальных параметров второго участка по соотношениям (7)–(9) 
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Подстановка известных и определенных с использованием (10) и (11), начальных параметров 

в исходные соотношения (2)–(4) позволяет получить выражения для компонент основного НДС всех 

расчетных участков балки. В дальнейшем решения для расчетных участков с помощью (6) можно 

объединить в общие выражения для всей многослойной балки. 

Выводы 

Таким образом, построена аналитическая модель плоского изгиба двухопорных многослойных 

балок под действием сосредоточенной нагрузки, которую составляют соотношения (2)–(4), (10) и (11). 

Модель позволяет определять компоненты основного НДС многослойных балок, состоящих из произ-

вольного количества ортотропных слоев, с учетом податливости их материалов деформациям попереч-

ного сдвига и обжатия. 

Полученные соотношения можно использовать для решения задач деформирования многослой-

ных балок с различными комбинациями закреплений крайних сечений. 

Примененный для построения модели подход можно обобщить и расширить на случай много-

пролетных балок с произвольным количеством сосредоточенных сил и промежуточных опор, а также 

для балок с различной жесткостью расчетных участков. 
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