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Abstract. A technique of numerical study is proposed as applied to the thermoelasto-

plastic axisymmetric stress-strain state of thin layered shells made of the isotropic and trans-
versally isotropic materials under thermo-force loading and irradiation. The constitutive 
equations of the thermoplasticity theory for isotropic materials and the theory of elasticity 
for transversally isotropic materials are used. Some results of evaluation of the elastoplastic 
state of two-layered plate are shown with allowance for irradiation that are further analyzed. 
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Введение.  
С развитием техники увеличивается число конструкций, работающих в условиях 

радиационного воздействия. Известно, что потоки элементарных частиц, в первую 
очередь нейтронные потоки, действующие на элементы конструкций, способны вы-
зывать объемную деформацию и изменять упругие, а особенно пластические характе-
ристики материалов. Изучению свойств изотропных и анизотропных конструкцион-
ных материалов при действии радиационного облучения посвящен ряд исследований 
[6 и др.], свидетельствующих о том, что происходящие в материалах процессы могут 
существенно повлиять на работоспособность конструкции, особенно состоящей из 
различных материалов. При исследовании эксплуатационных и предельных режимов 
работы такой конструкции, наряду с изменением свойств ее материалов от температуры 
и истории нагружения, необходимо учитывать влияние радиационного облучения. 

В данной статье изложена методика численного исследования напряженно-
деформированного состояния (НДС) тонкостенных оболочек вращения из изотропных 
и трансверсально-изотропных материалов, работающих в условиях термосилового 
нагружения и радиационного облучения. В работах [5, 7] предложена методика опре-
деления осесимметричного упругопластического НДС тонких слоистых оболочек из 
изотропных материалов при простом нагружении и радиационном облучении. В от-
личие от [5, 7], изложенная в данной статье методика разработана применительно к 
слоистым оболочкам из неупруго деформирующихся изотропных и упруго деформи-
рующихся трансверсально-изотропных материалов. Методика основана на использо-
вании модифицированных уравнений термопластичности для описания процессов 
деформирования изотропных материалов по траекториям малой кривизны и уравне-
ний теории упругости для трансверсально-изотропных материалов. Модификация 
физических уравнений основана на использовании подхода, предложенного в [2]. В 
соответствии с [2] в определяющих уравнениях свойства материалов предполагаются 
зависящими не только от температуры, но и от радиационного облучения. 
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§1. Постановка задачи и основные соотношения.  
Рассмотрим слоистую оболочку вращения, изготовленную из изотропных и  

трансверсально-изотропных материалов, первоначально находящуюся в ненапряжен-
ном и необлученном состоянии при начальной температуре 0T T , а затем подверг-

нутую действию осесимметричных силовых нагрузок, неравномерного нагрева и ра-
диационного облучения. Предполагаем, что в процессе нагружения слои оболочки  
деформируются без проскальзывания и отрыва; трансверсально-изотропные материа-
лы деформируются упруго, а в изотропных материалах  наряду с упругими деформа-
циями могут возникать зоны пластических деформаций, в которых может происхо-
дить разгрузка; уровни нагрузок и время их действия таковы, что деформации ползу-
чести не возникают. Температурные поля оболочки и дозы действующего на нее ра-
диационного облучения предполагаются известными в процессе нагружения. В част-
ности, температурные поля слоистой оболочки и распределение нейтронного потока в 
ней могут быть получены путем решения соответствующих краевых задач [6, 8]. Обо-
лочка отнесена к криволинейной ортогональной системе координат s, , , где s – ме-
ридиональная координата непрерывной координатной поверхности, a bs s s  , as , bs  

– координаты, соответствующие торцам оболочки;  (0    2) – окружная коорди-
ната, а  – координата, отсчитываемая по нормали к координатной поверхности; 

0 k    , 0  – соответствует внутренней поверхности первого (внутреннего) слоя 

оболочки, а k  – наружной поверхности последнего (внешнего) слоя; k  – количество 

слоев, толщины которых 1 ( 1, 2, ..., )i i ih i k     . Задачу решаем в геометрически 

линейной квазистатической постановке в пределах малых деформаций с использова-
нием гипотез Кирхгофа – Лява для пакета слоев [1]. 

При исследовании упругопластического НДС оболочек в условиях силового на-
гружения и радиационного облучения процесс нагружения разбиваем на ряд малых 
этапов таким образом, чтобы моменты времени, разграничивающие этапы, хорошо 
согласовались с моментами изменения направления процесса, т.е. перехода от актив-
ного нагружения к разгрузке и наоборот, в элементах оболочки, работающих за пре-
делами упругости материала. На каждом этапе нагружения используется система 
уравнений равновесия, геометрических и физических (определяющих) соотношений. 
Уравнения равновесия и геометрические соотношения используем в форме [1]. Физи-
ческие соотношения для изотропных материалов используем в виде уравнений широ-
ко используемой при решении краевых задач теории процессов деформирования по 
траекториям малой кривизны [3, 4, 9 – 14 и др.], линеаризованных методом дополни-
тельных напряжений, а для трансверсально-изотропных – в виде закона Гука [8]. Для 
удобства построения алгоритма решения задачи связь между компонентами тензоров 
напряжений ,ss    и деформаций , ,ss      записываем в единой форме для изо-

тропных и трансверсально-изотропных материалов, т.е. в виде закона Гука с дополни-
тельными напряжениями 

11 12 1;ss ssA A A        12 22 2 ,ssA A A                            (1.1) 

где коэффициенты 11 12 22, ,A A A  и дополнительные напряжения 1 2,A A имеют разный 

вид для изотропных и трансверсально-изотропных  материалов. 
Для изотропных материалов имеем формулы 

11 22 21

E
A A


 


;  12 11A A  ;   1 11 1 ;D

NT ssA A         2 11 1 D
NTA A      ,    (1.2) 

где 

0( )NT T NT T N     ;                                               (1.3) 

 ( ) ( )
11

D p p
ss ssA e e   ;    ( ) ( )

11
D p p

ssA e e    .                              (1.4) 
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В выражениях (1.2) – (1.4) обозначено:  2 1E G    – модуль упругости; G  – 

модуль сдвига;   – коэффициент Пуассона; T  – коэффициент линейного теплового 

расширения материала; N  – коэффициент линейного расширения материала в ре-

зультате его облучения. Предполагаем, что, в общем случае, эти характеристики ма-
териала зависят от температуры T  и дозы радиационного облучения N .   Входящие в 

(1.4) величины пластических составляющих компонент деформации  ( ) ( ) ,p p
ss sse s   

на произвольном M - м этапе нагружения определяются как суммы их приращений 

  ( )

1

M
p p

ss k ss
k

e e


      ,s  ,                                           (1.5) 

где 

  *0p ss
k ss k p

k

e
S

 
       ,s  ;    0 3

ss  



 ;                           (1.6) 

 2 2 / 3ss ssS                                                     (1.7) 

– интенсивность  касательных напряжений; 

* *

1

M

p k p
k

                                                           (1.8) 

– интенсивность накопленных пластических деформаций сдвига.  В (1.6) угловыми 
скобками обозначено среднее за этап значение находящейся в них величины. Входя-

щие в (1.5) приращения пластических составляющих деформаций    ,p
k sse s   (1.6)  

необходимо уточнять в процессе последовательных приближений. При вычислении 
   ,p

k sse s   используем предположение о существовании зависимости  

 , ,S F T N                                                      (1.9) 

между интенсивностью касательных напряжений S  (1.7), интенсивностью деформа-
ций сдвига 

     2 22
/ 6ss ss                 

,                         (1.10) 

температурой T  и дозой радиационного облучения N . Для конкретизации зависи-
мости (1.9) используем диаграммы ~   (  – напряжение;   – продольная дефор-

мация образца), полученные в экспериментах на растяжение  цилиндрических образ-
цов при различных фиксированных значениях температуры и дозы радиационного 
облучения, выполненных со скоростями нагружения, не влияющими на форму диа-
грамм ~  . Переход от   и   к S  и   осуществляется по формулам [9] 

/ 3S  ;   ( )/ (2 ) 3 / 2pS G    ;   ( ) /p E    .                      (1.11) 

Для промежуточных значений T  и N  зависимости ~S   получим путем линейной 
интерполяции по T  и N . 

Для трансверсально-изотропных материалов коэффициенты уравнений (1.1) име-
ют вид 

11 1
s

s s

E
A

  



;   22 1 s s

E
A 

  



;   12 11 22s sA A A    ; 

1 11( )NTs s NTA A      ;   2 22 ( )NT s NTsA A      ,                      (1.12) 
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где  

0( )NTs Ts NsT T N     ;   0( )NT T NT T N       .                    (1.13) 

В формулах (1.12), (1.13) обозначено: iE  – модули упругости материала в соответст-

вующем направлении ( , )i s  ; ij  – коэффициенты Пуассона, характеризующие по-

перечное сжатие материала в направлении, указанном первым индексом, при дейст-
вии растягивающей силы в направлении, указанном вторым индексом; Ti  и N i , со-

ответственно, коэффициенты теплового и радиационного удлинения материала в со-
ответствующих направлениях. 

Используя связь между напряжениями и деформациями в виде (1.1), соотношения 
между усилиями, моментами и деформациями координатной поверхности оболочки 
представим в виде 

(0) (0) (1) (1) (0)
11 12 11 12 1s s sN C C C C N         ; 

(0) (0) (1) (1) (0)
12 11 12 11 2s sN C C C C N          ;                            (1.14) 

(1) (1) (2) (2) (1)
11 12 11 12 1s s sM C C C C N         ; 

(1) (1) (2) (2) (1)
12 11 12 11 2s sM C C C C N          , 

где sN , sM  – нормальное усилие и момент, действующие в сечении оболочки  

s = const; N , M  – аналогичные усилие и момент, действующие в сечении оболочки 

const  ; s ,   и s ,   – деформации и изменения кривизны координатной поверх-

ности оболочки в меридиональном и окружном направлениях. В (1.14) обозначено: 

1

( )

1

i

i

k
j j

mn mn
i

C A d




 




   ;   
1

( )

1

i

i

k
j j

m m
i

N A d




 




        , 1, 2; 0, 1, 2m n j  .        (1.15). 

Соотношения (1.14) вместе с тремя статическими и пятью геометрическими соотноше-
ниями [1] образуют систему 12 уравнений, которая приводится к системе 6 обыкновен-
ных дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций , , ,s s sN M Q  

, , su w  , где sQ  – перерезывающее усилие в сечении оболочки consts  ; ,u w  – пе-

ремещения точек координатной поверхности в направлениях s  и  , соответственно; 

s  – угол поворота нормали к координатной поверхности в меридиональной плос-

кости. Эта система в векторной форме имеет вид 

( ) ( )
dY

P s Y f s
ds

 
 

                                              (1.16) 

при заданных граничных условиях 

1 1( )aB Y s b


;   2 2( )bB Y s b


.                                        (1.17) 

В (1.16), (1.17) Y


 –  вектор разрешающих функций,  , , , , ,s s s sY N Q M u w 


;  P s  

– матрица системы; ( )f s


 – вектор дополнительных слагаемых; 1 2,B B  – заданные 

матрицы; 1 2,b b
 

 – заданные векторы граничных условий. Элементы матрицы  P s  и 

вектора ( )f s


 вычисляем по формулам, представленным в [9]. При этом элементы 

матрицы зависят от геометрических параметров оболочки, упругих характеристик ее 

материалов, зависящих от температуры и радиации, а компоненты вектора f


 зависят 
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еще и от NT  (1.3), NTs , NT  (1.13), а также (для изотропных слоев) от величин пла-

стических составляющих деформаций (1.5), которые определяются в процессе после-
довательных приближений. 

§2. Алгоритм решения задачи. 
Для проведения расчетов НДС исследуемой оболочки необходимо задать пара-

метры ее геометрии, характеристики материалов слоев в зависимости от температуры 
и радиации, силовые нагрузки и условия закрепления, распределения температуры и 
дозы радиационного облучения по меридиональному сечению оболочки на каждом 
этапе нагружения. При построении процесса последовательных приближений на про-
извольном M -м этапе принимаем, что известны компоненты НДС на предыдущем 

( 1)M  -м этапе и величины    
1 1( ) , ( ) ,p p

ss M Me e   *
1( )p M  . Для вычисления элементов 

матрицы  P s  разрешающей системы (1.16) определим значения модулей упругости и 

коэффициентов Пуассона материалов для температуры и дозы радиации, соответст-
вующих рассматриваемому этапу нагружения, и вычислим величины ( )j

mnC  (1.15). Для 

вычисления компонент вектора f


 определим значения коэффициентов теплового и 

радиационного расширения материалов, вычислим величины NT  (1.3), NTs , NT  (1.12) 

и определим ( )j
mN  (1.15), используя в первом приближении значения пластических со-

ставляющих деформаций изотропных элементов, известных из предыдущего этапа. 
Затем решаем краевую задачу (1.16), (1.17) путем сведения ее к задачам Коши, 

для решения которых используем метод Рунге – Кутта с дискретной ортогонализаци-
ей. Точность решения краевой задачи оцениваем путем сгущения вдвое сетки приня-
того разбиения оболочки. Получив в результате разрешающие функции, определяем 
компоненты деформаций, а по ним – компоненты напряжений (1.1). Тем самым полу-
чим НДС оболочки в первом приближении текущего этапа. По заданным зависи-
мостям ~  , преобразованным по формулам (1.11) к виду ~S  , путем линейной 
интерполяции по температуре и дозе облучения определим соответствующую кри-

вую, на которой определим значение  dS , соответствующее значению интенсивности 

деформаций сдвига  *

1
/ 2p M

S G


    , где S  вычислено по формуле (1.7). Тогда 

 * ( ) / 2d
M p S S G    . Это значение используем для получения приращений пласти-

ческих составляющих деформаций (1.6) и компонент (1.5), после чего уточняем зна-
чения величин 1 2,A A  (1.2) и можем решать краевую задачу (1.16), (1.17) в следующем 

приближении. В общем случае в L -м приближении на M -м этапе приращение ин-
тенсивности пластической деформации сдвига вычисляем по формулам 

1
* * *

1

L

M p Mi p ML p
i





        ;   
( )

*

2

d

ML p

S S

G


   ;   *

ML p    , 

где   – наперед заданное число, определяющее точность решения задачи пластичности. 
Описанный алгоритм реализован при активном процессе нагружения в изотроп-

ных элементах оболочки. Для определения направленности процесса необходимо в 
каждом элементе оболочки, в котором имеют место пластические деформации 

*( 0)p  , после решения задачи в первом приближении текущего этапа проверить 

выполнение условия * 0p  . При выполнении этого условия вычисления проводим 

по описанному выше алгоритму. В противном случае в данном элементе происходит 
разгрузка и для ее учета в данном элементе оболочки необходимо принять * 0p   и 

продолжить расчет с использованием значений пластических деформаций, соответст-
вующих концу предыдущего этапа. 

Правильность разбиения на этапы проверяем путем повторного расчета при 
уменьшении величины этапов в два раза.  
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§3. Числовые результаты. 
В качестве примера исследуем  упругопластическое НДС круглой двухслойной 

пластины с отверстием, радиус которого 0,05aR  м; внешний радиус 0,5bR  м; за 

координатную выбрана срединная поверхность; толщина слоев постоянна, / 2h   
0,0125 м. Внутренний контур пластины – свободен, а внешний – защемлен. Пласти-

на, первоначально находившаяся в ненапряженном и необлученном состоянии при 
температуре 0 0T T C   , подвергается действию нормальной к срединной поверхно-

сти распределенной нагрузки q  и радиационного облучения в результате падающего 

на поверхность / 2h   потока нейтронов. Первый слой пластины ( / 2 0h    ) 

изготовлен из стали 347,  а второй ( 0 / 2h   ) – из графита. Известно [6], что зату-

хание интенсивности падающего на плоскую поверхность тела потока с удалением от 
этой поверхности приближенно описывается экспоненциальным законом. В соответ-
ствии с этим распределение дозы радиации N  по толщине пластины принято в виде 

 / 2hN Ate    ,                                                  (3.1) 

где 1815 10A   нейтрон/см2 ·с (нтр/см2 с), 0 1t  с, / 2 / 2h h   , а коэффициент 

  определяется интенсивностью поглощения нейтронов данным материалом. В дан-

ной задаче принято 0,9  см-1 в обоих слоях. Для проведения расчетов были заданы 

диаграммы растяжения материала первого слоя в виде таблицы [7] при 0T C  и раз-
личных значениях доз радиационного облучения N .  Коэффициенты Пуассона и ра-
диационного расширения материала первого слоя приняты независящими от дозы ра-
диационного облучения 0,3  , 210,3 10N

  (нтр/см2)-1. Характеристики материала 

второго слоя приняты независящими от дозы радиационного облучения и равными [8] 
25000sE  МПа, 4600E  МПа, 0,11s  , 210,12 10N s N      (нтр/см2)-1. При 

решении задачи граничные условия приняты в таком виде: при ,a as s R   s sN Q   

0sM  , при  b bs s R  , 0su w    . 

Для исследования упругопластического НДС пластины при заданном процессе 
нагружения этот процесс был разбит на 21 этап, на которых величина распределенной 
нагрузки была  равной 0,10; 0,11; 0,12;...0, 29;0,3q  МПа, а распределение дозы ра-

диационного облучения по толщине пластины определено формулой (3.1) при 
0; 0,05; 0,1; ...; 0,95; 1,0t  с. Некоторые результаты расчета представлено на рис. 1, 2.  

 
 

Рис. 1 

 
 

Рис. 2
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На рис. 1 представлено распределение вдоль меридиональной координаты мери-
диональных ss , а на рис. 2 –  окружных   напряжений, полученных на  последнем 

этапе нагружения.  
На рис.1, 2 сплошные линии соответствуют расчету слоистой пластины при дей-

ствии нагрузки и радиации; штриховые линии – расчету без учета радиации, пунктир-
ные линии – расчету, в котором эта пластина  изготовлена из стали 347 при действии 
нагрузки и радиации; кривые с маркерами – значениям напряжений при / 2h   . Из 

результатов расчета следует, что при отсутствии радиации пластина пребывает в уп-
ругом состоянии, а при действии радиации весь металлический слой находится за 
пределом упругости. Вблизи поверхности / 2h    максимальные по абсолютной 

величине значения компонент напряжений в результате действия радиации увеличи-
лись более, чем в два раза; в окрестности контура b bs s R   напряжения меняют 

знак. Таким образом, из результатов расчетов следует, что влияние радиации может и 
количественно и качественно изменить распределение напряжений в пластине. 

 
Заключение. 
Предложена методика численного исследования упругопластического НДС сло-

истых оболочек вращения из изотропных и трансверсально-изотропных материалов. 
Методика основана на использовании модифицированных уравнений термопластич-
ности для описания деформирования изотропных материалов по линиям малой кри-
визны и уравнений теории упругости для трансверсально-изотропного материала. 
Учтена также зависимость свойств материалов от радиационного облучения.  

На конкретном примере двухслойной пластины показано, что под действием ра-
диационного облучения может произойти качественное изменение состояния пласти-
ны: металлический слой переходит из упругого в пластическое состояние; макси-
мальные значения компонент напряженного состояния существенно увеличиваются. 
Это свидетельствует о необходимости разработки методик численного исследования 
напряженного состояния элементов конструкций в виде слоистых оболочек (пластин) 
с учетом действия радиационного облучения. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Запропоновано методику чисельного дослідження термопружнопластичного осе-

симетричного напружено-деформованого стану тонких шаруватих оболонок з ізотропних і трансвер-
сально-ізотропних матеріалів при термосиловому навантаженні. Використано визначальні рівняння 
теорії термопластичності для ізотропних матеріалів і теорії пружності для трансверсально-
ізотропних матеріалів. Наведено результати розрахунку пружнопластичного стану двошарової плас-
тини з урахуванням впливу радіації та дано їх аналіз. 
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