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Досліджено допустимі перетворення загального класу (1+1)-вимірних нелінійних еволюційних рівнянь дру-
гого порядку. Побудовано ланцюжок вкладених нормалізованих підкласів цього класу. Для цих підкласів по-
будовано групоїди еквівалентності. Окремо розглянуто два ненормалізовані підкласи рівнянь типу реакції–
конвекції–дифузії, що є цікавими для застосувань, і знайдено їх групи еквівалентності.
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Допустимим перетворенням у класі диференціальних рівнянь називають впорядковану 
трійку, що складається з двох рівнянь цього класу та невиродженого точкового перетво-
рення, що відображає перше з цих рівнянь у друге. Множина допустимих перетворень має 
структуру групоїда відносно операції композиції перетворень, а тому її називають групо-
їдом еквівалентності [1—3]. Значна частина допустимих перетворень класу генерується 
перетвореннями еквівалентності, тобто невиродженими точковими перетвореннями неза-
лежних і залежних змінних рiвнянь з класу та довiльних елементiв класу, що зберiгають 
диференцiальну структуру класу, але можуть змiнювати довiльнi елементи. Перетворення 
еквівалентності класу утворюють групу [4]. Якщо перетворення змiнних не залежать вiд 
довiльних елементiв, то таку групу називають звичайною. Клас диференціальних рівнянь, 
групоїд еквівалентності якого породжено звичайною групою еквівалентності, називають 
нормалізованим у звичайному сенсі [1, 2].

Використання допустимих перетворень дає змогу істотно спростити класифікаційні за-
дачі групового аналізу диференціальних рівнянь, зокрема класифікації різних типів симе-
трій, побудову локальних законів збереження і точних розв’язків, а також дослідження інте-
гровності [5—8]. Також важливо, що нормалізовані класи мають простіші трансформаційні 
властивості і є зручнішими для дослідження. Отже, важливою задачею є пошук групоїдів 
еквівалентності для класів рівнянь, що є цікавими для застосувань, та дослідження власти-
вості нормалізованості таких класів.
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У цій роботі розглянуто загальний клас (1+1)-вимірних нелінійних еволюційних рів-
нянь другого порядку 

( , , , , ),t x xxu H t x u u u=   де  0,
xxuH ≠   (1)

та досліджено його трансформаційні властивості. Побудовано ланцюжок вкладених нор-
малізованих підкласів цього класу та знайдено відповідні групоїди еквівалентності. Також 
розглянуто класи узагальнених рівнянь реакції–дифузії, що є підкласами класу (1), але при 
цьому не є нормалізованими. Побудовано їх групи еквівалентності.

Групоїди еквівалентності еволюційних рівнянь. Добре відомо, що будь-яке неви-
роджене точкове перетворення між рівняннями tu H=  та tu H=� ��  з класу (1) має вигляд 

( ), ( , , ), ( , , )t T t x X t x u u U t x u= = =� � � , задовольняє умову ( ) 0t x u u xT X U X U− ≠  і продо-
вжується на частинні похідні за ланцюговим правилом:

1
, , ,t x x t x x

x xx xt
t x x x x

D UD X D UD X D U D U
u u u D

T D X D X D X D X

⎛ ⎞−
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
� � � �� � �

де 
t xt t t u tt u tx uD u u u= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +…  та 

t xx x x u tx u xx uD u u u= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +…  — оператори пов-
ної похідної за змінними t  та x  [9, 10]. Нормалізованість класу (1) встановлено в робо-
ті [11]. Зокрема, справедлива

Теорема 1 [11]. Клас (1) є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентнос-
ті складають перетворення

( ), ( , , ), ( , , ),t T t x X t x u u U t x u= = =� � �  де ( ) 0,t x u u xT X U X U− ≠   (2)

.x u u x t x t x

t x t x

X U X U U D X X D U
H H

T D X T D X

− −
= +�   (3)

Тут і далі всі функції є довільними гладкими фукціями своїх аргументів, що задоволь-
няють лише явно вказані додаткові умови.

Підклас квазілінійних еволюційних рівнянь можна виокремити з усього класу (1) умо-
вою 0

xx xxu uH = , з якої випливає, що в цьому випадку можна репараметризувати клас (1), 
беручи дві інші функції як довільні елементи. Справедлива

Теорема 2. Клас квазілінійних еволюційних рівнянь другого порядку

( , , , ) ( , , , ), 0,t x xx xu G t x u u u F t x u u G= + ≠

є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентності утворюють невироджені 
точкові перетворення, де компоненти для змінних мають вигляд (2), а довільні елементи пе-
ретворюються таким чином:

2( )
,x

t

D X
G G

T
=�

2 2( 2 ) ( 2 )
.

x u u x t x t x

t x t x

xx xu x uu x x xx xu x uu x x

t x

X U X U U D X X D U
F F

T D X T D X

X X u X u D U U U u U u D X
G

T D X

− −
= + +

+ + − + +
+

�
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Оскільки ,x x u xD X X X u= +  з вигляду компоненти перетворень для довільного елемен-
та G  випливає, що 0uX = , якщо G  не залежить від xu . Доведено більш строге твердження, 
ніж лема 2, наведена в роботі [12].

Теорема 3. Клас рівнянь

( , , ) ( , , , ), 0,t xx xu G t x u u F t x u u G= + ≠   (4)

є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентності складають перетворення
2

( ), ( , ), ( , , ), ,x

t

X
t T t x X t x u U t x u G G

T
= = = =�� � �  

 (5)
2( 2 )

,u t x t x xx x xx xu x uu x x

t t x t x

U U X X D U X D U U U u U u X
F F G

T T X T X

− − + +
= + +�

де 0.t x uT X U ≠

Важливим підкласом класу (4) є підклас, де функція F  є поліномом степеня n  за змінною 

xu , а особливо, коли F  є квадратичною або лінійною функцією цієї змінної. Справедлива
Теорема 4. Клас рівнянь вигляду

0

( , , ) ( , , ) ,
n

k k
t xx x

k

u G t x u u F t x u u
=

= +∑

де 2, 0n G ≠ , є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентності складають 
перетворення, де компонети для змінних , ,t x u  та довільного елемента G  мають вигляд (5), 
а компоненти для довільних елементів , 0, ,k k nF = … , є розв’язками алгебраїчної системи рів-
нянь, що відрізняється для кожного фіксованого значення n і виникає після розщеплення рів-
няння 

0

2

0

1
( ( 2 ) )

kn
k u x

x
x xk

n
k k

x u x t x t x xx x xx xu x uu x x
t x k

U U
F u

X X

X U F u U X X D U X D U U U u U u X G
T X

=

=

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤
= + − + − + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

�

 

за різними степенями xu . 
Для фіксованих значень n  усі формули перетворень довільних елементів можна випи-

сати в явному вигляді. Розглянемо окремо важливі випадки, коли 2n =  та 1n = . Доведена
Теорема 5. Клас

2 2 1 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), 0,t xx x xu G t x u u F t x u u F t x u u F t x u G= + + + ≠   (6)

є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентності складають перетворення

2 2
2 2

2

1 2 1

( ), ( , ), ( , , ), , ( ),

1
2 ( ) ( 2 ) ,

x x
u uu

t t u

x x
uu u x u t u xx u xu x

t u u

X X
t T t x X t x u U t x u G G F U F U G

T T U

X U
F U G U F X U F X U X U U X G

T U U

= = = = = −

⎛ ⎞
= − + − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

� �� � �

�
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2 2
0 2 1 0

2

1
2 ,x x x

x u t xu xx uu
t u u u

U U U
F F U F U F U U U U G

T U U U

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�

де 0.t x uT X U ≠

Розглянемо підклас класу (6), який виокремлено умовою 2 0F = . Його група еквіва-
лентності є підходящою підгрупою класу (6). Обмеження на перетворення знаходимо, по-
кладаючи 2 0F =�  та 2 0F =  в теоремі 5. Це призводить до умови 0uuU = . Справедлива

Теорема 6. Клас рівнянь вигляду

1 0( , , ) ( , , ) ( , , ), 0,t xx xu G t x u u F t x u u F t x u G= + + ≠   (7)

є нормалізованим у звичайному сенсі. Його групу еквівалентності утворюють перетворення

1 0 1

2
1 1 1 1 1 1

1

1
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

1

( ), ( , ), ( , ) ( , ), 0,

1
, ( ( 2 ) ),

1
( ) 2 ( ) .

t x

x
x t xx x x

t t

x
x x t t x x xx xx

t

t T t x X t x u U t x u U t x T X U

X
G G F X U F X U X U U X G

T T U

U
F U F U u U F U u U U u U U u U G

T U

= = = + ≠

= = − + −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + + + + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

� � �

� �

�

 (8)

Розглянемо ще один підклас класу (6), для якого умова 0uuU =  також вірна для допус-
тимих перетворень. Це підклас, виокремлений умовою 2

uF G= , вигляду

( ( , , ) ) ( , , ) ( , , ), 0.t x x xu G t x u u K t x u u P t x u G= + + ≠   (9)

Рівняння з класу (9) можна подати у вигляді 2 ( ) ,t xx u x x xu Gu G u G K u P= + + + +  де зв’язки між 
довільними елементами цього класу та класу (6) задаються формулами 2

uF G= , 1
xF G K= +

та 0F P= . Оскільки рівняння з класу (9) містять похідні довільного елемента G, вони при-
родно виникають у компонентах перетворень еквівалентності для довільних елементів. Таку 
групу еквівалентності можна вважати звичайною, якщо розширити набір довільних елемен-
тів похідними xG  та uG  і продовжити перетворення з групи на ці нові довільні елементи 

2

1
2 , .x xx x

x x u u
t t t

X X X
G G G G G

T T T U
= + =� �

� �  

Це легко пояснити, якщо зобразити клас (9) у вигляді 1 2 2( )t xx x xu Gu G u G K u P= + + + +  з 
додатковими довільними елементами 1

uG G=  та 2
xG G= . Для такого репараметризованого 

класу перетворення еквівалентності вже не містять похідні довільних елементів.
Теорема 7. Клас (9) після репараметризації є нормалізованим у звичайному сенсі. Його 

групу еквівалентності складають перетворення

1 0 1

2 1
1 0

1 1

( ), ( , ), ( , ) ( , ), 0,

, 2 2( ) ,

t x

x x xx x u t
x x

t t x x

t T t x X t x u U t x u U t x T X U

X X X U G X
G G K K G U u U

T T X XU U

= = = + ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

� � �

� �
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1 0 2
1 1 0 1 0

1

1
1 0 1

1

( )1
( ) ( )

2 ( )

x x
u x x x t t

t

x
x x xx xx

U u U
P U P G U u U G K U u U

T U

U
U u U U u U

U

⎡ +
= + − + + + + +⎢

⎢⎣

+ + − −

�

0 .G
⎤⎛ ⎞
⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

Підклас класу (9), виокремлений умовою 0K = , має вигляд

( ( , , ) ) ( , , ), 0.t x xu G t x u u P t x u G= + ≠   (10)

Цей клас не є нормалізованим на відміну від усіх класів, розглянутих до цього. Обмеження 
на вигляд допустимих перетворень у класі (10) можна отримати, якщо покласти 0K =  та 

0K =�  в перетвореннях, наведених у теоремі 7. У результаті отримуємо рівняння
1 0 1

1 1 1
2 2 0.x x xx x t

u
x x

U U X U X
u G G

X XU U U

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Подальші обмеження на вигляд функцій X , 1U  та 0U  залежать від значень функції G . 
Якщо ця функція не задовольняє рівняння ,( ) 0uau b G cG d+ + + =  де a, b, c та d — функції, 
що залежать від t та x, то точкові перетворення між рівняннями з цього класу задовольня-
ють умови 1 0 0,t xx x xX X U U= = = =  а такий підклас класу (10) є нормалізованим у звичайно-
му сенсі. Доведена

Теорема 8. Група еквівалентності класу (10) є звичайною і складається з перетворень

2
1 0 1 1 1 01

1 2 1
1

( ), , ( ) ( ), 0, , ( )t t t
t t

t T t x x u U t u U t T U G G P U P U u U
T T

δ
= = δ + δ = + δ ≠ = = + +� �� � � .

Класи еволюційних рівнянь зі змінним коефіцієнтом біля tu  часто виникають у засто-
суваннях. Тому розглянемо узагальнення рівнянь (9) вигляду

( , ) ( ( , , ) ) ( , , ) ( , , ), 0.t x x xS t x u G t x u u K t x u u P t x u SG= + + ≠    (11)

Зокрема, підкласами цього класу є рівняння реакції–дифузії зі змінними коефіцієнтами 
вигляду ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )t x xf x u g x A u u h x B u= +  та рівняння конвекції–дифузії зі змінними 
коефіцієнтами ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )t x xxf x u g x A u u h x B u u= + . Рівняння з таких класів моделюють 
багато фізичних, хімічних та біологічних процесів реального світу.

Хоча коефіцієнт ( , )S t x  можна відкалібрувати в одиницю сім’єю точкових перетво-
рень

0

, ( , ) ,
x

x

t t x S t y dy u u= = =∫� � � ,

клас (11) розглянуто окремо, оскільки його трансформаційні властивості є більш складни-
ми, ніж у класу (9). Справедлива

Теорема 9. Будь-яке точкове перетворення між двома рівняннями з класу (11) має ви-
гляд (8). Тоді відповідні довільні елементи пов’язані формулами

2 1
1 0

1 1
, 2 2( ) ,x x x xx x u t

x x x
t t x x

X K G X X U G XG G
K G G U u U S

T S T S X XS S U U

⎡ ⎤⎛ ⎞+
= = + + − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�
���

� �
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1 0 2
1 1 0 1 0

1

1
1 0 1 0

1

( )1
( )( ) ( )
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Бачимо, що для класу (11) компоненти перетворень з групи еквівалентності для довіль-
них елементів визначені лише для відношень цих елементів. Це можна пояснити наявністю 
специфічного калібрувального перетворення еквівалентності, яке не змінює незалежні і за-
лежні змінні, а змінює лише вигляд довільних елементів класу. Це перетворення має ви-
гляд

( , , ), , ,,
x

G K Z P
S Z t x S G Z K Z G P Z

S S S S
⎛ ⎞= = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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де Z  — довільна гладка функція своїх змінних, 0.SZ ≠  Доведена
Теорема 10. Групу еквівалентності класу (11) складають перетворення
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Клас (11) можна вважати нормалізованим у звичайному сенсі, оскільки його можна по-
дати у вигляді 1 2 2

t xx x xSu Gu G u G u P= + + +  з додатковими довільними елементами 1
uG G=  

та 1
xG K G= + . Зауважимо, що підклас класу (11), який виокремлено умовою 0K = , тобто 

клас

( , ) ( ( , , ) ) ( , , ), 0,t x xS t x u G t x u u P t x u SG= + ≠  (12)

не є нормалізованим. На відміну від класу (11), для класу (12) коефіцієнт S  є суттєвим.
Калібрувальні перетворення еквівалентності досить прості у цьому випадку, а саме: ко-

жен коефіцієнт можна домножувати на ненульову гладку функцію змінної t. Група еквіва-
лентності класу (12) ширша за групу еквівалентності його підкласу з 1S = . Справедлива 

Теорема 11. Групу еквівалентності класу (12) складають перетворення
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Отже, побудовано ланцюжок вкладених підкласів загального класу (1+1)-вимірних не-
лінійних еволюційних рівнянь другого порядку. Для цих підкласів знайдено групи еквіва-
лентності. Доведено, що всі розглянуті підкласи, крім двох, є нормалізованими, а тому для 
всіх нормалізованих підкласів вичерпно описано їх групоїди еквівалентності. Отримані ре-
зультати можуть бути застосовані у груповому аналізі диференціальних рівнянь, зокрема 
для пошуку різних типів симетрій, законів збереження та точних розв’язків.

Автор висловлює вдячність д-ру фіз.-мат. наук, проф. Р.О. Поповичу за цінні зауваження 
до роботи.
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ГРУППОИДЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ КЛАССОВ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Исследованы допустимые преобразования общего класса (1+1)-мерных нелинейных эволюционных урав-
нений второго порядка. Построена цепочка вложенных нормализованных подклассов этого класса. Для 
этих подклассов построены группоиды эквивалентности. Отдельно рассмотрены два ненормализованных 
подкласса уравнений типа реакции—конвекции—диффузии, которые интересны для приложений и най-
дены их группы эквивалентности. 

Ключевые слова: группоид эквивалентности, допустимые преобразования, группа эквивалентности, эво-
люционные уравнения, уравнения реакции–конвекции–диффузии.
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EQUIVALENCE GROUPOIDS OF CLASSES 
OF NONLINEAR SECOND-ORDER EVOLUTION EQUATIONS

We study transformational properties of the general class of (1+1)-dimensional nonlinear second-order evolution 
equations. The chain of nested normalized subclasses of this class is constructed. The equivalence groupoids of 
the respective normalized subclasses are found. For two subclasses that are of interest for applications, but not 
normalized, the equivalence groups are derived.

Keywords: equivalence groupoid, admissible transformations, equivalence group, evolution equations, reaction–
diffusion–convection equations.


