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ÓÄÊ 519.6 ÍÎÂ² ²ÍÔÎÐÌÀÖ²ÉÍ² ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ
Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÌÓ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍ² (Îãëÿä)

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî ìåòîäè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñ³â,
ÿâèù òà îá’ºêò³â ç âèêîðèñòàííÿì ³íôîðìàö³¿ ïðî íèõ â îá’ºêòàõ, ùî óçà-
ãàëüíþþòü òî÷êè (ëîêóñè), ë³í³¿ (ñìóãè â äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó òà òóáè
â òðèâèì³ðíîìó âèïàäêó) òà ïëîùèíè (øàðè). Îäíî÷àñíî ç îïåðàòîðàìè
³íòåðïîëÿö³¿ çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàòîðè ³íòåðëîêàö³¿; ç îïå-
ðàòîðàìè ³íòåðë³íàö³¿ — îïåðàòîðè ³íòåðñòð³ïàö³¿ òà ³íòåðòóáàö³¿; ç îïåðàòî-
ðàìè ³íòåðôëåòàö³¿ — îïåðàòîðè ³íòåðëàºðèçàö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ³íòåðë³íàö³ÿ, ³íòåðôëåòàö³ÿ, ³íòåðñòð³ïàö³ÿ, ³íòåðòóáàö³ÿ,
³íòåðëîêàö³ÿ, ³íòåðëàºðèçàö³ÿ.

Ó 1637 ðîö³ Ðåíå Äåêàðò îïóáë³êóâàâ êíèãó [1], ó ÿê³é ìåòîä êîîðäèíàò ïîêëàäå-
íî â îñíîâó íîâî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ äèñöèïë³íè — àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿. Êîðèñòóþ-
÷èñü ñó÷àñíîþ òåðì³íîëîã³ºþ, ìîæíà ñêàçàòè, ùî àíàë³òè÷íà ãåîìåòð³ÿ íàäàº
³íñòðóìåíòàð³é ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, çîêðåìà ìàòå-
ìàòè÷íîþ ìîäåëëþ òî÷êè íà ïðÿì³é º ð³âíÿííÿ x a� � 0, à ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåë-

ëþ òî÷êè íà ïëîùèí³ — ð³âíÿííÿ ( ) ( )x a y b� � � �2 2 0.

Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ë³í³¿ íà ïëîùèí³ Oxy º ð³âíÿííÿ ö³º¿ ë³í³¿ y f x� ( )
àáî x g y� ( ) ó ÿâí³é ôîðì³, àáî ð³âíÿííÿ f x y( , ) � 0 â íåÿâí³é ôîðì³, àáî äâà
ð³âíÿííÿ: x f t y g t a t b� � � �( ), ( ), , ó ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³, äå t — ïàðàìåòð.

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïîâåðõí³ â äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ó ÿâí³é
ôîðì³ ìîæíà çàïèñàòè îäíèì ç òðüîõ ð³âíÿíü: z f x y� ( , ), y g x z� ( , ) àáî
x h y z� ( , ), òà â íåÿâí³é ôîðì³ — ð³âíÿííÿì f x y z( , , ) � 0. Ó ïàðàìåòðè÷í³é
ôîðì³ ïîâåðõíþ ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿä³ òðüîõ ð³âíÿíü: z f u� ( , )� , y g u� ( , )� ,
x h u� ( , )� , äå u, � — ïàðàìåòðè. Àíàëîã³÷íî ë³í³þ ó òðèâèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó
ïðîñòîð³ ìîæíà çàïèñàòè ó çàãàëüí³é ôîðì³ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè äâîõ ð³âíÿíü:
f x y z( , , ) � 0, g x y z( , , ) � 0, êîæíå ç ÿêèõ âèçíà÷àº îäíó ç äâîõ ïîâåðõîíü, ïåðå-
òèíîì ÿêèõ º â³äïîâ³äíà ë³í³ÿ. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ë³í³¿ ó òðèâèì³ðíîìó
ïðîñòîð³ â ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³ º ñóêóïí³ñòü òðüîõ ð³âíÿíü: x f t� ( ), y g t� ( ),
z h t� ( ), a t b� � , äå t — ïàðàìåòð.

ßê â³äîìî, äåÿê³ ïîâåðõí³ àáî ë³í³¿ íåîáîâ’ÿçêîâî ïðåäñòàâëÿòè ó äåêàðòîâ³é
ñèñòåì³ êîîðäèíàò. ²íêîëè âèêîðèñòîâóþòü ïîëÿðí³, öèë³íäðè÷í³, ñôåðè÷í³, òî-
ðî¿äàëüí³ òà ³íø³ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî íåçâàæàþ÷è íà çðó÷í³ñòü âèêîðèñòàííÿ ð³çíèõ ñèñòåì
êîîðäèíàò ïðè îïèñ³ òèõ àáî ³íøèõ ë³í³é àáî ïîâåðõîíü, íà ïðàêòèö³ íå çàâæäè
º î÷åâèäíèì, ÿêó ñèñòåìó êîîðäèíàò ìîæíà âèêîðèñòàòè â òîìó àáî ³íøîìó êîí-
êðåòíîìó âèïàäêó. ßê ïðèêëàä, íàâåäåìî ïðàêòè÷íî âàæëèâó çàäà÷ó ïîáóäîâè
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïîâåðõí³ àáî ë³í³¿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè òî÷îê íà ö³é ë³í³¿
àáî ïîâåðõí³. ²íøèé ïðèêëàä: òðåáà ïîáóäóâàòè íåÿâíå ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ çà äî-
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ïîìîãîþ íåÿâíèõ ð³âíÿíü äåÿêî¿ ñèñòåìè ïîâåðõîíü, ç ÷àñòèí ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ
îñíîâíà ïîâåðõíÿ. Â îñòàííüîìó ïðèêëàä³ ³íôîðìàö³þ ïðî ïîâåðõíþ çàäàþòü íå
â îêðåìèõ òî÷êàõ, à ð³âíÿííÿìè ïîâåðõîíü, îá’ºäíàííÿì ÿêèõ º äîñë³äæóâàíà ïî-
âåðõíÿ. Ìåòîä, ùî âèêîðèñòîâóº òàêó ³íôîðìàö³þ, çàïðîïîíîâàíèé ³ ðîçâèíóòèé
ó ïðàöÿõ Â.Ë. Ðâà÷îâà òà éîãî ó÷í³â, íàçèâàºòüñÿ ìåòîäîì R-ôóíêö³é [2]. Îñíîâó
öüîãî ìåòîäó ñêëàäàþòü òàê³ R-ôóíêö³¿:

x y x y x xy y� � � � � �� �05 22 2. ( ),

x y x y x xy y� � � � � �� �05 22 2. ( ),

x x� � .

Âîíè çàì³íþþòü îïåðàö³¿ àëãåáðè ëîã³êè x y� , x y� , x ó ëîã³÷í³é ôîðìóë³,
ÿêà îïèñóº çàäàíó ñêëàäíó îáëàñòü ó âèãëÿä³ îá’ºäíàíü òà ïåðåòèí³â â³äîìèõ

îáëàñòåé Di , çàäàíèõ íåð³âíîñòÿìè w x y zi ( , , ) � 0, i M�1, .

Çàóâàæèìî, ùî íåñê³í÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòàðíèõ ï³äîáëàñòåé, ÿê³ âèâ÷àþòü
â àíàë³òè÷í³é ãåîìåòð³¿, à òàêîæ ìíîæèíà ð³çíîìàí³òíèõ ñêëàäíèõ îáëàñòåé, îïèñ
ÿêèõ ìîæíà âèêîíàòè ó âèãëÿä³ íåð³âíîñòåé ìåòîäîì R-ôóíêö³é, º ï³äìíîæèíàìè
âñ³º¿ ìíîæèíè îáëàñòåé, ÿê³ âèìàãàº ïðàêòèêà. Êð³ì òîãî, ñó÷àñíà ïðàêòèêà êîíñòðó-
þâàííÿ ïîâåðõîíü ÷àñòî âèêîðèñòîâóº ³íôîðìàö³þ ïðî ïîâåðõíþ ó çàäàí³é ñèñòåì³
òî÷îê, ðîçì³ùåíèõ çà äåÿêèì çàêîíîì àáî äîâ³ëüíèì ÷èíîì. Ó ðåçóëüòàò³ äëÿ íàáëè-
æåíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³¿, ùî îïèñóº äåÿêèé ïðîöåñ, ÿâèùå àáî îá’ºêò, âèíèêàº
â³äîìà çàäà÷à ³íòåðïîëÿö³¿. ßêùî îá’ºêòîì êîíñòðóþâàííÿ º ïîâåðõíÿ, òî êð³ì êîîð-
äèíàò òî÷îê íà í³é ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òàêîæ íîâ³ ³íôîðìàö³éí³ îïåðàòîðè.
Íàïðèêëàä, ìîæíà âèìàãàòè, ùîá ôóíêö³ÿ f x y( , ), ÿêà îïèñóº â³äíîâëþâàíó ïîâåðõ-
íþ 	: ( , )z f x y� , çáåð³ãàëà ³çîãåîìåòðè÷í³ âëàñòèâîñò³ — áóëà íåïåðåðâíîþ ³ ìàëà
íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäê³â, ìîíîòîííî çðîñòàëà àáî
ñïàäàëà â äåÿêèõ ï³äîáëàñòÿõ îáëàñò³ çàäàííÿ, áóëà îïóêëîþ àáî óâ³ãíóòîþ â äåÿêèõ
ï³äîáëàñòÿõ îáëàñò³ çàäàííÿ, äåÿê³ òî÷êè, ë³í³¿ àáî ÷àñòèíè â³äîìèõ ïîâåðõîíü ïî-
âèíí³ íàëåæàòè êîíñòðóéîâàí³é ïîâåðõí³ òîùî.

Çí³ìêè ç êîñì³÷íèõ àïàðàò³â ï³äòâåðäèëè ôîðìó ïëàíåòè Çåìëÿ, ìàòåìàòè÷íà
ìîäåëü ÿêî¿ áóëà âèêîðèñòàíà äëÿ ïîáóäîâè ¿¿ ô³çè÷íî¿ ìîäåë³ — ãëîáóñà. Àëå âàæ-
ëèâî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ öÿ ïîâåðõíÿ áóëà ðîçä³ëåíà íà
ëîêóñè [3] — ÷àñòèíè ïîâåðõí³: îêåàíè, ìîðÿ, ìàòåðèêè, îñòðîâè òîùî. Âàæëèâîþ
îñîáëèâ³ñòþ òàêèõ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ìàòåìàòè÷-
íîãî ìîäåëþâàííÿ, º íå ò³ëüêè ¿õíÿ âåëè÷åçíà ê³ëüê³ñòü, àëå ³ ¿õíÿ ð³çíà ù³ëüí³ñòü
ó ð³çíèõ ëîêóñàõ. Íàïðèêëàä, äëÿ â³äíîâëåííÿ ïîâåðõí³ îêåàíó àáî ìîðÿ ç ïðèéíÿò-
íîþ äëÿ ïðàêòèêè òî÷í³ñòþ ó âèãëÿä³ ôóíêö³¿ r f t c cM� ( , , , , ... , )� � 1 ê³ëüê³ñòü M
ïàðàìåòð³â c cM1, ..., ìîæå áóòè íåçíà÷íîþ íàâ³òü ïðè âðàõóâàíí³ ïåð³îäè÷íèõ ïðè-
ïëèâ³â ³ â³äïëèâ³â, ïîâ’ÿçàíèõ ç ñèëîþ òÿæ³ííÿ Ì³ñÿöÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèíèêàº çàäà-
÷à â³äíîâëåííÿ ïîâåðõí³ çà äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â, ÿê³ õàðàêòåðèçó-
þòü çîáðàæåííÿ ïîâåðõí³ íà â³äîìèõ ¿¿ ÷àñòèíàõ. ²íêîëè ìîæíà ðîçãëÿäàòè âèïàäîê,
êîëè íà äåÿêèõ ëîêóñàõ ³íôîðìàö³ÿ ïðî äîñë³äæóâàíó ïîâåðõíþ íåâ³äîìà àáî
â³äîìà ëèøå â äåÿêèõ òî÷êàõ ÷è íà äåÿêèõ ë³í³ÿõ. Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî ³íôîð-
ìàö³éí³ îïåðàòîðè, â ÿêèõ ³íôîðìàö³þ ïðî ïîâåðõíþ çàäàþòü íà ï³äìíîæèíàõ
ðîçì³ðíîñò³ 0 (òî÷êàõ), ðîçì³ðíîñò³ 1 (ë³í³ÿõ), ðîçì³ðíîñò³ 2 (ïîâåðõíÿõ).

ßêùî ³íôîðìàö³éí³ îïåðàòîðè ïðåäñòàâëåíî ìíîæèíàìè ïàð (ë³í³ÿ, ñë³ä
ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ, ùî îïèñóº äîñë³äæóâàíó ïîâåðõíþ íà âêàçàí³é ë³í³¿), òî
ìåòîä â³äíîâëåííÿ ïîâåðõí³ äíà ìîðÿ àáî îêåàíó ìîæíà ïîáóäîâàòè íà îñíîâ³
âèêîðèñòàííÿ ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³é [4]. ßñêðàâèì ïðèêëàäîì òàêî¿ çàäà÷³ º
â³äíîâëåííÿ ïîâåðõí³ äíà ìîðÿ àáî îêåàíó çà äàíèìè ïðî ðåëüºô äíà, ÿê³ îòðèìà-
íî íà êóðñàõ êîðàáëÿ ç ã³äðîëîêàòîðîì. Òàêà çàäà÷à êàðòîãðàôóâàííÿ âèíèêàº
â ð³çíèõ ÷àñòèíàõ ïëàíåòè ï³ñëÿ ÷åðãîâîãî óðàãàíó ³ ìàº âàæëèâå ïðàêòè÷íå çíà-
÷åííÿ äëÿ áåçïåêè ñóäíîïëàâñòâà. Îñê³ëüêè íà öåé ÷àñ ñèñòåìè íàâ³ãàö³¿ GPS âè-
êîðèñòîâóþòü äàí³, ÿê³ îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³¿, ùî íàäõîäèòü ç øòó÷-

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 1 25



íèõ ñóïóòíèê³â ïëàíåòè ³ äîçâîëÿº ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ ô³êñóâàòè êîîðäèíàòè êî-
ðàáëÿ, òî ðàçîì ç äàíèìè ç ã³äðîëîêàòîðà îòðèìóºìî âèñîêîòî÷íó ³íôîðìàö³þ
ïðî ãåîìåòðè÷íå ðîçì³ùåííÿ ë³í³¿ — êóðñ³â êîðàáëÿ ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì ñë³äè —
ðåëüºôè äíà ï³ä öèìè êóðñàìè êîðàáëÿ ç ã³äðîëîêàòîðîì. Îñê³ëüêè ðåëüºô äíà
ìîðÿ àáî îêåàíó, ÿê ïðàâèëî, äîñèòü ãëàäêèé, òî â³í ï³ä êîæíèì êóðñîì êîðàáëÿ
ìîæå áóòè îïèñàíèé ôóíêö³ÿìè ç îáìåæåíîþ ê³ëüê³ñòþ ïàðàìåòð³â ïîë³íîì³â àë-
ãåáðà¿÷íèõ, òðèãîíîìåòðè÷íèõ; ñïëàéí³â; âåéâëåò³â òîùî. Ó öüîìó âèïàäêó
ìîæíà îòðèìàòè çíà÷íå ñòèñíåííÿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ö³ ôóíêö³¿ â³äïîâ³äíî äî ¿õí³õ
ãðàô³ê³â, çðîáëåíèõ ñàìîïèñîì ã³äðîëîêàòîðà.

²íøèé âàæëèâèé ïðèêëàä íàäàº çá³ð òà îáðîáëåííÿ äàíèõ, îòðèìàíèõ ìåòåî-
ðîëîã³÷íèìè ñòàíö³ÿìè. ßê³ñòü ïðîãíîçóâàííÿ òåìïåðàòóðè, òèñêó, øâèäêîñò³
â³òðó, ê³ëüêîñò³ îïàä³â ó âèãëÿä³ äîùó, ãðàäó, ñí³ãó, â³äíîñíî¿ âîëîãîñò³ òîùî
³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä ù³ëüíîñò³ ðîçì³ùåííÿ ìåðåæ³ ìåòåîðîëîã³÷íèõ ñòàíö³é íà
ïëàíåò³ â ö³ëîìó ³ â äîñë³äæóâàíîìó ðåã³îí³ çîêðåìà. Òî÷í³ñòü ïðîãíîçó òàêîæ
³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ òà âèñîòè øàð³â ïîâ³òðÿ, ó ÿêèõ âèì³ðþþòü
ïîòð³áí³ ïàðàìåòðè. Äëÿ ï³äòâåðäæåííÿ öüîãî äîñòàòíüî çàçíà÷èòè, ùî âèá³ð
ì³ñöÿ ðîçì³ùåííÿ â³òðîâèõ åëåêòðîñòàíö³é ³ âèñîòè íàä ïîâåðõíåþ îñ³ îáåðòàííÿ
ëîïàòåé â³òðÿê³â òà ¿õíüî¿ äîâæèíè ³ñòîòíî âïëèâàº íà ïîòóæí³ñòü åëåêòðî-
ñòàíö³¿. ßêùî ³íôîðìàö³ÿ ïðî âêàçàí³ âèùå ïàðàìåòðè îòðèìóºòüñÿ êîæíîþ ìå-
òåîðîëîã³÷íîþ ñòàíö³ºþ ç ð³çíèìè êðîêàìè ïî âèñîò³ íàä ïîâåðõíåþ, òî ¿¿ îáñÿã
³ñòîòíî çàëåæàòèìå â³ä êðîêó, ç ÿêèì â³äðàõîâóþòü ð³çí³ âèñîòè ïðè çáîð³ äàíèõ
çà äîïîìîãîþ ìåòåîðîëîã³÷íèõ çîíä³â. Î÷åâèäíî, ùî çáåð³ãàííÿ òàêî¿ âåëè÷åçíî¿
ê³ëüêîñò³ äàíèõ âèìàãàº âåëèêîãî îáñÿãó ïàì’ÿò³ ³ áàãàòî ÷àñó äëÿ ¿õíüîãî îáðîá-
ëåííÿ. Òîìó äîö³ëüíî, ç íàøî¿ òî÷êè çîðó, ãðóïóâàòè åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³, ðîç-
áèâàþ÷è óâåñü ïðîñò³ð íàä ïîâåðõíåþ íà ï³äîáëàñò³. Ö³ ï³äîáëàñò³ ìîæóòü áóòè
íàïåðåä íåâ³äîìèìè, ³ ¿õíº âèçíà÷åííÿ äèêòóþòü åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³. Íàïðèê-
ëàä, ö³ îáëàñò³ ìîæóòü áóòè øàðàìè àòìîñôåðè, ó ÿêèõ øâèäê³ñòü â³òðó
íàéá³ëüøà. Îñê³ëüêè íà ð³çíèõ âèñîòàõ øâèäê³ñòü â³òðó ìîæå áóòè ð³çíîþ,
äîö³ëüíî åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³, îòðèìàí³ â êîæíîìó ç øàð³â ïîâ³òðÿ íàä
äîñë³äæóâàíîþ îáëàñòþ, çàì³íèòè äåÿêèìè ôîðìóëàìè, ÿê³ ç ïîòð³áíîþ
òî÷í³ñòþ õàðàêòåðèçóþòü íàïðÿì ïîâ³òðÿíîãî ïîòîêó, à òàêîæ øâèäê³ñòü éîãî
ïåðåì³ùåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèíèêàº çàäà÷à ³íòåðëàºðèçàö³¿ (òîáòî â³äíîâëåííÿ,
â³ä àíãë. layer — øàð). Ó öüîìó âèïàäêó ê³ëüê³ñòü ôóíêö³é, ÿê³ îïèñóþòü
øâèäê³ñòü ðóõó â ð³çíèõ øàðàõ, ìîæå áóòè ð³çíîþ, àëå äëÿ ñâîãî çáåð³ãàííÿ ö³
ôóíêö³¿ âèìàãàòèìóòü çíà÷íî ìåíøîãî îáñÿãó ïàì’ÿò³.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îïèñàòè òåìïåðàòóðó òå÷³¿ Ãîëüôñòð³ì â Àòëàíòè÷íîìó
îêåàí³, óìîâíî ââàæàþ÷è öþ òå÷³þ ïîâí³ñòþ ðîçì³ùåíîþ ó äåÿê³é òðóá³ ³ç çì³ííè-
ìè áîêîâèìè ñò³íêàìè. ßêùî ââàæàòè, ùî ðàä³îàêòèâíå ïàëüíå íà àòîìíèõ åëåê-
òðîñòàíö³ÿõ ðîçì³ùåíå â òâåëàõ — ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêòàõ ó âèãëÿä³ òðóá äåÿêîãî
ä³àìåòðà, òî äîñë³äæåííÿ ³ àíàë³ç òåìïåðàòóðè ì³æ âêàçàíèìè òâåëàìè ìîæíà âè-
êîíàòè çà äîïîìîãîþ îïåðàòîð³â ³íòåðòóáàö³¿ (àíãë. tubå — òðóáà) — â³äíîâëåí-
íÿ òåìïåðàòóðè ì³æ òâåëàìè — òðóáàìè, ÿêùî âîíà â³äîìà â öèõ òâåëàõ, òðóáàõ.

Ñôîðìóëþºìî çàãàëüíó ñòðàòåã³þ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâ³ îòðèìàííÿ äàíèõ äëÿ
ïîáóäîâè íîâèõ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â, çàïðîïîíîâàíèõ ó ö³é ñòàòò³.

1. Òî÷êè â òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³, ÿê³ îïèñóþòüñÿ ð³âíÿííÿìè w x y z
k
2 ( , , ) 



 � � �( ) ( )x x y yk k
2 2 � � �( )z zk

2 0, k M�1, , çàì³íþþòüñÿ ëîêóñàìè, îïèñàíè-

ìè íåð³âíîñòÿìè w x y z R x y zk k( , , ) ( , , )� , k M�1, . Ïðè öüîìó äåÿêó äîñë³äæóâà-

íó ôóíêö³þ f x y z( , , ), ùî îïèñóº â³äïîâ³äíó õàðàêòåðèñòèêó ÿâèùà, ïðîöåñó àáî
ïðåäìåòó, ïîòð³áíî â³äíîâèòè çà äîïîìîãîþ çíà÷åíü ó âêàçàí³é ñèñòåì³ òî÷îê
àáî çà äîïîìîãîþ ñë³ä³â íà âêàçàí³é ñèñòåì³ ëîêóñ³â.

2. Ñèñòåìó ë³í³é �k ky f x: ( )� àáî w x yk ( , ) � 0, àáî x tk� � ( ), y tk� � ( ),

a t b� � , k M�1, , çàì³íþþòü ñèñòåìîþ ñìóã Dk : ( ( ))y f x ck k
� �2 2 àáî ( ( , )w x yk �

� �ck )2 0, àáî ( ( )) ( ( ))x t y t ck k k
� � � �� �2 2 2 , k M�1, , ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó.
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ßêùî íà êîæíîìó ç òàêèõ îá’ºêò³â çàäàíî ôóíêö³þ f x y z( , , ), ÿêó òðåáà â³ä-
íîâèòè çà äîïîìîãîþ âêàçàíî¿ ³íôîðìàö³¿ ì³æ öèìè ãåîìåòðè÷íèìè îá’ºêòàìè,
òî îòðèìóºìî ³íòåðïîëÿö³þ, ³íòåðë³íàö³þ, ³íòåðñòð³ïàö³þ [5] ó äâîâèì³ðíîìó âè-
ïàäêó; ³íòåðïîëÿö³þ, ³íòåðë³íàö³þ, ³íòåðôëåòàö³þ, ³íòåðëîêàö³þ, ³íòåðëàºðè-
çàö³þ, ³íòåðòóáàö³þ — â òðèâèì³ðíîìó âèïàäêó.

²íòåðòóáàö³þ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îïèñó ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà ì³æ
òâåëàìè, ÿêùî â êîæíîìó ³ç òâåë³â àòîìíî¿ åëåêòðîñòàíö³¿, ðîçì³ùåíèõ ó áàñåéí³ ç âî-
äîþ, çàäàíî òåìïåðàòóðó. Öåé âèïàäîê ïîâ’ÿçàíèé ç ðîçïîâñþäæåííÿì ÷àñòèíîê, ùî
âèíèêàþòü ï³ñëÿ ðîçïàäó ðàä³îàêòèâíèõ ðå÷îâèí ç âèä³ëåííÿì òåïëà, ³ â³í â³äð³çíÿºòüñÿ
â³ä âèïàäêó, êîëè äëÿ âêàçàíèõ òóá çàäàíî ³íôîðìàö³þ ïðî îá’ºêò, ÿêèé íå çì³íþº íàâ-
êîëèøíº ñåðåäîâèùå, íàïðèêëàä ó öèõ òóáàõ çàäàþòü äàí³ ç êåðí³â ñâåðäëîâèí, ÿê³ îò-
ðèìàíî ï³ñëÿ áóð³ííÿ êîðè ïëàíåòè ó íàïðÿìêó âêàçàíèõ ë³í³é — òóá.

²íøà ñèòóàö³ÿ âèíèêàº, êîëè â òî÷êàõ ë³í³é àáî ïîâåðõîíü, àáî øàð³â, àáî
ñìóã çàäàþòü ³íôîðìàö³þ ïðî õàðàêòåðèñòèêó îá’ºêòà, ÿêà íå âïëèâàº íà íàâêî-
ëèøíº ñåðåäîâèùå, íàïðèêëàä íà ñìóãàõ, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ äèñòàíö³éíî-
ãî çîíäóâàííÿ Çåìë³, çîáðàæóþòü âèñîòó àáî îñâ³òëåí³ñòü ïîâåðõí³ Çåìë³ íàä
ð³âíåì îêåàíó. Òîä³ çàäà÷à ³íòåðñòð³ïàö³¿ ïîëÿãàº ó â³äíîâëåíí³ ðåëüºôó ïîâåðõí³
ì³æ ñìóãàìè çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ ðåëüºô³â ïîâåðõí³ íà ñìóãàõ.

Äëÿ çðó÷íîñò³ îïèøåìî òèïè âêàçàíèõ îïåðàòîð³â â òàáë. 1, 2.
Äåòàëüí³øå çóïèíèìîñü íà íàïðÿìêó ìàòåìàòè÷íîãî îáðîáëåííÿ áàãàòî-

âèì³ðíèõ ìàñèâ³â äàíèõ, ÿê³ âèìàãàþòü ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â öèôðîâîãî îáðîá-
ëåííÿ (àåðîêîñì³÷íå çîíäóâàííÿ, êîìï’þòåðíà òà ñåéñì³÷íà òîìîãðàô³ÿ).

Ç ïîÿâîþ ë³òàê³â òà øòó÷íèõ ñóïóòíèê³â ç’ÿâèâñÿ íîâèé òèï ³íôîðìàö³¿ —
àåðîôîòîçí³ìêè òà çí³ìêè ç³ øòó÷íîãî ñóïóòíèêà ïëàíåòè. Íà îñíîâ³ òàêî¿ ³íôîð-
ìàö³¿ ïîáóäîâàíî êàðòó íåâèäèìî¿ ïîâåðõí³ Ì³ñÿöÿ, êàðòó ïîâåðõí³ Âåíåðè, ïðè-
õîâàíî¿ çà ù³ëüíèì øàðîì àòìîñôåðè òîùî. Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü òàêèõ çí³ìê³â
ñêëàäàº ñîòí³ òèñÿ÷, äî òîãî æ íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ ¿õíüîãî îáðîáëåííÿ
êëàñè÷í³ ìåòîäè, ÿê³ íå âðàõîâóþòü ãåîìåòðè÷íîãî ðîçì³ùåííÿ ÷àñòèí ïîâåðõí³,
çîáðàæåíèõ íà çí³ìêàõ âçäîâæ ñìóã, ùî â³äïîâ³äàþòü òðàºêòîð³¿ øòó÷íîãî ñó-
ïóòíèêà. Óðàõóâàííÿ ö³º¿ ³íôîðìàö³¿ ìîæå áóòè âèêîíàíå ç âèêîðèñòàííÿì ìåòî-
äó ³íòåðñòð³ïàö³¿ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ [6].

Äåòàëüí³øå çóïèíèìîñü íà ³íòåðñòð³ïàö³¿ ì³æ ñèñòåìîþ âåðòèêàëüíèõ òà ãî-
ðèçîíòàëüíèõ ñìóã. Ââàæàºìî, ùî çîáðàæåííÿ ïîâåðõí³ 	 â³äîìå ëèøå íà ñèñ-
òåì³ m ( )m � 2 âåðòèêàëüíèõ ñìóã âèãëÿäó

D x yk k k n1 1 1, , [ , ]� � � � �{ }� � � 	 , k m�1, ,

òà íà ñèñòåì³ n n( )� 2 ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã âèãëÿäó

D y x l nl l l m2 1 1 1, , [ , ] , ,� � � � ��{ }� 	 � � .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: D R Dk k1
2

1, ,\� , k m�1, , D R Dl l2
2

2, ,\� , l n�1, . Òîä³

îá’ºäíàííÿ ìíîæèí D k1, , k m�1, , òà D l2, , l n�1, , óòâîðþº îáëàñòü D íåçàïîâíå-

íèõ ä³ëÿíîê çîáðàæåííÿ. Ó òî÷êàõ çîáðàæåííÿ D, ÿê³ íå ïîòðàïèëè äî D ,
çáåð³ãàºòüñÿ âñÿ íàÿâíà ³íôîðìàö³ÿ ïðî çîáðàæåííÿ.

Ïîâåðõíÿ 	: ( , )z f x y� , f x y C RN N( , ) ( ),� 2 , ÿêó ìè õî÷åìî â³äíîâèòè, ââà-

æàºòüñÿ â³äîìîþ ëèøå íà âêàçàíèõ ñìóãàõ, òîáòî

f x y f x y x y
k kx k k k n( , ) | ( , ), ,,� � � � � 	� � �� � � � �1 1 1,

f x y f x y y x
l ly l l l m( , ) | ( , ), ,,� 	 � 	 � �� � �� � � � �2 1 1.

Ïðè öüîìó
� � � �k k k k k m
 
 
 �� �1 1 1, , , � 	 � 	l l l l l n
 
 
 �� �1 1 1, , ;

C RN N, ( )2 — êëàñ ôóíêö³é, ÿê³ ìàþòü íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³ f x yp q( , ) ( , ) äëÿ

0
 �p q N, .
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Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàê³ îïåðàòîðè:

L f x y
f x y x y

E f x y

k k k n

k k
1

1 1 1

1 1

( , )
( , ), , ,

( ,

,

, ,

�
� � � � �

�

� � � 	

), , ;� �k kx k m� � � � �

�
�
� �1 1 1
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Òèïè 2D ³íôîðìàö³¿ ïðî ôóíêö³þ f x y( , )

Òèï
ãåîìåòðè÷-

íîãî îá’ºêòà
Ñïîñ³á çàäàííÿ

²íôîðìàö³ÿ ïðî çàäàíó
ôóíêö³þ

Îïåðàòîð â³äíîâëåííÿ
f x y( , )

Òî÷êà ( ) ( )x a y b� � � �2 2 0

f a b( , ) — çíà÷åííÿ f x y( , )

ó òî÷ö³ ( , )a b òà çíà÷åííÿ

¿¿ ïîõ³äíèõ

äî ïîðÿäêó 0 � � �s p n

ó òî÷ö³ ( , )a b

Îïåðàòîð Òåéëîðà

Ñèñòåìà

òî÷îê ( , )x yk k ,

k M� 1,

( ) ( )x x y yk k� � � �2 2 0

Çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

f x yk k( , ), k M� 1, , òà

çíà÷åííÿ ¿¿ ïîõ³äíèõ

f x y p s np s
k k

( , ) ( , ), ,0 � � �
äî ïîðÿäêó 0 � � �s p n

â òî÷êàõ ( , )x yk k

²íòåðïîëÿö³ÿ Ëàãðàíæà

äëÿ n � 0 òà

³íòåðïîëÿö³ÿ Åðì³òà

äëÿ n � 1

Ë³í³ÿ

y y x� ( ),

ÿâíå çàäàííÿ ë³í³¿

Ñë³ä f x y x( , ( )) ôóíêö³¿

f x y( , ) íà âêààí³é ë³í³¿

Óçàãàëüíåíà ôîðìóëà

Òåéëîðà â îêîë³ ë³í³¿

w x y( , ) � 0, íåÿâíå

çàäàííÿ ë³í³¿

Ñë³ä f x y w x y( , ) | ( , )�0

ôóíêö³¿ f x y( , )

íà âêàçàí³é ë³í³¿

x u t y t� �( ), ( )� ,

ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ

ë³í³¿

Ñë³ä f x t y t( ( ), ( )) ôóíêö³¿

f x y( , ) íà âêàçàí³é ë³í³¿

Ñèñòåìà ë³í³é

y y x k Mk� �( ), ,1 ,

ÿâíå çàäàííÿ ë³í³é

Ñë³äè f x y xp s
k

( , ) ( , ( )),

0 � � �p s n, ôóíêö³¿

f x y( , ) òà ¿¿ ÷àñòèííèõ

ïîõ³äíèõ àáî ³íøèõ

äèôåðåíö³àëüíèõ

îïåðàòîð³â íà çàäàí³é

ñèñòåì³ ë³í³é äî çàäàíîãî

ïîðÿäêó
²íòåðë³íàö³ÿ Ëàãðàíæà

( )n � 0 òà ³íòåðë³íàö³ÿ

Åðì³òà ( )n � 1

w x y k Mk ( , ) , ,� �0 1 ,

íåÿâíå çàäàííÿ ë³í³é

Ñë³äè f x y w x yk
( , ) | ,( , )�0

k M� 1, , ôóíêö³¿ f x y( , )

íà ñèñòåì³ ë³í³é

x u t y tk k� �( ), ( )� ,

ïàðàìåòðè÷íå

çàäàííÿ ë³í³é

Ñë³äè f x t y tk k( ( ), ( )),

k M� 1, , ôóíêö³¿ f x y( , )

íà ñèñòåì³ ë³í³é

Ñèñòåìà

ëîêóñ³â
w x yk ( , ) � 0, k M� 1,

Ñë³äè

f x yp s
w x y R x yk k

( , )
( , ) ( , )

( , ) | � ,

0 � � �p s n, ôóíêö³¿

f x y( , ) òà ¿¿ ÷àñòèííèõ

ïîõ³äíèõ íà ìíîæèíàõ

w x y Rk k( , ) � , k M� 1,

²íòåðëîêàö³ÿ

ëàãðàíæåâîãî òèïó

äëÿ n � 0 òà åðì³òîâîãî

òèïó äëÿ n � 1 íà

ñèñòåì³ ëîêóñ³â

Ñèñòåìà ñìóã
�k k k kw x y: ( , )� �� � ,

k M� 1,

Ñë³äè f x yp s

k

( , ) ( , ) | � ,

0 � � �p s n, ôóíêö³¿

f x y( , ) òà ¿¿ ÷àñòèííèõ

ïîõ³äíèõ íà ñèñòåì³

ñìóã �k , k M� 1,

²íòåðñòð³ïàö³ÿ ëàãðàíæå-

âîãî òèïó äëÿ n � 0

òà åðì³òîâîãî òèïó

äëÿ n � 1



L f x y
f x y y x

E f x y

l l l m

l l
2

2 1 1

2 1

( , )
( , ), , ,

( ,

,

, ,

�
� � � � �

�

� 	 � �

), , ;	 �l ly l n� � � � �

�
�
� �1 1 1

L f x y

f x y x y D k m

f x y x

k k

l1 2

1 1

2

1

,

, ,

,( , )

( , ), ( , ) , , ,

( , ), (�

� �

, ) , , ,

( , ), ( , ) ,

,

, , ,

y D l n

E f x y x y D

l

k l

� �

�

�

�
�

�
�

2

1 2

1
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Ò à á ë è ö ÿ 2 . Òèïè 3D ³íôîðìàö³¿ ïðî ôóíêö³þ f x y z( , , )

Òèï
ãåîìåòðè÷-

íîãî
îá’ºêòà

Ñïîñ³á çàäàííÿ
²íôîðìàö³ÿ ïðî çàäàíó

ôóíêö³þ
Îïåðàòîð â³äíîâëåííÿ

f x y z( , , )

Òî÷êà

( , , )a b c

( ) ( )x a y b� � � �2 2

� � �( )z c 2 0

f a b cp s r( , , ) ( , , ) — çíà÷åííÿ

ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíèõ

ó òî÷ö³ ( , , )a b c ôóíêö³¿

f x y z( , , ) òà çíà÷åííÿ ¿¿
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Òóò E f x yk k1 1, , ( , )� , E f x yl l2 1, , ( , )� òà E f x yk l1 2, , , ( , ) — îïåðàòîðè äâîâèì³ðíî¿

³íòåðïîëÿö³¿ Åðì³òà, � 1, , ( )k s x òà � 2, , ( )l p y — ïîë³íîìè Åðì³òà.

Ó âèïàäêó, ÿêùî â³äîìà ³íôîðìàö³ÿ ëèøå íà ñèñòåì³ ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã,
òî çã³äíî ç [6] ïîâåðõíÿ z L f x y� 2 ( , ) º íàáëèæåíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïî-

âåðõí³ 	, ÿêà íà êîæí³é ñìóç³ D l2, , l n�1, , òî÷íî â³äíîâëþº ïîâåðõíþ, à ì³æ ñìó-

ãàìè çîáðàæóº ïîâåðõíþ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà E f x yl l2 1, , ( , )� , l n� �1 1, .

Àíàëîã³÷íî äëÿ âèïàäêó âåðòèêàëüíèõ ñìóã çã³äíî ç [6] ïîâåðõíÿ z L f x y� 1 ( , )
º íàáëèæåíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïîâåðõí³ 	, ÿêà íà êîæí³é ñìóç³ D k1, ,

k m�1, , òî÷íî â³äíîâëþº ïîâåðõíþ, à ì³æ ñìóãàìè çîáðàæóº ïîâåðõíþ çà äîïî-

ìîãîþ îïåðàòîðà E f x yk k1 1, , ( , )� , k m� �1 1, . Ó âèïàäêó, êîëè ³íôîðìàö³ÿ ïðî ïî-

âåðõíþ â³äîìà íà ñèñòåì³ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ñìóã, íàáëèæåíîþ ìàòåìà-
òè÷íîþ ìîäåëëþ ïîâåðõí³ 	 çã³äíî ç [6] º ïîâåðõíÿ z L f x y� 1 2, ( , ).
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Ó ðîáîòàõ àâòîð³â Ëèòâèíà Î.Ì. òà Ñëàâ³êà Î.Â. íàâåäåíî îïåðàòîðè
³íòåðñòð³ïàö³¿ äëÿ â³äíîâëåííÿ çîáðàæåííÿ çà íåïîâíîþ ³íôîðìàö³ºþ ³ç âðàõó-
âàííÿì øóìó âõ³äíîãî ñèãíàëó [7, 8], íà ñèñòåì³ ñìóã ³ç êðèâîë³í³éíèìè
ãðàíèöÿìè [9], íà ñèñòåì³ ñìóã, ðîçòàøîâàíèõ ï³ä äîâ³ëüíèì êóòîì [10], òà íà
ñèñòåì³ ñìóã, ðîçòàøîâàíèõ ï³ä äîâ³ëüíèì êóòîì ³ç âðàõóâàííÿì ³íôîðìàö³¿ ïðî
ñòðóêòóðó ïîâåðõí³ íà â³äîìèõ îáëàñòÿõ [11].

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî íà öåé ÷àñ ó ñâ³ò³ ³ñíóº íèçêà ìåòîä³â äëÿ â³äíîâëåííÿ
ïîøêîäæåíèõ çîáðàæåíü (inpainting), ÿê³ ìîæíà óìîâíî ïîä³ëèòè íà òàê³ ãðó-
ïè [12]: òåêñòóðí³, øàáëîíí³, îñíîâàí³ íà ð³âíÿííÿõ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ,
ã³áðèäí³ òà øâèäê³ íàï³âàâòîìàòè÷í³.

Òåêñòóðí³ ìåòîäè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåíü. Ìåòîäè ö³º¿ ãðóïè äëÿ çàïîâ-
íåííÿ íåâ³äîìî¿ îáëàñò³ áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòîâóþòü ï³êñåë³ ç â³äîìî¿ îáëàñò³
çîáðàæåííÿ. Îñîáëèâ³ñòü öèõ àëãîðèòì³â ïîëÿãàº â çàáåçïå÷åíí³ íåïåðåðâíîñò³
íà ãðàíèö³ â³äîìî¿ îáëàñò³ [12]. Ó ðîáîòàõ [13, 14] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè òåê-
ñòóðíîãî â³äíîâëåííÿ çîáðàæåííÿ, ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ ñïîñîáîì â³äíîâëåííÿ
ð³çíèõ êîëüîð³â, ³íòåíñèâíîñò³, ãðàä³ºíòà òà íàâ³òü ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê.

Øàáëîíí³ ìåòîäè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåíü. Îñíîâíà ³äåÿ ðîáîòè àëãî-
ðèòì³â öüîãî êëàñó áàçóºòüñÿ íà ïðèïóùåí³ ïðî íàÿâí³ñòü ïîâòîðþâàíèõ ôðàã-
ìåíò³â äàíèõ íà çîáðàæåíí³, ÿê³ çàçâè÷àé íàçèâàþòüñÿ øàáëîíàìè. Â³äíîâëåííÿ
îáëàñò³ âèêîíóºòüñÿ ÷àñòèíàìè øëÿõîì êîï³þâàííÿ çíà÷åíü ÿñêðàâîñò³
ç íàéá³ëüø ñõîæîãî øàáëîíó. Íåâ³äîìà îáëàñòü ìîæå ì³ñòèòè ÿê òåêñòóðíó, òàê
³ ñòðóêòóðíó ³íôîðìàö³þ. Ó ðîáîò³ [15] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîñÿãíåííÿ á³ëüø âèñî-
êîãî ð³âíÿ â³äíîâëåííÿ íåîáõ³äíî âì³òè çíàõîäèòè òà â³äð³çíÿòè ñòðóêòóðíó òà
òåêñòóðíó ñêëàäîâ³ ç ìåòîþ â³äíîâëåííÿ â ïåðøó ÷åðãó ñàìå ñòðóêòóðíî¿ ñêëàäî-
âî¿. Ó ðîáîò³ [16] çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì äëÿ çàïîâíåííÿ íåâ³äîìî¿
îáëàñò³. Îñîáëèâî âèîêðåìèìî ðîáîòó [17], äå íà â³äì³íó â³ä óñ³õ ³íøèõ
äîñë³äæåíü äëÿ çàïîâíåííÿ ïîøêîäæåíî¿ îáëàñò³ âèêîðèñòàíî áàçó äàíèõ çîáðà-
æåíü, ÿêà ì³ñòèòü ì³ëüéîíè çîáðàæåíü-øàáëîí³â äëÿ â³äíîâëåííÿ.

Ìåòîäè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåíü, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ð³âíÿííÿõ ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõ³äíèìè. Ìåòîä âïåðøå áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîò³ [18], äå â³äíîâëåííÿ
äàíèõ íåâ³äîìî¿ îáëàñò³ çä³éñíþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ äàíèõ, ùî º ïðèðîäíèì ïðî-
äîâæåííÿì ³íôîðìàö³¿, ÿêà ì³ñòèòüñÿ ó â³äîì³é îáëàñò³ çîáðàæåííÿ. Öåé ï³äõ³ä
ñòàâ îñíîâîþ äëÿ íàñòóïíèõ ðîá³ò. Òàê, íàïðèêëàä, â ðîáîò³ [19] áóëî çàïðîïîíî-
âàíî àëãîðèòì àí³çîòðîïíî¿ âåêòîð-ðåãóëÿðèçàö³¿.

Ã³áðèäí³ ìåòîäè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåíü. Ìåòîäè öüîãî êëàñó ÿâëÿþòü ñîáîþ
ïîºäíàííÿ äâîõ êëàñ³â ìåòîä³â, à ñàìå òåêñòóðíèõ ìåòîä³â òà ìåòîä³â, ÿê³ îñíîâàí³
íà âèêîðèñòàíí³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Îñíîâíà ³äåÿ
àëãîðèòìó ïîëÿãàº â òîìó, ùî ïåðø çà âñå âèä³ëÿþòü òåêñòóðíó òà ñòðóêòóðíó ñêëà-
äîâ³ çîáðàæåííÿ. Ïîò³ì â³äïîâ³äí³ àëãîðèòìè çàïîâíþþòü ö³ ñêëàäîâ³.

Øâèäê³ íàï³âàâòîìàòè÷í³ ìåòîäè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåííÿ. Íåäîë³êîì
á³ëüøîñò³ íàâåäåíèõ âèùå ìåòîä³â º ¿õíÿ âèñîêà îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü, òîìó
â äåÿêèõ äîñë³äæåííÿõ çàñòîñîâóþòü àëãîðèòìè äëÿ ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü.
Ó ðîáîò³ [20] îïèñàíî ìåòîä â³äíîâëåííÿ çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âèä³ëåíî¿
ñòðóêòóðè. Àâòîðè ðîáîòè [21] çàïðîïîíóâàëè â³äíîâëåííÿ çîáðàæåííÿ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ³òåðàòèâíî¿ çãîðòêè çîáðàæåííÿ ç äèôóçíèì ÿäðîì.

Çàóâàæèìî, ùî çã³äíî ³ç íàâåäåíîþ âèùå êëàñèô³êàö³ºþ îïåðàòîð³â â³äíîâ-
ëåííÿ îáðàç³â çà äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³¿ ó ÷àñòèíàõ, äå îáðàç â³äîìèé, ìåòîä
³íòåðñòð³ïàö³¿ ôóíêö³é ìîæíà çàðàõóâàòè äî òåêñòóðíèõ.

Çàçíà÷èìî òàêîæ íîâèé òèï ³íôîðìàö³¿, ÿêèé øèðîêî çàñòîñîâóþòü ïðè
äîñë³äæåíí³ ÿâèù, ïðîöåñ³â, ïðåäìåò³â ³ ÿêèé ïîâ’ÿçóþòü ç âèêîðèñòàííÿì ïðî-
åêö³é — ³íòåãðàë³â â³ä íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ âçäîâæ çàäàíî¿ ñèñòåìè ë³í³é [22–27].
Îñîáëèâî ñë³ä íàãîëîñèòè, ùî íîâèìè ³íôîðìàö³éíèìè îïåðàòîðàìè ìîæóòü
áóòè òàê³, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü ïðîåêö³¿, òîìîãðàìè, ùî íàäõîäÿòü ç êîìï’þòåð-
íîãî òîìîãðàôà, àáî ðåíòãåí³âñüê³ çí³ìêè âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè òðèâèì³ðíîãî
ò³ëà, ÿê³ îòðèìóþòü ó âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ íàïðÿìêàõ [28].
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Âàæëèâèì êðîêîì ó ïîäàëüøîìó âèêîðèñòàíí³ íîâèõ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðà-
òîð³â äëÿ öèôðîâîãî îáðîáëåííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ äàíèõ º çàñòîñóâàííÿ ïðîåêö³é
äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º ôóíêö³é äâîõ òà òðüîõ çì³ííèõ â [29–32].
Ö³ ðîáîòè âèçíà÷àþòü íîâèé íàóêîâèé íàïðÿìîê ó ïîáóäîâ³ êóáàòóðíèõ ôîðìóë
ç âèêîðèñòàííÿì ïðîåêö³é.

Íîâ³ ³íôîðìàö³éí³ îïåðàòîðè â ðîçâ³äö³ êîðèñíèõ êîïàëèí. Çàãàëü-
íîâ³äîìèì ìåòîäîì ðîçâ³äêè òà äîñë³äæåííÿ ðîäîâèù êîðèñíèõ êîïàëèí º ìåòîä
ñåéñì³÷íî¿ òîìîãðàô³¿ [33–38], â ÿêîìó çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè äàí³
ñåéñì³÷íî¿ òîìîãðàô³¿ ÿê íà ïîâåðõí³ ïëàíåòè, òàê ³ â ñèñòåì³ ñâåðäëîâèí. Ö³ äàí³
ìîæóòü çíà÷íî ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòèâí³ñòü ñåéñìîðîçâ³äêè.

Òàêèì ÷èíîì, ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî îãëÿä ðîá³ò, ïðèñâÿ÷åíèõ âèêî-
ðèñòàííþ íîâèõ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæóâàëüíèõ îïå-
ðàòîð³â ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ (âêëþ÷àþ÷è îïåðàòîðè ³íòåðïîëÿö³¿,
³íòåðë³íàö³¿, ³íòåðôëåòàö³¿, ÿê îêðåìèé âèïàäîê). Öå òàê³ îïåðàòîðè:

— ³íòåðëîêàö³¿, ÿê³ â³äíîâëþþòü ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ ì³æ ñèñòåìîþ ëî-
êóñ³â — ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ â³äð³çê³â ó îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó àáî ñèñòå-
ìîþ îáìåæåíèõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî ñêëàäàþòüñÿ ³ç çàäàíî¿ ñèñòåìè òî-
÷îê ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ á³ëüøîãî ÷èñëà çì³ííèõ;

— ³íòåðñòð³ïàö³¿, ÿê³ â³äíîâëþþòü ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ ì³æ ñèñòåìîþ ñìóã, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ³íôîðìàö³þ ïðî íàáëèæóâàíó ôóíêö³þ, çàäàíó ëèøå â òî÷êàõ ñìóã;

— ³íòåðëàºðèçàö³¿, ÿê³ â³äíîâëþþòü íàáëèæóâàíó ôóíêö³þ òðüîõ çì³ííèõ ì³æ
øàðàìè çà äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³¿ ïðî íå¿ ëèøå â òî÷êàõ âêàçàíî¿ ñèñòåìè øàð³â;

— ³íòåðòóáàö³¿, ÿê³ â³äíîâëþþòü ôóíêö³¿ òðüîõ çì³ííèõ ó òî÷êàõ ì³æ çàäà-
íîþ ñèñòåìîþ òóá, âçàãàë³ êàæó÷è, çì³ííîãî ä³àìåòðó çà äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³¿
ïðî öþ ôóíêö³þ, çàäàíó ëèøå â òî÷êàõ âêàçàíèõ òóá.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñèô³êàö³ÿ âêàçàíèõ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â º óìîâíîþ
ó òîìó ðîçóì³íí³, ùî çàïðîïîíîâàíå ó ö³é ñòàòò³ ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ ëîêóñ³â,

ñìóã, òóá, øàð³â ìîæíà çàäàòè â îäíîòèïíîìó âèãëÿä³ w x yk ( , ) � 0, k m�1, , àáî

w x y zk ( , , ) � 0, k m�1, . Àëå íà ïðàêòèö³ âàæëèâî ìàòè íà óâàç³, ùî ó âèïàäêó ëî-

êóñ³â â³äïîâ³äí³ íåð³âíîñò³ áóäóòü âèçíà÷àòè îáìåæåí³ äâîâèì³ðí³ àáî òðèâèì³ðí³
îáëàñò³, ùî º óçàãàëüíåííÿì êðóã³â òà êóëü. Ó âèïàäêó ñìóã â³äïîâ³äí³ íåð³âíîñò³
ìîæóòü îïèñóâàòè ÿê îáìåæåí³, òàê ³ íåîáìåæåí³ äâîâèì³ðí³ îáëàñò³, ÿê³ º óçàãàëü-
íåííÿìè çâè÷àéíèõ ñìóã ç³ çì³ííîþ øèðèíîþ y x c x y y x c xk k( ) ( ) ( ) ( )� � � � ,
� � 
 
 � �x . Ó âèïàäêó òóá ö³ íåð³âíîñò³ ìîæóòü îïèñóâàòè ÿê îáìåæåí³, òàê
³ íåîáìåæåí³ òðèâèì³ðí³ îáëàñò³, ÿê³ º â³äïîâ³äíèìè óçàãàëüíåííÿìè öèë³íäð³â ç³
ñòàëèìè òà çì³ííèìè âçäîâæ îñ³ ä³àìåòðàìè.

Çàóâàæåííÿ 1. Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ ìîæóòü âèíèêíóòè âèïàä-
êè, êîëè ³íôîðìàö³þ ïðî äîñë³äæóâàíå ÿâèùå, ïðîöåñ àáî îá’ºêò çàäàþòü ó âè-
ãëÿä³ âåêòîð-ôóíêö³¿ çà â³äîìîþ ëèøå â òî÷êàõ ð³çíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ñòðóêòóðè
(íàïðèêëàä, íà ïîâåðõí³ ïëàíåòè ³ â ñèñòåì³ ïîõèëèõ ñâåðäëîâèí ìîæíà çàäàâàòè
³íôîðìàö³þ ïðî ñåéñì³÷í³ êîëèâàííÿ, à ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïîâèííà â³äíîâèòè
êîëèâàííÿ â òî÷êàõ ì³æ ñâåðäëîâèíàìè â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó t).

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ ñòðóêòóðè 3D-ò³ëà, ÿêà
ìîæå çì³íþâàòèñÿ ç ÷àñîì, ³íôîðìàö³éíèìè îïåðàòîðàìè ìîæóòü áóòè ìàòåìà-
òè÷í³ ìîäåë³ 3D-ò³ëà ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó àáî íàâ³òü ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ éîãî
îêðåìèõ ÷àñòèí, îòðèìàí³, çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî òîìîãðàôà.

Çàóâàæåííÿ 3. Âàæëèâó ðîëü â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ â³ä³ãðàº ³íôîð-
ìàö³ÿ ïðî àíàë³òè÷íèé îïèñ ôîðìè îá’ºêòà (îá’ºêò³â). Íàïðèêëàä, ÿêùî ìè çíàºìî
àíàë³òè÷íèé îïèñ ðóêè ëþäèíè, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ì’ÿç³â, ê³ñòîê ç â³äîìèì ïîïåðå÷-
íèì ïåðåð³çîì òîùî, òî äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ðóêè ðåàëüíî¿ ëþäèíè
ïîòð³áíî áóäå âñüîãî äåê³ëüêà ïðîåêö³é. Öåé ôàêò øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ó ìàëî-
ðàêóðñí³é êîìï’þòåðí³é òîìîãðàô³¿ (íàïðèêëàä, ïðè â³äíîâëåíí³ ñòðóêòóðè ïîëóì’ÿ
àáî ïðè â³äíîâëåíí³ 3D-ñòðóêòóðè äåÿêèõ îá’ºêò³â íà ìèòíèö³ çà äîïîìîãîþ ïðî-
íèêàëüíîãî îïðîì³íåííÿ ó äâîõ àáî òðüîõ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ íàïðÿìàõ).
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È.Â. Ñåðãèåíêî, Î.Í. Ëèòâèí
ÍÎÂÛÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ (Îáçîð)

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðî-
öåññîâ, ÿâëåíèé è îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè î íèõ â îáúåê-
òàõ, êîòîðûå îáîáùàþò òî÷êè (ëîêóñû), ëèíèè (ïîëîñû â äâóìåðíîì ñëó÷àå
è òóáû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) è ïëîñêîñòè (ñëîè). Îäíîâðåìåííî ñ îïåðàòî-
ðàìè èíòåðïîëÿöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îïåðàòîðû èíòåðëîêàöèè;
ñ îïåðàòîðàìè èíòåðëèíàöèè — îïåðàòîðû èíòåðñòðèïàöèè è èíòåðòóáàöèè;
ñ îïåðàòîðàìè èíòåðôëåòàöèè — îïåðàòîðû èíòåðëàéåðèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðëèíàöèÿ, èíòåðôëåòàöèÿ, èíòåðñòðèïàöèÿ, èíòåðòó-
áàöèÿ, èíòåðëîêàöèÿ, èíòåðëàéåðèçàöèÿ.

I.V. Sergienko, O.M. Lytvyn
NEW INFORMATION OPERATORS IN MATHEMATICAL MODELING (Review)

Abstract. The methods of constructing mathematical models of processes,
phenomena, and objects with the use of information about them in objects
summarizing points (locuses), lines (strips in two-dimensional case and tubes in
three-dimensional case) and planes (layers) are investigated. It is suggested to
use interlocation operators simultaneously with interpolation operators; operators
of interstripation and intertubation with operators of interlination; and
interlayerization with operators of interflatation.

Keywords: interlination, interflatation, interstripation, intertubation, interlocation,
interlayerization.
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