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Àííîòàöèÿ. Ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà áûë ïðåäëîæåí â êîíöå 70-õ ãîäîâ
XX â. äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Îïèñàí íîâûé âàðèàíò ýòîãî ìåòîäà äëÿ
ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè. Åãî
ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìîäèôèêàöèþ äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà Ïî-
ïîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå
ðàññòîÿíèÿ Áðýãìàíà. Äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ïñåâäîìîíîòîííîñòü, ðàññòîÿ-
íèå Áðýãìàíà, ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà, ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà,
ñõîäèìîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå èíòåðåñíûå è àêòóàëüíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ðåøåíèå
ïîñëåäíèõ ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ïðèêëàäíîãî
íåëèíåéíîãî àíàëèçà [1–16]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî äîñòàòî÷íî ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, â ÷àñòíîñòè ïðîåêöèîííîãî òèïà, ò.å.
èñïîëüçóþùèõ ìåòðè÷åñêîå ïðîåêòèðîâàíèå íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî [1, 5, 7, 8].
Èçâåñòíî, ÷òî â çàäà÷àõ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè èëè ðàâíîâåñèÿ Íýøà äëÿ ñõî-
äèìîñòè íàèáîëåå ïðîñòîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñèëåííûõ óñëîâèé ìîíîòîííîñòè [1]. Â ñëó÷àå èõ íåâûïîëíåíèÿ èñïîëüçóþò
íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñîñòîèò â ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíîé çàäà-
÷è ñ öåëüþ ïðèäàòü åé òðåáóåìîå ñâîéñòâî. Ñõîäèìîñòü áåç ìîäèôèêàöèè çà-
äà÷è îáåñïå÷èâàåòñÿ â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà, âïåð-
âûå ïðåäëîæåííûõ Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷ [5] äëÿ íåðàâåíñòâ ñ ëèïøèöåâûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ïîçäíåå â [6] áûë ðàññìîòðåí ìåòîä ñ äèíàìè÷åñêîé ðåãóëèðîâêîé
âåëè÷èíû øàãà, íå òðåáóþùèé çíàíèÿ ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà îïåðàòîðà íåðà-
âåíñòâà, âñëåäñòâèå ÷åãî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëàñü îáëàñòü ïîòåíöèàëüíîãî
ïðèìåíåíèÿ èäåè, èçëîæåííîé â [5]. Èññëåäîâàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ïðîâîäèëîñü
âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [7–13]. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàëèñü ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà
Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåòðè÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
[8, 9, 12, 13]. Â òàê íàçûâàåìûõ ñóáãðàäèåíòíûõ ýêñòðàãðàäèåíòíûõ àëãîðèò-
ìàõ è àëãîðèòìå Êîðïåëåâè÷ ïåðâûå ýòàïû èòåðàöèè ñîâïàäàþò, à äàëåå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âìåñòî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî îñóùåñòâëÿþò ïðîåêòèðîâàíèå íà íåêîòîðîå îïîðíîå äëÿ äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëà
ïðåäëîæåíà èíòåðåñíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ýððîó–Ãóðâèöà ïîèñêà ñåäëî-
âûõ òî÷åê âûïóêëî-âîãíóòûõ ôóíêöèé [14]. Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíî
íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé ìåòîäà Ë.Ä. Ïîïîâà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè [15, 16]. Â ñòàòüå [17] ïðåäëîæåí
äâóõýòàïíûé ïðîêñèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ àäàïòàöèåé ìåòîäà [14] ê îáùèì íåðàâåíñòâàì Êè Ôàíÿ.
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Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ìåòîäàõ èñïîëüçîâàëèñü åâêëèäîâû ðàññòîÿíèå è
ïðîåêöèÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñòðóêòóðó äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ è ýôôåêòèâ-
íî ðåøàòü çàäà÷è. Âîçìîæíûé âûõîä èç ñèòóàöèè ñîñòîèò â áîëåå ãèáêîì ïîäáî-
ðå ðàññòîÿíèÿ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.
Îäíîé èç ïåðâûõ óñïåøíûõ ðåàëèçàöèé òàêîé ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [18],
ãäå ïðåäëîæåí ìåòîä òèïà öèêëè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåé
òî÷êè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Ýòà ïóáëèêàöèÿ îòêðûëà öåëîå íàïðàâëåíèå
â ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è íåëèíåéíîì àíàëèçå.

Ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà, ïðåäëîæåííûé â êîíöå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà
ñîâåòñêèìè ìàòåìàòèêàìè À.Ñ. Íåìèðîâñêèì è Ä.Á. Þäèíûì äëÿ ðåøåíèè âû-
ïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè [19], âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé [20–23]. Â ñëó÷àå çàäà÷ ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè åãî ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê âàðèàíò ìåòîäà ïðîåêöèè ñóáãðà-
äèåíòà, êîãäà ïðîåêòèðîâàíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Áðýãìàíà [21].
Ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ ñèìïëåêñà â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà (ðàññòîÿíèå Áðýãìàíà, ïî-
ñòðîåííîå ïî îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè) è ïîëó÷èòü ÿâíî âû÷èñëÿåìûé îïåðàòîð
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñèìïëåêñ [21]. Â ðàáîòàõ [24–28] èññëåäîâàëèñü âåðñèè ýòîãî
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâèõ çàäà÷, ïîñòðîåííûå íà
îñíîâå ýêñòðàãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà Êîðïåëåâè÷, â òîì ÷èñëå è ñòîõàñòè-
÷åñêèå [27, 28].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íîâîãî âàðèàíòà ìåòîäà çåðêàëüíîãî
ñïóñêà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ëèïøèöåâûìè è ïñåâäîìîíîòîííûìè
îïåðàòîðàìè, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà Ïîïîâà [14, 15].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Âñþäó äàëåå èñïîëüçóåì êîíå÷íîìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, îáîçíà÷àåìîå E. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì íîðìó | | | |� (íå îáÿçà-

òåëüíî åâêëèäîâó). Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì E * . Äëÿ a E� * è b E�

îáîçíà÷èì ( , )a b çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè a â òî÷êå b. Äâîéñòâåííóþ íîðìó

| | | |*� íà E * îïðåäåëÿåì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì: | | | | max ( , ): | | | |*a a b b� �{ }1 , îáåñ-

ïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Øâàðöà ( , ) | | | | | | | |
*

a b a b� äëÿ âñåõ

a E� * , b E� . Íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé E E m� �*
� ñ ( , )a b a bi i

i

m

�
�
�

1

,

a, b m�� .

Ïóñòü C — íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà E, A — îïåðàòîð, äåéñòâó-

þùèé èç E â E * . Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî: íàéòè

x C� : ( , )Ax y x� 	 0 
 �y C, (1)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îáîçíà÷èì S .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
� ìíîæåñòâî C E� âûïóêëîå è çàìêíóòîå;

� îïåðàòîð A E E: *
 ïñåâäîìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé L � 0
íà C;

� ìíîæåñòâî S íå ïóñòî.
Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A íà ìíîæåñ-

òâå C çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ x, y C� èç ( , )Ax y x� 	 0 ñëåäóåò
( , )Ay y x� 	 0 [1]. Â ñëó÷àå f :� �
 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f x( ) � 0 äëÿ íåêîòî-
ðîé òî÷êè x ��, òî f y( ) � 0 ïðè y x� è f y( ) 	 0 ïðè y x	 .
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Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå äóàëüíîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî [1]: íàéòè

x C� : ( , )Ay y x� 	 0 
 �y C. (2)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé (2) îáîçíà÷èì S d . Íåðàâåíñòâî (2) èíîãäà íàçûâàþò ñëà-
áîé èëè äóàëüíîé ïîñòàíîâêîé (1), à ðåøåíèÿ (2) — ñëàáûìè ðåøåíèÿìè (1) [1].

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïñåâäîìîíîòîííîñòè A èìååì S S d� . Ïðè ðàññìàòðèâàå-

ìûõ óñëîâèÿõ S Sd � . Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî S âûïóêëîå è çàìêíóòîå [1].
Ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìà êîíñòðóêöèè. Ïóñòü

ôóíêöèÿ �:E 
 � � ��� � { } óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì [27]:

� � íåïðåðûâíà è âûïóêëà íà C; â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî C 0 �

� � � ��{ }x C x: ( )� íå ïóñòî;

� � ðåãóëÿðíà íà C 0 , ò.å. ó ñóáäèôôåðåíöèàëà �� íà ìíîæåñòâå C 0 åñòü íå-

ïðåðûâíûé ñåëåêòîð ��;
� � ñèëüíî âûïóêëà îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé íîðìû || | |� ñ êîíñòàíòîé ñèëü-

íîé âûïóêëîñòè � � 0:

� � �
�

( ) ( ) ( ( ), ) | | | |a b b a b a b	 � � � � �
2

2 
 �a C, b C� 0 .

Çàìå÷àíèå 2. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò distance generating functions [27].
Çàäà÷à

( , ) ( ) mina y y y C� 
 �� , a E� * ,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ya , ëåæàùåå â C 0 , ïðè÷åì

( ( ), )a y y ya a�� � 	� 0 
 �y C.

Ñîîòâåòñòâóþùåå � ðàññòîÿíèå Áðýãìàíà íà ìíîæåñòâå C çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

d a b a b b a b( , ) ( ) ( ) ( ( ), )� � � � �� � � 
 �a C, b C� 0 .

Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïðèìåðà. Ïðè �( ) | | | |� � �
1

2 2
2 , ãäå | | | |� 2 — åâêëèäî-

âà íîðìà, èìååì d x y x y( , ) | | | |� �
1

2 2
2 . Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà

S x x xm
m

i i

i

m

� � 	 �
�
�{ }� : ,0 1

1

è îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè Áîëüöìàíà–Øåííîíà

�( ) lnx x xi i

i

m

�
�
�

1

(îíà ñèëüíî âûïóêëà îòíîñèòåëüíî � 1-íîðìû íà S m ) ïîëó÷àåì

ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà

d x y x
x

y
i

i

ii

m

( , ) ln�
�
�

1

, x S m� , y S m�ri ( ) .

Èìååò ìåñòî ïîëåçíîå 3-òî÷å÷íîå òîæäåñòâî [21]

d a c d a b d b c b c a b( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), )� � � � �� �� � . (3)

Èç ñèëüíîé âûïóêëîñòè � ñëåäóåò îöåíêà

d a b a b( , ) | | | |	 �
�

2
2 
 �a C, b C� 0 . (4)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî ðåøàòü ñèëüíî âû-
ïóêëûå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âèäà

� x y Ca a y x d y x( ) min ( , ) ( , )� � � ��arg { } 
 �a E * , x C� 0 .

Òî÷êà � x a( ) â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåê-
öèåé

P x a y x aC y C( ) min | | ( )| |� � � ��arg 2 .

Äëÿ ñëó÷àÿ ñèìïëåêñà S m è ðàññòîÿíèÿ Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà èìååì [21]

� x

a

j
a

j

m

a

j
a

j

m

m
a

j
a

a
x e

x e

x e

x e

x e

x ej j

m

j

( ) , , ,�

� �� �
1

1

2

1

1 2

�

j

m

��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

, a m�� , x S m�ri ( ).

Çàìå÷àíèå 3. Â ðàáîòàõ [22, 23] äëÿ � x a( ) ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå Mirrx a( ).

Îïåðàòîð � x E C: * 
 0 íàçûâàþò ïðîêñ-îòîáðàæåíèåì [27].

ÂÀÐÈÀÍÒ ÌÅÒÎÄÀ ÇÅÐÊÀËÜÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÀ

Îïèøåì âàðèàíò ìåòîäà çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ çàäà÷è (1).

Àëãîðèòì 1

Íà÷èíàÿ ñ x C1
0� , y C1 � ãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn , yn

c ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ñõåìû

x Ayn x nn� � �1 � �( ), y Ayn x nn� � �
�1 1

� �( ) ,

ãäå � � 0.
Ïðàâèëî âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè � ñôîðìóëèðóåì íèæå.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè �( ) | | | |� � �
1

2 2
2 , òî àëãîðèòì 1 ïðèíèìàåò òàêîé âèä

[14, 15, 17]:
x P x Ay

y P x Ay

n C n n

n C n n

�

� �

� �

� �

�
�
�

1

1 1

( ),

( ).

�

�

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äëÿ íåêîòîðîãî n�� ðàâåíñòâ

x x yn n n� � �1 (5)

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå y Sn � è óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè x y yk k n� � äëÿ
k n	 . Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî x Ayn x nn� � �1 � �( ) îçíà÷àåò

( , )
( ( ) ( ), )

Ay y x
x x y x

n n
n n n� �

� �� �
	�

� �
1

1 1 0
� �

�

 �y C.

Èç (5) ñëåäóåò ( , )Ay y yn n� 	 0 
 �y C, ò.å. y Sn � .
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ ïðàêòè÷åñêîìó âàðèàíòó àëãîðèòìà 1 ìîæíî

ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä.
Àëãîðèòì 2

Øàã 0. Çàäàåì x C1
0� , y C1 � , � � 0 è �� 0.

Øàã 1. Äëÿ xn è yn âû÷èñëÿåì

x Ay Ay y x d y xn x n y C n n nn� �� � � � �1 � � �( ) min ( , ) ( , )arg { }.

Øàã 2. Åñëè max | | | | , | | | |{ }x x x yn n n n� � � �1 �, òî ÑÒÎÏ, èíà÷å âû÷èñëÿåì

y Ay Ay y x d y xn x n y C n n nn� � � �� � � � �
�1 1 11

� � �( ) min ( , ) ( ,arg { )}.
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Øàã 3. Ïîëàãàåì n n� �1 è ïåðåõîäèì íà øàã 1.
Çàìå÷àíèå 5. Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü óñëîâèå max ( , ),{d x xn n�1

d y xn n( , )} � �.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n�� óñëîâèå (5) íå èìååò

ìåñòà, è ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÀ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Ïóñòü ( )an , ( )bn — ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó a a bn n n� � �1 äëÿ âñåõ n��. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
n

na

�

è bn

n�

�

� � ��
1

.

Ïîëó÷èì âàæíóþ îöåíêó, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå ðàññòîÿíèÿ Áðýãìàíà
ìåæäó ïîðîæäåííîé àëãîðèòìîì òî÷êîé xn è ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà S .

Ëåììà 2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn , ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì,

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

d z x d z x
L

d y xn n n n( , ) ( , ) ( ) ( , )� � � � �
�

�
�

�

�
� �1 1 1 2

�

�

� �
�

�
�

�

�
� �� �1 2 1 1

�

�

�

�

L
d x y

L
d x yn n n n( , ) ( , ) , (6)

ãäå z S� .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äâàæäû ïðèìåíèâ òîæäåñòâî (3), ïîëó÷èì

d z x d z x d x x x x xn n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ),� � � �� � � � ��1 1 1 1� � � �z)

� � � � � �� �� �d z x d x y d y x y x x yn n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ),1 1� � n ) �

� � �� �� �( ( ) ( ), )� �x x x zn n n1 1 . (7)

Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷åê xn�1 è yn ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

� � �( , ) ( ( ) ( ), )Ay z x x x z xn n n n n� � � �� � 	� � �1 1 1 0, (8)

� � �( , ) ( ( ) ( ), )Ay x y y x x yn n n n n n n� � �� � � �� � 	1 1 1 0. (9)

Èñïîëüçóÿ (8), (9) äëÿ îöåíêè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â (7), ïîëó÷àåì

d z x d z x d x y d y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � � � �� � ��{ }( , ) ( , )Ay x y Ay z xn n n n n1 1 1

� � � ��d z x d x y d y xn n n n n( , ) ( , ) ( , )1

� � � � �� ��{ }( , ) ( , )Ay Ay x y Ay z yn n n n n n1 1 . (10)

Èç ïñåâäîìîíîòîííîñòè A ñëåäóåò ( , )Ay z yn n� � 0. Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó
â (10), ïîëó÷àåì

d z x d z x d x y d y x Ay Ayn n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,� � �� � � � �1 1 1� x yn n� �1 ). (11)

Òåïåðü îöåíèì ñëàãàåìîå �( , )Ay Ay x yn n n n� �� �1 1 . Èìååì

� �( , ) | | | | | | | |
*

Ay Ay x y Ay Ay x yn n n n n n n n� � � �� � � � � �1 1 1 1
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� � � �� ��L y y x yn n n n| | | | | | | |1 1 �L y y x yn n n n
1

2 2

1

2
1

2
1

2| | | | | | | |� �� � �
�
�
�

 
!
"
�

� � � � � � �� �
� �L

y x x y
L

x yn n n n n n
2 2

2 2 2
2

1
2 2

1{ }| | | | ( )| | | | | | | | 2 �

� � �
�

� � �� �
�

�
�L

y x L x y
L

x yn n n n n n
2

1 2

2 2
1

2 2
1

2| | | | | | | | | | | | . (12)

Â äàííîì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàëè ýëåìåíòàðíûå íåðàâåíñòâà

ab a b� �
�

�

2
2

2
2

2

1

2
, ( ) ( )a b a b� � � �2 2 22 2 2 .

Îöåíèâ íîðìû â (12) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4), ïîëó÷èì

�
�

�
( , ) ( , )Ay Ay x y

L
d x yn n n n n n� � �� � � �1 1 1

� � � �
�

�

�

�

L
d y x

L
d x yn n n n( ) ( , ) ( , )1 2 2 1 . (13)

Ïðèìåíèâ (13) â (11), èìååì

d z x d z x d x y d y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � � � �� �
�

�

�

�

�

�

L
d x y

L
d y x

L
d x yn n n n n n( , ) ( ) ( , ) ( , )1 11 2 2

� � �
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
��d z x

L
d x y

L
dn n n( , ) ( , ) ( ) (1 2 1 1 21

�

�

�

�
y x

L
d x yn n n n, ) ( , )� �

�

�
1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî C E� âûïóêëîå è çàìêíóòîå, îïåðàòîð

A E E: *
 ïñåâäîìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé L � 0, S �� è

�
�

� �
�

�
�

�

�
�0 2 1, ( )

L
. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæäåííûå àëãîðèò-

ìîì 1, ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z S� .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S� . Ïîëîæèì

a d z x
L

d x yn n n n� � �( , ) ( , )
�

�
1 ,

b
L

d y x d x yn n n n n� � �
�

�
�

�

�
� � �1 1 2 1

�

�
( ) ( ( , ) ( , )).

Íåðàâåíñòâî (6) ïðèíèìàåò âèä a a bn n n� � �1 . Òîãäà èç ëåììû 1 ìîæåì ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim ( ( , ) ( , ))
n

n n nd z x
L

d x y

�

��
�

�
1 ,

1 1 2 1
1

� �
�

�
�

�

�
� � � ���

�

�

�
�

�

L
d y x d x yn n n n

n

( ) ( ( , ) ( , )) .
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Îòcþäà ïîëó÷àåì

lim ( , ) lim ( , )
n

n n
n

n nd y x d x y

� 
�

�� �1 0 (14)

è ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( ( , ))d z xn äëÿ âñåõ z S� . Èç (14)
ñëåäóåò

lim | | | | lim | | | |
n

n n
n

n ny x x y

� 
�

�� � � �1 0, (15)

à òàêæå

lim | | | |
n

n nx x

�

� � �1 0. (16)

Èç íåðàâåíñòâà d z x z xn n( , ) | | | |	 �
�

2
2 è (16) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn .

Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )x
nk

, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

z C� . Òîãäà èç (15) ñëåäóåò y znk

 è x znk�


1 . Ïîêàæåì, ÷òî z S� . Èìååì

( , ) ( ( ) ( ), )Ay y x x x y xn n n n nk k k k k
� � � �� � 	� � �1 1 1

1
0

�
� � 
 �y C. (17)

Âûïîëíèâ â (17) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (15), (16), ïîëó÷èì
( , )Az y z� 	 0 
 �y C, ò.å. z C� .

Ïîêàæåì, ÷òî x zn 
 (òîãäà èç | | | |x yn n� 
 0 ñëåäóåò y zn 
 ). Èçâåñòíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim ( , ) lim ( ( ) ( ) ( ( ), ))
n

n
n

n n nd z x z x x z x

� 
�

� � � � �� � � .

Ïîñêîëüêó lim ( , )
n

nd z x
k
�

� 0, èìååì lim ( , )
n

nd z x

�

� 0. Îòñþäà | | | |x zn � 
 0. �

Çàìå÷àíèå 6. Àñèìïòîòèêè (14) è (15) ìîæíî óòî÷íèòü äî ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé:

lim ( , ) lim ( , )
n

n n
n

n nnd y x nd x y

� 
�

�� �1 0, (18)

lim | | | | lim | | | |
n

n n
n

n nn y x n x y

� 
�

�� � � �1 0. (19)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (18) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî d y x d x y nn n n n( , ) ( , )� 	�
�

1
1�

äëÿ íåêîòîðîãî �� 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

( ( , ) ( , ))d y x d x yn n n n

n

� �� 1 ðàñõîäèòñÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ôîðìóëà (19)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (18).
Çàìå÷àíèå 7. Åñëè � �1 , òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó

x
L

Ay

y
L

Ay

n x n

n x n

n

n

�

�

� �
�

�
�

�

�
�

� �
�

�
�

�

�
�

�

�
##

�

1

1

1

3
1

31

�

�

,

.
�
#
#

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ âåðñèé àëãîðèòìà 1.
Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå: íàéòè

x S m� : ( , )Ax y x� 	 0 
 �y S m .
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Âûáèðàÿ ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âåðñèþ
àëãîðèòìà:

x
x Ay

x Ay

i
n i

n
n i

j
n

n j

j

m

�

�

�
�

��

1

1

exp ( ( ) )

exp ( ( ) )

�

�

, i m�1, ,� ,

y
x Ay

x Ay

i
n i

n
n i

j
n

n j

j

m

�
�

�

�

�
�

��

1
1

1

1

exp ( ( ) )

exp ( ( ) )

�

�

, i m�1, ,� ,

ãäå ( )Ayn i �� — i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà Ayn
m�� , � � 0.

Â òðàíñïîðòíûõ ïðèëîæåíèÿõ [29], ìàøèííîì îáó÷åíèè è òåîðèè èãð èñ-
ïîëüçóþò âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà íà ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ìàñøòàáèðîâàí-
íûõ ñèìïëåêñîâ

C r Sk m

k

p
m

k

kk
p

� � �

�
$ �

1

1� ,

ãäå r S x x x rk m
m

i i

i

m

kk

k
k

� � 	 �
�
�{ }� : ,0

1

, rk � 0, ò.å. çàäà÷è: íàéòè

x r Sk m

k

p

k
�

�
$

1

: ( , )Ax y x� 	 0 
 �
�
$y r Sk m

k

p

k

1

. (20)

Ïî ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè

� �( ) ( ) ln, ,
x x

x

r

x

r
k k

k

p
k i

k

k i

ki

m

k

p k

� �
� ��
� ��

1 11

,

ãäå x x x x x x x xp m

x

p p� �( , , ) , , , , , ,, , , ,1 1 1 1 2 1 11

1

� �
� ���� ����

� , ,, ,2

1

1�
� ���� ����

x p m

x

m

p

kk
p

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� � �� , ïî-

ñòðîèì ðàññòîÿíèå Áðýãìàíà íà r Sk m

k

p

k

�
$

1

:

d x y d x y
x

r

x

y
k k k

k

p
k i

k

k i

k ii

m

k

p k

( , ) ( , ) ln, ,

,
� �

� ��
� ��

1 11

.

Àëãîðèòì 1 äëÿ íåðàâåíñòâà (20) ñ òàêèì ðàññòîÿíèåì ïðèíèìàåò âèä

x r
x r Ay

x r Ay

k i
n

k
k i
n

k n k i

k j
n

k n

,
, ,

,

exp ( ( ) )

exp ( ( )

� �
�

�

1
�

� k j

j

mk

, )
�
�

1

, k p�1, ,� , i mk�1, ,� ,

y r
x r Ay

x r

k i
n

k
k i
n

k n k i

k j
n

k

,
, ,

,

exp ( ( ) )

exp ( (

�
�

�

�
�

�

1
1

1

�

� Ayn k j

j

mk

) ),
�
�

1

, k p�1, ,� , i mk�1, ,� ,

ãäå ( ) ,Ayn k i ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé ñ íîìåðîì m itt

k

�
�� �1

1 âåêòîðà

Ayn
mkk

p

� � �� 1 , � � 0.
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Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ çàäà÷ó âûïóêëîé ìèíèìèçàöèè

f x( ) min
 , x C� , g xk ( ) � 0, k p�1, ,� ,

ãäå C E� — âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, f , gk — âûïóêëûå äèôôåðåí-

öèðóåìûå ôóíêöèè. Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L x y f x y g xk k

k

p

( , ) ( ) ( )� �
�
�

1

è

ðàññìîòðèì ñåäëîâóþ çàäà÷ó: íàéòè

% �x C, % � �y p
� : L x y L x y L x y( , ) ( , ) ( , )% � % % � % 
 �x C, 
 � �y p

� . (21)

Çàäà÷à (21) ðàâíîñèëüíà âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
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 �x C, 
 � �y p
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Äëÿ ðåøåíèÿ (22) âûïèøåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
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ãäå g x g x g x g xp( ) ( ( ), ( ), , ( ))� 1 2 � , [ ]� � — åâêëèäîâà ïðîåêöèÿ íà íåîòðèöà-

òåëüíûé îðòàíò � �
p , � x E C: * 
 0 — ïðîêñ-îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî íå-

êîòîðîìó áðýãìàíîâñêîìó ðàññòîÿíèþ d íà C.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé âàðèàíò ìåòîäà çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè. Åãî ìîæíî ïðî-
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìîäèôèêàöèþ äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà Ïîïîâà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ
Áðýãìàíà. Êàê è äðóãèå ñõåìû çåðêàëüíîãî ñïóñêà, ïðèâåäåííûé ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò ýôôåêòèâíî ó÷åñòü ñòðóêòóðó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è. Îñíîâíîé
òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â äîêàçàííîé òåîðåìå î ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà 1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
êîíñòàíòà Ëèïøèöà îïåðàòîðà èçâåñòíà èëè äîïóñêàåò ïðîñòóþ îöåíêó. Êðîìå
òîãî, â îïðåäåëåííûõ çàäà÷àõ îïåðàòîðû ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü ãëîáàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà (çàìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ èìåííî ëèïøèöåâû îïåðàòîðû).
Âàæíî ïðåäëîæèòü ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà 1 ñ äèíàìè÷åñêîé ðåãóëèðîâêîé âå-
ëè÷èíû øàãà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ íåëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì è
èññëåäîâàòü åå ñõîäèìîñòü.

Äàëåå ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçèðîâàííóþ âåðñèþ àëãîðèòìà 1
è ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç ñõîäèìîñòè, ÷òî ïîçâîëèò ðàñøèðèòü èñ-
ïîëüçîâàíèå äàííîãî âàðèàíòà ìåòîäà çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ î÷åíü áîëüøîãî ðàçìåðà (huge size). Ðàíäîìèçèðîâàííûå âåð-
ñèè ìåòîäà çåðêàëüíîãî ñïóñêà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå ýêñòðàãðàäèåíòíîãî àë-
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ãîðèòìà Êîðïåëåâè÷, èçó÷àëèñü â [27, 28]. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå
ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [17].
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ÂÀÐ²ÀÍÒ ÌÅÒÎÄÓ ÄÇÅÐÊÀËÜÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÓ ÄËß ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÕ ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒÅÉ

Àíîòàö³ÿ. Ìåòîä äçåðêàëüíîãî ñïóñêó áóëî çàïðîïîíîâàíî â ê³íö³ 70-õ
ðîê³â XX ñò. äëÿ çàäà÷ îïóêëî¿ îïòèì³çàö³¿. Â³í âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ðîç-
â’ÿçàííÿ çàäà÷ äóæå âåëèêèõ ðîçì³ðíîñòåé. Îïèñàíî íîâèé âàð³àíò öüîãî
ìåòîäó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ïñåâäîìîíîòîííèìè îïå-
ðàòîðàìè. Éîãî ìîæíà ïðî³íòåðïðåòóâàòè ÿê ìîäèô³êàö³þ äâîåòàïíîãî àëãî-
ðèòìó Ïîïîâà ç âèêîðèñòàííÿì ïðîåêòóâàííÿ íà äîïóñòèìó ìíîæèíó ó ðî-
çóì³íí³ â³äñòàí³ Áðåãìàíà. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çá³æí³ñòü ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü, ïñåâäîìîíîòîíí³ñòü, â³äñòàíü Áðåã-
ìàíà, â³äñòàíü Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà, ìåòîä äçåðêàëüíîãî ñïóñêó, çá³æí³ñòü.

V.V. Semenov
A VARIANT OF MIRROR DESCENT METHOD TO SOLVE VARIATIONAL INEQUALITIES

Abstract. The mirror descent algorithm was proposed by Nemirovski and Yudin
in the end of 1970s to solve convex optimization problems. This method is
suitable to solve huge-scale optimization problems. In the paper, we describe a
new version of the mirror descent method to solve variational inequalities with
pseudomonotone operators. The method can be interpreted as a modification of
Popov’s two-step algorithm with the use of Bregman projections on the feasible
set. We prove the convergence of the sequences generated by the proposed
method.

Keywords: variational inequality, pseudomonotonicity, Bregman distance,
Kullback–Leibler distance, mirror descent method, convergence.
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