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РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ УСИЛИЙ В ИНДУКЦИОННОЙ 
ИНДУКТОРНОЙ СИСТЕМЕ С НЕФЕРРОМАГНИТНЫМ МАССИВНЫМ ЭКРАНОМ 
И ФЕРРОМАГНИТНОЙ ЛИСТОВОЙ ЗАГОТОВКОЙ 
 
Стаття присвячена індукційній індукторній системі з неферомагнітним масивним провідниковим екраном та феро-
магнітній тонкостінній листовій заготовці в низькочастотному режимі діючих полів. Отримані аналітичні залеж-
ності для розрахунку електричної та магнітної складових напруженості електромагнітного поля, а також залежно-
сті для розрахунку індукованих струмів і виникаючих електродинамічних сил в розглянутій системі. 
 
Статья посвящена индукционной индукторной системе с неферромагнитным массивным проводящим экраном и 
ферромагнитной тонкостенной листовой заготовкой в низкочастотном режиме действующих полей. Получены 
аналитические зависимости для составляющих напряженности электромагнитного поля, а также зависимости для 
расчета индуцированных токов и развиваемых электродинамических усилий в рассматриваемой системе.  
 

ВВЕДЕНИЕ 
Постановка проблемы. Рассматривается цилин-

дрическая индукционная индукторная система, предна-
значенная для притяжения определённых участков 
листового металла с целью устранения вмятин. Т.к. по-
добные системы планируется использовать для раз-
личных металлов, то возникает необходимость провес-
ти подобные исследования при варьируемой относи-
тельной магнитной проницаемости металла заготовки. 

Анализ основных достижений и публикаций. 
В середине прошлого века вопросы, связанные с 

магнитно-импульсной обработкой металлов, рассмат-
ривались достаточно подробно, но в основном они ка-
сались мощных источников и накопителей энергии. 
Остался еще целый спектр нерешённых вопросов [1]. 
Задача, аналогичная рассматриваемой, приведена в 
[2], где описана индукционная индукторная система с 
массивным неферромагнитным проводящим экраном 
и тонкостенной листовой заготовкой в низкочастот-
ном режиме действующих полей.  

Электродинамические процессы в цилиндриче-
ской индукционной индукторной системе для маг-
нитно-импульсного притяжения листовых заготовок 
проводились авторами работ [2-3]. Но в перечислен-
ных работах не проводилось исследований по влия-
нию возможных магнитных свойств металла заготов-
ки и по влиянию массивного экрана на электродина-
мические процессы системы.  

Цель работы – получение основных зависимо-
стей для расчёта электродинамических усилий, возбу-
ждаемых в индукционной индукторной системе с од-
новитковым цилиндрическим соленоидом, массивным 
неферромагнитным проводящим экраном и тонкостен-
ной ферромагнитной листовой заготовкой в низкочас-
тотном режиме действующих магнитных полей. 

 
РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ УСИЛИЙ 

Основное назначение массивного проводящего 
экрана состоит в создании условий для реализации 
закона Ампера (трансформация отталкивания в при-
тяжение!). Это достигается возбуждением индуциро-
ванного тока в металле экрана, направление которого 
совпадает с направлением тока в металле листовой за-
готовки. Их силовое взаимодействие есть взаимное 
притяжение друг к другу проводников с токами. 

Расчётная модель, принятая для анализа элек-
тромагнитных процессов, показана на рис. 1 
( ,re


,e


,ze


 – направляющие орты цилиндрической 
системы координат).  

При решении поставленной задачи примем сле-
дующие допущения. 
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Рис. 1. Расчётная модель индукционной индукторной системы 

 
 Цилиндрический виток индуктора – 1 с внут-

ренним радиусом R1, внешним R2 и высотой di (при 
этом di << R1,2) изолирован и располагается в пазу на 
граничной поверхности экрана 2 со стороны тонко-
стенной листовой заготовки толщиной d. При этом не-
магнитный металл витка не оказывает никакого влия-
ния на протекающие электромагнитные процессы. 

 Массивный экран 2 выполнен из неферромаг-
нитного металла с абсолютной магнитной проницае-
мостью 1 = 0 (0 – магнитная постоянная вакуума), а 
заготовка 3 – из стали с абсолютной магнитной про-
ницаемостью 2 = 0·r2 (r2 – относительная магнит-
ная проницаемость). 

 Амплитудно-временные параметры тока ин-
дуктора I(t) таковы, что справедливо квазистационар-
ное приближение по Ландау [1, 4]. 

 Имеет место аксиальная симметрия, так что 

0

  (φ – азимутальный угол). 
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 Рассматривается низкочастотный режим дейст-
вующих полей, когда для металлов заготовки и экрана 
τ1,2 << 1, где τ1 = 0d2 и τ2 = d2 (данное допу-
щение автоматически предполагает также и "прозрач-
ность" металла экрана). 

Уравнения Максвелла для возбуждаемых состав-
ляющих вектора электромагнитного поля (Eφ ≠ 0, 
Hr,z ≠ 0), преобразованные по Лапласу с учётом нуле-
вых начальных условий, имеют вид (1)-(3): 
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где p – параметр преобразования Лапласа;  
    ;,,,, zrtELzrpE    
    ;,,,, ,, zrtHLzrpH zrzr   

 ),,(),( zrtjLzrpj   . 
В общем случае плотность тока в правой части 

уравнения (1) записывается в виде: 
),,(),,()(),( 0 zrpjzrpEpzrpj i  ,   (4) 

где jφ(p, r, z) – плотность стороннего тока в индукторе, 

jφi(p, r, z) = j(p)f(r)(z + di), 
idRR

pIpj
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12
; f(r) – 

функция радиального распределения тока в витке ин-
дуктора; 0 – диэлектрическая проницаемость вакуума. 

При решении поставленной задачи в принятой 
модели расчёта следует выделить области с однород-
ными электрофизическими характеристиками: 

а) проводящее полупространство массивного эк-
рана с индуктором z(, 0]; 

б) пространство между экраном и листовой заго-
товкой z[0, h]; 

в) область листовой заготовки [0, d]; 
г) свободное полупространство с внешней сто-

роны металлических листов z[d, ). 
Для каждой из этих областей с помощью диффе-

ренциальной системы (1)-(3) и выражения (4) в рам-
ках принятых допущений следует записать уравнения 
для азимутальных компонент напряжённости.  

Условию ограниченности радиального распреде-
ления Eφ(p, r, z) при r = 0 и r = ∞ удовлетворяет инте-
гральное преобразование Фурье-Бесселя: 

       


 drJzpEzrpE 1
0

,,,, , 

где J1(r) – функция Бесселя первого порядка,  – па-
раметр преобразования, который, физически, может 
интерпретироваться как постоянная радиального рас-
пределения или радиальное волновое число. 

Уравнения для компонент поля в выделенных 
областях с помощью интегрального преобразования 
переводятся в пространство Фурье-Бесселя, где им 
будут соответствовать обыкновенные линейные диф-
ференциальные уравнения второго порядка.  

Согласно допущению в постановке задачи о 
"прозрачности" металла экрана и заготовки (низко-
частотный режим [1]) для действующих полей следу-
ет положить, что p1,20. При этом продольное 
волновое число в металлах будет равно постоянной 
радиального распределения. 

Опуская промежуточные математические вы-
кладки, запишем общие интегралы этих уравнений, 
удовлетворяющие условию ограниченности по пере-
менной z. 

а) в проводящем полупространстве вне индукто-
ра с экраном z(, 0]: 

        

   ,1ch

,,,, 2
1







 



i

i
z

dz

dzpKepCzpE
   (5) 

    

      ,sh,

,,,

2

0

1

ii

z
r

dzdzpK

epC
p

zpÍ











 

          (6) 

где C(p, ) – произвольная постоянная интегрирова-

ния, K(p, ) = 0pj(p)f();  f() = 


0

f(r)J1(r)rdr; 

б) в пространстве между экраном и листовой за-
готовкой z[0, h]: 
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где D1,2(p, ) – произвольные постоянные интегриро-
вания; 

в) в области металла листовой заготовки [0, d]: 
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где A1,2(p, ) – произвольные постоянные интегриро-
вания. 

г) в свободном полупространстве с внешней сто-
роны листовой заготовки, [d, ), условию ограни-
ченности при z удовлетворяют функции: 
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где B(p, ) – произвольная постоянная интегрирования.  
Из условия непрерывности касательных компо-

нент напряжённости электромагнитного поля можно 
получить систему линейных алгебраических уравне-
ний для определения неизвестных произвольных по-
стоянных интегрирования в выражениях для Eφ(p, , z) 
и Hr(p, , z).  

1) z = 0: 
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2) z = h: 
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3) z = (h + d): 
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Введём дополнительное упрощение. Будем счи-
тать, что толщина витка индуктора достаточно мала, 
так что di0. Из феноменологических соображений 
очевидно, что данное допущение не должно нарушить 
общности проводимого анализа.. 

В этом случае, как следует из систем линейных 
алгебраических уравнений (13)-(15) 
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Достоверность выражений для найденных коэф-
фициентов C, A1,2 устанавливаются предельным пере-
ходом к известным результатам для μr1. Результаты 
такого перехода полностью согласуются с аналогич-
ными зависимостями в работе [1]. 

Подставляя C(p, ) в (5), умножая полученный ре-
зультат на удельную электропроводность  и выполняя 
обратные преобразования Фурье-Бесселя и Лапласа, 
находим плотность тока возбуждающегося в экране: 
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где  12 RR
Ij m

m 
  – плотность тока в витке индукто-

ра; j(φ) – зависимость тока индуктора от фазы –  
φ = t,  – круговая частота; τ = 0d2 – характерное 
время диффузии поля в проводящий слой с удельной 
электропроводностью γ и толщиной d. 

Интегрируя выражение (17) по переменной 
z(, 0), находим линейную плотность тока, индуци-
рованного в металле массивного экрана. После введе-
ния новых обозначений, удобных для проведения 
практических вычислений, получаем окончательно 
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где x = d – новая безразмерная переменная интегри-
рования, 
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Аналогичным образом найдём ток, индуциро-
ванный в металле листовой заготовки. 

A1,2(p, ) подставим в выражение (9) и помножим 
результат на удельную электропроводность . После 
обратных интегральных преобразований получаем, 
что в заготовке возбуждается вихревой ток с объём-
ной плотностью: 
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переменная, связанная с толщиной собственно листо-
вой заготовки. 

Интегрируя выражение (19) по [0, d], находим 
линейную плотность тока, индуцированного в заготовке: 
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Аналогичным образом запишем расчетные соот-
ношения для напряжённости магнитного поля в экра-
не и заготовке: 
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Проанализируем полученные результаты. 
После выполнения простейших и очевидных 

предельных переходов при μr1 сравним между со-
бой формулы для объемных плотностей токов, инду-
цированных в металле массивного экрана (17) и ме-
талле листовой заготовки (19). Очевидно, что их про-
странственно-временные распределения идентичны с 
точностью до выражения в скобках (зависимость от 
магнитной проницаемости) и множителя eh, количе-
ственно характеризующего удаление заготовки от ис-
точника поля – индуктора на расстояние h. При h0 
(зазор отсутствует) выражения (17) и (19) переходят в 
выражение из [2]. 

Формулы для линейных плотностей тока в экра-
не (18) и листовой заготовке (20) будут также иден-
тичны с точностью до множителя (1  ed) в предель-
ном переходе, определяющего зависимость тока от 
толщины заготовки – d. При d (заготовка доста-
точно массивна) выражения (18) и (20) переходят в 
известное из [1]. 

С физической точки зрения установленная иден-
тичность пространственно-временных зависимостей ин-
дуцированных токов означает идентичность протекания 
электромагнитных процессов в экране и заготовке.  

В целом, выводы проведённого анализа свиде-
тельствуют в пользу достоверности полученных ана-
литических выражений для характеристик процессов 
в исследуемой системе. 

Перейдём к определению силовых показателей, 
но уже при μr = var. 

В соответствии с законом Ампера о проводниках 
с токами, которые, в нашем случае, описываются вы-
ражениями (18) и (20) записываем формулу для рас-
пределённой силы притяжения, действующей на лис-
товую заготовку при жёстко фиксированном экране:  

)3()1(0
притяж 2 


 JJ

h
rP .                 (25) 

Выражение (25) после подстановки соотношений 
(17) и (19) для плотностей индуцированных токов 
есть окончательное выражение для силы электроди-
намического притяжения согласно закону Ампера. 

Сила притяжения, обусловленная магнитными 
свойствами обрабатываемой листовой заготовки, име-
ет вид [3]: 
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 . (26). 

Подстановка в формулу (26) выражений для 
компонент напряжённости магнитного поля (23) и 
(24) даёт расчётное соотношение для силы магнитно-
го притяжения. 

Интегральная во времени величина силы оттал-
кивания, действующая между токами в витке и заго-
товке, будет стремиться к нулю, вследствие сущест-
венной осцилляции относительно нуля в низкочас-
тотном режиме действующих полей [4]. 

 

ВЫВОДЫ 
1. Получены аналитические зависимости для 

расчёта основных характеристик электромагнитных 
процессов в индукционной индукторной системе с 
массивным экраном и ферромагнитной тонкостенной 
листовой заготовкой в низкочастотном режиме дейст-
вующих полей. 

2. С помощью предельных переходов к извест-
ным результатам обоснована достоверность получен-
ных решений, проведен качественный анализ проте-
кающих процессов. 
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Yu.V. Batygin, A.V. Gnatov, S.A. Drachenko, T.V. Gavrilova 
Calculation of electrodynamic forces in an induction  
inductor system with a nonferromagnetic massive  
screen and a ferromagnetic sheet workpiece. 
The article is devoted to an induction inductor system with a 
nonferromagnetic massive screen and a ferromagnetic thin-
walled sheet workpiece in a low-frequency mode of operating 
fields. Analytical dependences for electromagnetic fields com-
ponents in the set area, as well as dependences for induced cur-
rents calculation and generated electrodynamic forces in the 
considered system are obtained. 
Key words – induction inductor system, massive screen,  
low-frequency mode, analytical dependences 
 


