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УДК 621.311.014 
 
В.Е. Бондаренко, В.Ю. Веприк 
 

УРАВНЕНИЯ И ПАРАМЕТРЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МАШИН В МОДЕЛЯХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ С УЗЛАМИ ДВИГАТЕЛЬНОЙ НАГРУЗКИ 
 
Представлені рівняння елементів електричних систем з вузлами двигунового навантаження в диференціальній і 
дискретній формі у фазних координатах для моделювання перехідних процесів неявними методами чисельного 
інтегрування. 
 
Представлены уравнения элементов электрических систем с узлами двигательной нагрузки в дифференциальной и 
дискретной форме в фазных координатах для моделирования переходных процессов неявными методами численного 
интегрирования. 
 

Постановка проблемы. Математические 
модели систем электроснабжения с двигательной 
нагрузкой (ЭСДН) характеризуются тем, что в их 
состав могут входить, во-первых, как статические 
элементы, так и вращающиеся электрические 
машины, а во-вторых, множество элементов системы 
электроснабжения включает элементы как 
индуктивного, так и емкостного характера, с 
постоянными и переменными коэффициентами.  

Наличие в системах ЭСДН одновременно стати-
ческих элементов и вращающихся машин приводит к 
т ому, что дифференциальные уравнения переходных 
процессов имеют большой разброс собственных чисел 
матриц коэффициентов (жесткие уравнения), а нали-
чие одновременно индуктивных и емкостных элемен-
тов приводит к тому, что при анализе сложных систем 
с учетом индуктивных и емкостных параметров урав-
нения переходных процессов становятся интегро-
дифференциальными.  

Анализ публикаций. В задачах моделирования 
переходных процессов в синхронных и асинхронных 
электрических машинах (ЭМ) в настоящее время ши-
роко используются уравнения Парка-Горева. Однако 
почти исключительное их применение для решения 
этих задач, как представляется, было связано сначала 
с ограниченными возможностями вычислительной 
техники, а затем – со сложившейся традицией [1, 2]. 
Переход к уравнениям Парка-Горева основан на ли-
нейном преобразовании, в результате которого полу-
чаются уравнения с постоянными коэффициентами 
[2]. Однако постоянство коэффициентов обеспечива-
ется лишь при условиях, когда: 1)симметричны пара-
метры ЭМ, 2)отсутствуют несимметричные элементы 
в сети, 3)сохраняется неизменной скорость вращения 
ЭМ. При невыполнении хотя бы одного из этих усло-
вий переменные коэффициенты сохраняются и в пре-
образованных уравнениях, поэтому переход к уравне-
ниям Парка-Горева не дает каких-либо преимуществ.  

Постановка задачи. Чтобы обеспечить точность 
моделирования и устойчивость вычислительных про-
цессов численного интегрирования дифференциаль-
ных уравнений переходных процессов, снизить поря-
док системы при наличии емкостных элементов, при 
разработке математических моделей ЭСДН представ-
ляется целесообразным применение неявных методов 
численного интегрирования и уравнений в фазных 
координатах на основе так называемых дискретных 
математических моделей [3]. 

Дискретную математическую модель системы мож-
но получить, если выполнить сначала аппроксимацию 
дифференциальных уравнений трехфазных элементов 
сети разностными уравнениями, а затем – формирование 
узловых уравнений системы на шаге. Способ аппрокси-

мации зависит от принятого метода численного инте-
грирования. Так как отмеченные выше особенности мно-
гомашинных систем требуют применения неявных мето-
дов численного интегрирования, при разработке дискрет-
ных моделей статических элементов и вращающихся ЭМ 
в фазных координатах ниже в качестве исходного алго-
ритма принят один из неявных методов – неявный метод 
Эйлера. 

Математические модели ЭМ для неявных ме-
тодов численного интегрирования. Математические 
модели статических элементов систем ЭСДН получе-
ны в [3] путем аппроксимации исходных дифферен-
циальных уравнений  
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на основе неявных формул Эйлера-Коши и представ-
лены в форме, разрешенной относительно токов фаз 
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или, в более краткой форме, 
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где [ ] [ ] 0, iij YY  - матрицы, определяемые соответст-

венно продольными и поперечными параметрами уча-

стка трехфазной линии, [ ] [ ] )(
0

)( , k
i

k
ij JJ - векторы, зави-

сящие от токов индуктивных и напряжений емкост-
ных ветвей, определяемые на предыдущем шаге ин-
тегрирования. Уравнения (3), представляющие собой 
аппроксимацию дифференциальных уравнений участ-
ка трехфазной линии разностными уравнениями (дис-
кретная математическая модель), разрешены относи-
тельно токов фаз на (k+1)-м шаге интегрирования, что 
позволяет включать их в систему узловых уравнений 
на шаге расчета. Уравнения ЭМ для включения их в 
модель системы должны быть представлены в такой 
же унифицированной форме.  

Уравнения синхронных машин с учетом того, что 
матрицы ндуктивностей обмоток являются функциями 
углового положения ротора, можно представить в форме  
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и аналогично предыдущему перейти к разностной ап-
проксимации в соответствии с формулой Эйлера  
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Если перенести элементы, содержащие токи об-
моток статора is и ротора iR на (k+1) - м шаге, в левую 
часть, то уравнения примут вид:  
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Умножив обе части уравнения (4) на обратную 
матрицу [ ] )( )1(γ +A k , получим окончательно 
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где 
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Уравнения (5) являются дискретной моделью 
СМ, представлены в форме, удобной для включения 
их в модель системы и позволяют определить пара-
метры режима СМ на шаге интегрирования по пара-
метрам режима сети.  

Полные уравнения АД в фазных координатах, 
как и уравнения СМ, имеют периодически изменяю-
щиеся индуктивности. Переход к дискретным уравне-
ниям для АД выполняется аналогично тому, как это 
было выполнено выше для СМ, поэтому ниже изло-
жен кратко.  

Уравнения электромагнитных переходных про-
цессов АД в дифференциальной форме имеют вид 
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где 
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-индуктивности (собственные и взаимные) обмоток 
статора и ротора, 
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или, в более компактной форме 
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Разрешив (7) относительно производных и вы-
полнив разностную аппроксимацию аналогично урав-
нениям СМ, получим дискретные уравнения АД на 
шаге численного интегрирования: 
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Дискретные уравнения АД (8), как и (5) для СМ, 
позволяют определить параметры режима АД на шаге 
интегрирования по параметрам режима сети и пред-
ставлены в форме, удобной для включения в модель 
системы.  

При наличии периодически изменяющихся ин-
дуктивностей в (5), (8) матрицы параметров ЭМ необ-
ходимо вычислять и обращать на каждом шаге чис-
ленного интегрирования. Для повышения эффектив-
ности вычислительных процедур матрицы индуктив-
ностей (прямые и обратные) обмоток СМ и АД с по-
мощью формул преобразования Парка-Горева можно 
представить в аналитической форме.   

Переход от исходной матрицы индуктивностей 
обмоток СГ в фазных координатах 
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выполняется с помощью прямой и обратной матриц 
преобразования Парка 
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 Для получения матрицы индуктивностей во вра-

щающейся системе координат [ ]ΠL нужно исходную 

матрицу [ ]FL  умножить слева на матрицу [ ]П , а 

справа – на [ ] 1−
П   
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[ ] [ ][ ][ ] 1−Π = ПLПL F .                      (9) 

Умножение слева матрицы [ ]FL на матрицу [ ]П  

и полученной матрицы на [ ] 1−
П  дает матрицу индук-

тивностей в координатах d, q, 0: 
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Все элементы матрицы [ ]LП  находятся по ката-
ложным данным СГ, поэтому ее можно считать из-

вестной. По известной [ ]LП  можно найти, как это 
следует из (9), матрицу 

[ ] [ ] [ ][ ]ПLПL ПF 1−=                      (11) 
и ей обратную 
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Выполнив перемножение матриц [ ] 1−
П  и [ ] 1−ΠL  

а затем умножение произведения [ ] [ ] 11 −− ПLП на мат-
рицу [ ]П  слева, получим обратную матрицу индук-
тивностей обмоток СМ.  

Полученные выражения, в отличие от предло-
женных, например, в [4], не требуют предварительно-
го вычисления элементов обратной матрицы при фик-
сированных значениях угла γ. 

Преобразования Парка для асинхронных 
двигателей отличаются от преобразований для СМ 
тем [2], что для перехода от уравнений с 
периодическими коэффициентами к уравнениям с 
постоянными коэффициентами может быть выбрана 
любая система координатных осей, вращающаяся в 
пространстве с произвольной угловой скоростью. 

Полученные аналитические выражения для 
элементов обратных матриц индуктивностей ЭМ и 
основанный на них алгоритм исключают 

необходимость формирования и обращения матриц  

[ ] )( )1(γ +L k , что во-первых, позволяют снизить 
трудоемкость получения дискретных моделей и, во-
вторых, что более существенно, уменьшить 
погрешности вычислений, возникающих при 
многократном повторении операции обращения 

матриц [ ])(γLF , определитель которых имеет порядок 
10-6

 – 10-7 [10].  
 

ВЫВОДЫ 
1. Дифференциальные уравнения элементов 

ЭСДН и соответствующих трехфазных многополюс-
ников представлены в форме дискретных уравнений, 
разрешенной относительно токов, что упрощает алго-
ритмизацию задачи формирования уравнений систе-
мы в целом. 

2. Получены дифференциальные уравнения си-
ловых трансформаторов в фазных координатах, отра-
жающие все основные особенности их конструктив-
ного исполнения (схему и группу соединения обмо-
ток, режим нейтрали) как в дифференциальной, так и 
в дискретной форме с использованием методов 
неявного интегрирования. 

3. Дискретизация и алгебраизация компонент-
ных уравнений реактивных элементов позволяет 
перейти от задачи решения нелинейных интегро-
дифференциальных систем уравнений к многократно-
му решению линеаризованной системы алгебраичес-
ких уравнений, что соответствует дискретизации 
математической модели анализируемой системы в 
отдельных точках рассматриваемой временной 
области.  

4. Полученные с использованием 
преобразования Парка-Горева аналитические 
выражения для элементов обратных матриц 
индуктивностей синхронных и асинхронных 
двигателей позволяют исключить операции 
многократного их обращения в ходе численного 
интегрирования и уменьшить погрешности 
вычислений. 
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