
Теоретична електротехніка 

Електротехніка і Електромеханіка. 2006. №3 49 

УДК 621.3: 533.9 
ВОЛНОВОЙ ЭЛЕКТРОННЫЙ ПАКЕТ ПРОВОДНИКА 
С ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ТОКОМ ПРОВОДИМОСТИ 

 
Баранов М.И., д.т.н. 
НИПКИ "Молния" Национального технического университета "Харьковский политехнический институт" 
Украина, 61013, Харьков, ул. Шевченко, 47, НИПКИ "Молния" НТУ "ХПИ" 
тел. (057) 707-68-41, факс (057) 707-61-33, e-mail: nipkimolniya@kpi.kharkov.ua 
 
На основі фундаментальних принципів квантової механіки та електродинаміки розроблена наближена математична 
модель, яка описує основні хвильові та геометричні характеристики хвильового електронного пакету тонкого мета-
левого провідника зі електричним струмом провідності довільних амплітудно-часових параметрів. Надані дані, які 
підтверджують достовірність отриманих розрахункових результатів. 
 
На основе фундаментальных принципов квантовой механики и электродинамики разработана приближенная мате-
матическая модель, описывающая основные волновые и геометрические характеристики волнового электронного 
пакета тонкого металлического проводника с электрическим током проводимости произвольных амплитудно-
временных параметров. Приведены данные, подтверждающие достоверность полученных расчетных результатов. 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Известно, что внешнее электромагнитное (сило-

вое) воздействие (например, напряженности электри-
ческого поля от любого источника электрического 
напряжения) на обладающие как корпускулярными, 
так и волновыми свойствами свободные электроны 
металлического проводника приводит к возникнове-
нию в структуре его материала электрического тока 
проводимости и периодически изменяющегося вдоль 
продольной оси проводника макроскопического вол-
нового электронного пакета (ВЭП) [1 − 3]. Ранее экс-
периментально [1] и теоретически [3] было установ-
лено, что данный ВЭП проводника определяет про-
странственно-временное распределение его носителей 
элементарного отрицательного электрического заряда 
− свободных электронов и соответственно простран-
ственно-временную картину температурного поля 
материала проводника. В основе электрофизического 
механизма образования ВЭП в металлическом про-
воднике с электрическим током проводимости лежат 
волновые свойства его (проводника) свободных элек-
тронов, удовлетворяющие соответствующим волно-
вым уравнениям Шредингера [4]. 

Квантовомеханическая природа возникновения в 
металлическом проводнике с электрическим током 
проводимости ВЭП приводит к тому, что, например, 
продольное одномерное распределение свободных 
электронов в его металле вдоль продольной коорди-
наты z и во времени t описывается пространственны-
ми стоячими электронными волнами − волновыми 
функциями ),( tzψ  (пси-функциями) [3]. Следует от-
метить, что в силу внутриатомных причин, обуслов-
ленных определенными различиями электронно-
энергетических конфигураций отдельных атомов кри-
сталлической решетки материала проводника, и осо-
бенностей выхода в межатомное пространство элек-
тронов с валентных зон атомов материала проводника 
его свободные электроны характеризуются различ-
ными частотными и соответственно энергетическими 
показателями (спектрами). Поэтому, по мнению авто-
ра, для микромира материала проводника в предель-
ном случае будет справедливо такое обобщенное ут-
верждение: сколько в материале проводника свобод-

ных электронов столько, как минимум, должно быть в 
нем (этом материале) и возможных волновых функ-
ций ),( tzψ  (волн материи или волн ее вероятности 
[4, 5]), определяющих их электродинамическое пове-
дение в проводнике. Здесь уместно напомнить чита-
телю, что пространственная плотность свободных 
электронов для металлических проводников составля-
ет величину порядка 1029 м-3 [3, 4]. При этом заметим, 
что каждой такой пространственно-временной волно-
вой функции ),( tzψ  для дрейфующего в материале 
проводника свободного электрона строго соответст-
вует своя круговая частота ω  и свое волновое число k 
[3, 4]. Кроме того, квадрат модуля волновых функций 

),( tzψ  определяет плотность вероятности нахожде-
ния свободных электронов в том или ином месте 
межатомного пространства проводника [3, 4]. В итоге, 
суперпозиция вот таких волновых функций ),( tzψ  и 
образовывает, в конце концов, полный ВЭП металли-
ческого проводника с электрическим током проводи-
мости. Несомненный теоретический и практический 
интерес для многих областей электротехники (элек-
трофизики) представляет решение фундаментальной 
научной задачи, связанной с разработкой математиче-
ской модели ВЭП проводника и установление на ее 
основе основных свойств и характеристик ВЭП ме-
таллического проводника с электрическим током про-
водимости различного электрофизического происхо-
ждения и характера временного изменения. 

Целью данной работы является разработка на 
принципах квантовой механики и электродинамики 
приближенной математической модели ВЭП в метал-
лическом проводнике с переменным (импульсным) 
или постоянным электрическим током проводимости 
различного закона его изменения во времени и опре-
деление на основе этой модели основных волновых и 
геометрических параметров ВЭП в рассматриваемом 
проводнике. 
 

2. ДОПУЩЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ИССЛЕДОВАНИЙ 

Рассмотрим тонкий в электромагнитном смысле 
прямолинейный изотропный сплошной металлический 
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проводник радиусом Пr  (м) и длиной Пl  (м) при усло-
вии Пl >> Пr  (рис. 1), неподвижно расположенный в 
изоляционной газовой или конденсированной среде. 

 
Рис. 1. Расчетная модель тонкого металлического 

проводника с электрическим током проводимости iП(t)  
произвольных амплитудно-временных параметров 

 
Примем, что по рассматриваемому проводнику 

вдоль его продольной оси OZ  протекает переменный 
(импульсный) или постоянный электрический ток 
проводимости )(П ti  (А), вызванный воздействием на 
концы проводника какого-либо источника электриче-
ского напряжения )(П tU  (В). Так как в нашем случае 

Пr  будет значительно меньше толщины токового по-
верхностного слоя в проводнике, то в материале по-
следнего указанный ток будет практически равномер-
но распределен по поперечному сечению ПS  (м2) 
проводника. Считаем, что дрейфующие под воздейст-
вием приложенного к противоположным концам про-
водника электрического напряжения )(П tU  свобод-
ные электроны материала проводника находятся в 
энергетической отрицательной потенциальной "яме", 
а их потенциальная энергия пренебрежимо мала. Ог-
раничимся исследованием случая, когда влиянием 
свободных электронов друг на друга и величины 
электрического напряжения )(П tU  на концентрацию 
последних (электронов) можно пренебречь. Полагаем, 
что электродинамическое поведение свободных элек-
тронов в тонком, с макроскопической точки зрения, 
проводнике приближенно подчиняется одномерному 
нерелятивистскому волновому уравнению Шрединге-
ра, волновые ψ-функции которого будут зависеть 
только от продольной координаты z  и времени t  
(рис. 1). Примем, что геометрическому и энергетиче-
скому центру ВЭП проводника соответствует цен-
тральная круговая частота 0ω  (с-1) и центральное 
значение волнового числа 0k  (м-1). 

Требуется с учетом принятых допущений найти 
аналитические выражения, характеризующие ВЭП 
металлического проводника с произвольно изменяю-
щимся во времени t  электрическим током проводи-
мости )(П ti , и на их базе установить основные волно-
вые и геометрические характеристики ВЭП в иссле-
дуемом проводнике. 
 

3. ОСНОВНЫЕ РАСЧЕТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
МОДЕЛИ 

На основании вышеизложенного и полученных в 
[3] результатов решения одномерного нерелятивист-
ского волнового уравнения Шредингера для рассмат-

риваемого проводника интегральную волновую 
функцию ),(ВЭП tzψ , характеризующую ВЭП в ис-
следуемом проводнике с электрическим током прово-
димости )(П ti , в обобщенном виде находим из сле-
дующего выражения: 

),(ВЭП tzψ = ∫
∞

∞−

ψ dktzk ),( ,  (1) 

где −ω⋅−ω⋅=ψ )sin(cossin),( 0 titkzAtzk  волновая 
функция для отдельных свободных электронов про-
водника [3]; −⋅= 2/1

ПП0 )/2( SlA амплитуда волно-

вой функции ),( tzkψ  (м-3/2) [3]; 1−=i  − мнимая 
единица; −ω= Г/2 vk волновое число (м-1) [5]; 
−ω круговая частота волны де Бройля для свободного 

электрона (с-1) [4]; −Гv групповая скорость волн де 
Бройля для свободных электронов (м/с) [5]. 

Наибольший для нас интерес представляет прак-
тический случай, когда волновая функция ),( tzkψ  в 
проводнике отлична от нуля в некоторой произволь-
ной полосе kΔ2  (м-1) изменения волнового числа k . 
С учетом этого обстоятельства и приведенного выше 
значения для волновой функции ),( tzkψ  интеграл в 
(1) запишется в следующем приближенном виде: 

),(ВЭП tzψ = ∫
Δ+

Δ−

−⋅
kk

kk

dkktvikzA
0

0

)5,0exp(sin Г0 , (2) 

где 0k −центральное (среднее) значение волнового 
числа k  (м-1); −Δk  полуширина полосы спектра (раз-
брос значений) волнового числа k  
( 0k − kΔ ≤ k ≤ 0k + kΔ ). 

Проинтегрировав в (2), получаем: 
),(ВЭП tzψ = ⋅),( tzB ),sin(cos 00 titk ω⋅−ω⋅Δ  (3) 

где [ ] 122
Г

2
0 4/2),(

−
⋅−⋅= tvzAtzB ×  

× [{ −⋅Δ⋅Δ⋅⋅⋅ )sin()5,0cos()sin( Г0 zkktvzzk  
− )cos()5,0sin(5,0 ГГ zkktvtv ⋅Δ⋅Δ⋅⋅⋅ ]+ 

+ [ −⋅Δ⋅Δ⋅⋅⋅⋅⋅ )cos()5,0sin()cos( Г0 zkktvzzki  

)sin()5,0cos(5,0 ГГ zkktvtv ⋅Δ⋅Δ⋅⋅⋅⋅− ]}· 1)( −Δk  
− огибающая ВЭП металлического проводника с 
электрическим током проводимости )(П ti ; −ω0  цен-
тральная круговая частота ВЭП, соответствующая 
волновому числу k = k0. 

Полученная нами интегральная волновая функ-
ция ),(ВЭП tzψ  согласно (3) является той квантовоме-
ханической волной, которая будет описывать про-
странственно-временную эволюцию искомого ВЭП и 
соответственно пространственно-временные распре-
деления свободных электронов в металлическом про-
воднике с электрическим током проводимости )(П ti  
произвольной временной формы. При этом для пол-
ноты квантовомеханической картины микромира в 
рассматриваемом металлическом проводнике следует 
указать следующее. В связи с тем, что используемая 
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выше волновая функция ),( tzkψ  является лишь толь-
ко одной модой из полного спектра собственных зна-
чений рассматриваемой нами ψ-функции, состоящего 
из n = 1,2,3,... подобных волновых функций с кванто-
ванными длинами их волн nlen /2 П=λ  и квантован-
ными волновыми числами ennk λπ= /2  [3], то приме-
нение к каждой такой ),( tzknψ − функции процедуры 
интегрирования, аналогичной (2), приведет нас к не-
которому дискретному набору интегральных волно-
вых функций ),(ВЭП tznψ . Причем, каждая из инте-

гральных волновых функций ),(ВЭП tznψ  данного на-
бора будет согласно приведенным выше условиям 
квантования соответствующим образом пространст-
венно расположена вдоль длины Пl  проводника. В 
первом приближении положения максимальных зна-
чений интегральных волновых функций ),(ВЭП tznψ  
вдоль продольной оси OZ  металлического проводни-
ка могут быть определены с помощью формулы (18) 
из [3], содержащей два квантовых числа − n и 

1−= nl . В итоге, дискретный набор вот таких отли-
чающихся друг от друга только численными значе-
ниями центральной круговой частоты 0ω  и централь-
ного волнового числа 0k  интегральных волновых 

функций ),(ВЭП tznψ  и составит полный ВЭП иссле-
дуемого проводника. Поэтому для приближенного 
изучения свойств и установления характеристик пе-
риодически изменяющегося вдоль длины Пl  метал-
лического проводника полного ВЭП нам достаточно 
изучить свойства его отдельной составной части, оп-
ределяемой указанной выше отдельной интегральной 
волновой функцией ),(ВЭП tzψ . 

Для наглядности и лучшего восприятия в обоб-
щенной формуле (3) интегральной волновой функции 

),(ВЭП tzψ  остановимся на одном из частных случаев, 
соответствующем моменту времени 0=t . На основа-
нии (3) этому случаю будет соответствовать следую-
щая интегральная волновая функция ),(ВЭП tzψ : 

)0,(ВЭП zψ = )./()sin()sin(2 00 zkzkzkkA ⋅Δ⋅Δ⋅⋅⋅Δ⋅  (4) 
Из (4) видно, что роль огибающей составной 

части ВЭП в проводнике теперь, по аналогии с (3), 
будет выполнять такая функция как 

)(zC = ⋅02A )/()sin( zkzk ⋅Δ⋅Δ .  (5) 
Огибающая ВЭП )(zC  согласно (5) может быть 

нами достаточно просто построена и проанализирова-
на. На рис. 2 в безразмерном виде изображена постро-
енная по (5) огибающая )(zC / 02A  ВЭП в металличе-
ском проводнике с электрическим током проводимо-
сти )(П ti  различной природы и различной временной 
формы. 

Из данных рис. 2 следует, что безразмерная 
функция )(zC / 02A  действительно описывает некото-
рую квантовомеханическую волну, которая быстро 
убывает за пределами некоторого безразмерного ин-
тервала zk Δ⋅Δ , где zΔ  (м) − ширина  участка  состав- 

Рис. 2. Пространственное распределение огибающей 
C(z) / 2 A0 для ВЭП тонкого металлического проводника с 

электрическим током проводимости iП(t) (t = 0). 

ной части ВЭП, внутри которого сосредоточена ос-
новная доля электромагнитной (тепловой) энергии 
волны материи (вероятности), описываемой про-
странственными стоячими волнами − волновыми  
ψ-функциями и их интегральной волновой функцией 

),(ВЭП tzψ . Поместим границы этого интервала, на-
пример, в точках, где амплитуда интегральной волно-
вой функции ),(ВЭП tzψ  ВЭП согласно (4) уменьша-
ется примерно до уровня 0,9 от его (волнового пакета) 
максимального значения. Такому условию в рассмат-
риваемом случае будет соответствовать следующее 
равенство: 

4/π±=⋅Δ zk .   (6) 
Следовательно, с учетом изложенного выше и 

выражения (6) ширина составной части ВЭП zΔ  и 
полуширина полосы спектра kΔ  для волнового числа 
k в нашем случае будут связаны между собой таким 
соотношением: 

2/π=Δ⋅Δ zk .   (7) 
Из (7) следует важный для электротехнических 

(электрофизических) приложений практический вы-
вод, связанный с тем, что более узкому (компактному) 
ВЭП в проводнике (малому zΔ ) будет соответство-
вать более широкий спектр kΔ  волнового числа k. На 
практике такому ВЭП будет соответствовать случай, 
когда по проводнику протекает постоянный или пе-
ременный апериодический (например, униполярный 
токовый импульс с малым временем нарастания и 
длинным спадом) электрический ток проводимости 

)(П ti  с широким спектром круговых частот. И наобо-
рот − более широкому (размытому) ВЭП в проводни-
ке (большому zΔ ) будет соответствовать более узкий 
спектр kΔ  его волнового числа k. Такая форма ВЭП 
будет наблюдаться в проводнике с электрическим 
током проводимости )(П ti , обладающим относитель-
но узким частотным спектром (например, для широко 
используемого в электротехнике переменного сину-
соидального тока промышленной частоты 50 Гц). 

С учетом ранее принятых допущений для рас-
сматриваемого случая можно говорить о том, что 
энергия 0eE  свободного электрона в ВЭП проводника 
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связана с его (волнового пакета) центральной круго-
вой частотой 0ω  соотношением Планка [4]: 

0eE = πω⋅ 2/0h ,   (8) 
где h = 6,626·10-34Дж·с − постоянная Планка. 

Тогда, принимая во внимание, что потенциаль-
ная энергия свободного электрона в ВЭП проводника 
близка к нулю, имеем: 

πω⋅ 2/0h = 2/2
Гvme ⋅ ,  (9) 

где =em  9,108·10-31 кг − масса покоя свободного 
электрона [4]. 

Так как в соответствии с волновыми свойствами 
свободного электрона для него будут справедливы 
соотношения вида 0ω = 2/Г0 vk ⋅  и 00 /2 ek λπ=  [4], 
то с помощью последних соотношений из (9) для 
длины 0eλ  волны свободного электрона в ВЭП про-
водника, соответствующей его (волнового пакета) 
центральной круговой частоте 0ω , мы приходим к 
известному квантовомеханическому соотношению де 
Бройля [5]: 

0eλ = Г/ vmh e ⋅ .  (10) 
Таким образом, связав скорость свободного 

электрона в материале проводника с групповой ско-
ростью Гv  волн де Бройля и предположив справедли-
вость формулы Планка (8) для свободного электрона 
в ВЭП с центральной круговой частотой 0ω , мы от-
носительно пространственного положения свободно-
го электрона в проводнике можем определенно ска-
зать следующее: местоположение свободного элек-
трона в металлическом проводнике с электрическим 
током проводимости )(П ti  определяется пространст-
венно-временным положением в нем (проводнике) 
ВЭП, то есть другими словами, где в проводнике 
ВЭП, там и свободный электрон [3, 6]. В связи с ко-
нечностью ширины ВЭП zΔ  на основании (7) уже 
можно обоснованно говорить о некоторой неопреде-
ленности пространственного положения свободного 
электрона в металлическом проводнике с током про-
водимости. Далее уточним и более конкретизируем 
этот важный вывод, вытекающий из полученных нами 
новых данных про ВЭП проводника. 

В связи с тем, что в соответствии с научными 
положениями квантовой механики и электродинами-
ки импульс (количество движения) p (Дж·с/м) сво-
бодного электрона проводника с его волновым чис-
лом k связан соотношением [4, 5] 

p= ⋅k π2/h ,   (11) 
то для полуширины полосы спектра kΔ  в рассматри-
ваемом проводнике согласно (11) можно записать 
такое выражение: 

kΔ = hpz /2 Δ⋅π ,  (12) 
где −Δ zp  изменение продольной составляющей им-
пульса p свободного электрона в металлическом про-
воднике (Дж·с/м) [3]. 

Подставив (12) в (7), получаем: 
4/hzpz =Δ⋅Δ .   (13) 

Соотношение (13), полученное на основе предло-
женного нами физико-математического подхода по 

описанию ВЭП проводника с электрическим током 
проводимости )(П ti , практически является не чем 
иным, как знаменитым соотношением неопределенно-
стей Гейзенберга [3, 4], устанавливающим связь между 
неопределенностью пространственного положения zΔ  
свободного электрона в твердом теле (материале про-
водника) и неопределенностью его продольной проек-
ции импульса zpΔ . Согласно (13) уточнение местопо-
ложения свободного электрона (уменьшение zΔ ) в 
проводнике непосредственно сказывается на увеличе-
нии неточности в значении его импульса zpΔ  (скоро-
сти Гv ) и наоборот. Кроме того, из (3), (4) и (13) видно, 
что вероятное местонахождение свободного электрона 
в исследуемом проводнике будет характеризоваться 
только плотностью вероятности ewρ  (м-3) [4] его пре-
бывания в некотором элементе цилиндрического объе-
ма ПSzV ⋅Δ=Δ  (м3) материала проводника. Чем выше 

ewρ , тем более определенным будет положение сво-
бодного электрона в межатомном пространстве мате-
риала металлического проводника. 

Численно величина ewρ  в рассматриваемом 
обобщенном случае для составной части ВЭП про-
водника может быть определена из следующего соот-
ношения: 

ewρ = 2)( −Δk · ),(ВЭП tzψ · ),(ВЭП tz∗ψ , (14) 

где ),(ВЭП tz∗ψ − интегральная волновая функция 
ВЭП, комплексно сопряженная функции ),(ВЭП tzψ , 
находимой по (3). 

В частном случае для рассматриваемой нами со-
ставной части ВЭП (t = 0) при расчетной оценке ewρ  с 
учетом (4) и найденного модуля интегральной волно-
вой функции )0,(ВЭП zψ  следует воспользоваться та-
ким соотношением: 

ewρ = 2)( −Δk · 2
ВЭП |)0,(| zψ  (15) 

Из анализа выражений (3), (4), (14) и (15) можно 
сделать вывод о том, что свободные электроны рас-
сматриваемого проводника будут, в основном, лока-
лизоваться и концентрироваться в межатомном про-
странстве его материала там, где интегральные вол-
новые функции ),(ВЭП tzψ  и )0,(ВЭП zψ  принимают 
максимальные значения. 

Памятуя о том, что из предложенных расчетных 
соотношений (3) и (4) соответственно для интеграль-
ных волновых функций ),(ВЭП tzψ  и )0,(ВЭП zψ , а 
также из базирующихся на них электронно-
энергетических выражений (5)-(15) вытекают всемир-
но известные квантовомеханические соотношения де 
Бройля (10) и Гейзенберга (13), можно заключить: 
предложенный нами квантовомеханический подход 
по определению основных волновых (ψ-функций, 

0ω , 0k , 0eE , 0eλ , kΔ , zpΔ , ewρ ) и геометрических 
( zΔ ) характеристик одной из практически идентич-
ных составных частей ВЭП в металлическом провод-
нике с электрическим током проводимости )(П ti  раз-
личных амплитудно-временных параметров не проти-
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воречит современным фундаментальным положениям 
и закономерностям квантовой физики. Это может 
свидетельствовать о работоспособности такого под-
хода в описании ВЭП металлического проводника. 

Численно оценим по (12) и (13) порядки физиче-
ских величин kΔ , zΔ  и zpΔ  для свободного электро-
на в исследуемой части ВЭП проводника. Пусть ме-
стоположение свободного электрона в материале про-
водника вначале примерно соответствует диаметру 
атома водорода, равному около zΔ =10-10 м [4]. Тогда 
из (13) неопределенность значения импульса zpΔ  
свободного электрона составит примерно 

zpΔ =1,65·10-24 Дж·с/м, что при его массе покоя 
=em 9,108·10-31 кг будет соответствовать весьма зна-

чительному разбросу значений его скорости Гv  (по-
рядку неточности в ее определении), составляющему 
около ГvΔ =1,82·106 м/с, и волнового числа k по (12) – 

kΔ =1,56·1010 м-1. При явлении электрического взрыва 
металлического проводника постоянным или им-
пульсным током проводимости )(П ti  большой плот-
ности [1, 7 − 9], когда ширина составной части ВЭП 

zΔ  составляет порядка zΔ =10-3м, искомые величины 
принимают такие значения: zpΔ =1,65·10-31 Дж·с/м и 

ГvΔ =0,182 м/с. Заметим, что в последнем случае раз-
брос по скорости ГvΔ  оказывается соизмеримым со 
средней скоростью дрейфа Dv  свободного электрона 
в металлическом проводнике [1,3]. Кроме того, для 
найденной нами по (13) величины импульса 

zpΔ =1,65·10-31 Дж·с/м полуширина полосы спектра 
kΔ  волнового числа k  в ВЭП согласно (12) составит 

численное значение, равное kΔ =1,56·103 м-1. 
 

4. ВЫВОДЫ 
1. На основе известных положений и закономер-

ностей квантовой механики и электродинамики полу-
чены аналитические выражения (3)−(15), впервые 
описывающие основные волновые и геометрические 
характеристики одной из составных частей ВЭП в 
металлическом проводнике с электрическим током 
проводимости )(П ti  произвольных амплитудно-
временных параметров. 

2. Достоверность полученных расчетных формул 
для ВЭП рассматриваемого проводника подтвержда-
ется тем, что из них вытекают известные классиче-
ские квантовомеханические соотношения де Бройля 
(10) и Гейзенберга (13). 
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