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Îáîñíîâàíèå ãèïîòåçû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ

Äàíî îáîñíîâàíèå ìàøèííîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ, âûïîëíåííîãî
ãðóïïîé ìàòåìàòèêîâ, âîçãëàâëÿåìîé Ê. Àïïåëåì è Â. Õåéêåíîì [1].

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, òðèàíãóëÿöèÿ, ïëîòíîñòü ãðàôà.

Ðàñêðàñêà ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñèíòåçà è àíàëèçà èíòå-
ãðàëüíûõ ñõåì è èõ ïðîåêòèðîâàíèè [2]. Ïðîáëåìà ðàñêðàñêè ïëîñêèõ
òðèàíãóëÿöèé òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé î ÷åòûðåõ êðàñêàõ. Â ñâÿçè ñ
ïðîáëåìîé ÷åòûðåõ êðàñîê Ã. Áèðãîô ïîñòàâèë âîïðîñ: êàêèìè ñâîéñòâàìè
äîëæíû îáëàäàòü ìèíèìàëüíûå ïëîñêèå ãðàôû, âåðøèíû êîòîðûõ íåëüçÿ
ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü ÷åòûðüìÿ öâåòàìè? Òàêèå ãðàôû íàçâàëè íåïðè-
âîäèìûìè. Çàòåì áûëè èçó÷åíû ãðàôû, íàçâàííûå ïðèâîäèìûìè êîíôè-
ãóðàöèÿìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ, ïîäãðàôàìè íåïðèâîäèìûõ ãðàôîâ.

Â 1969 ã. Õ. Õååø [3] ñâåë ïðîáëåìó ÷åòûðåõ êðàñîê ê èññëåäîâàíèþ
áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî, ìíîæåñòâà U òàê íàçûâàåìûõ íåóñòðàíèìûõ
êîíôèãóðàöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè, ãðàíÿìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè, à âíåøíåé ãðàíüþ — ìíîãîóãîëüíèê. Îí
ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïëîñêîãî ãðàôà G íàéäåòñÿ ïîäãðàô
G , èçîìîðôíûé íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè èç U è òàêîé, ÷òî åñëè ãðàô G
ÿâëÿåòñÿ 4-ðàñêðàøèâàåìûì, òî 4-ðàñêðàøèâàåìûì áóäåò è ãðàô G. Ïîçæå
÷èñëî íåóñòðàíèìûõ êîíôèãóðàöèé áûëî óìåíüøåíî äî 1482, à â 1976 ã.
êîëëåêòèâó ìàòåìàòèêîâ, âîçãëàâëÿåìîìó Ê. Àïïåëåì è Â. Õåéêåíîì,
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óäàëîñü ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü âñå ãðàôû èç ìíîæåñòâà U ÷åòûðüìÿ öâå-
òàìè, çàòðàòèâ íà ýòî ïðèáëèçèòåëüíî 2000 ÷ ðàáîòû ìîùíîé ÝÂÌ, ÷òî
ïîçâîëèëî çàÿâèòü î äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ [1]. Òåì
íå ìåíåå, òðóäíî ñîãëàñèòüñÿ ñ òàêèì äîêàçàòåëüñòâîì, ïîñêîëüêó è ñâå-
äåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ê íåóñòðàíèìûì êîíôèãóðàöèÿì, è ðàñêðàñêó ïî-
ñëåäíèõ î÷åíü ñëîæíî ïîâòîðèòü.

Ïðåäëàãàåòñÿ îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî âñå íåóñòðàíèìûå êîíôèãóðàöèè,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè, ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû
÷åòûðüìÿ êðàñêàìè, è äëÿ ýòîãî íåò íåîáõîäèìîñòè âñå èõ ïåðåáèðàòü.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Òðèàíãóëÿöèÿ — ýòî ïëîñêèé
ãðàô, âñå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè, à âíåøíÿÿ ãðàíü —
ìíîãîóãîëüíèê. Ïóñòü G V E( , ) — ãðàô, k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ c: V � {1, …, k} íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé
k-ðàñêðàñêîé ãðàôà, åñëè äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí vi,vj �V ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî c v c vi j( ) ( )� .

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèìåíüøåå ÷èñëî k, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíàÿ k-ðàñêðàñêà ãðàôà G, íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G.

Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî îáîçíà÷àåì ÷åðåç � (G). Ðàñêðàñêà ñ òàêèì ÷èñ-
ëîì êðàñîê íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé. Ïîíÿòèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà òåñ-
íî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ïëîòíîñòè ãðàôà � ( )G . Ïîä ïëîòíîñòüþ ãðàôà
ïîíèìàþò ðàçìåð �max ìàêñèìàëüíîé êëèêè Qi

max , ñîäåðæàùåéñÿ â äàííîì
ãðàôå G [4].

Îáîñíîâàíèå ãèïîòåçû. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ
ñîñòîÿò ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè. Ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðàçëè÷íûõ îáúåäèíåíèé ãðàôîâ K3 è ãðàôîâ K4 è èõ ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàöèé, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ ïî îäíîìó îá-
ùåìó ðåáðó è èìåòü îäíó îáùóþ âåðøèíó. Ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè îáúå-
äèíåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî � �( ) ( )G G1 3 4	 	 ,
à � ( )G2 3	 . Ïðîèçâîëüíûå òðèàíãóëÿöèè ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû íå òîëüêî
ïîñðåäñòâîì îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ K3 è K4, íî è â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ â
êàæäóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü âåðøèí { }x i ïðèñîåäèíåíèé èõ ñ âåðøèíàìè
òðåóãîëüíîé ãðàíè, â êîòîðóþ îíè ïîìåùåíû.

Ðàññìîòðèì, êàê âëèÿåò äîáàâëåíèå âåðøèí { }x i íà õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî ãðàôà íà ïðèìåðå ãðàôà G1. Íîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç
ãðàôà G1 äîáàâëåíèåì ìíîæåñòâà âåðøèí { }x i = {6, 7, 8, 9}, áóäåò èìåòü
âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2. Ïîñêîëüêó ãðàô G1 èìååò õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî� ( )G1 4	 , âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, {1, 3, 4}, {2,
3, 5} ìîãóò áûòü îêðàøåíû â òðè ðàçëè÷íûõ öâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
äîáàâëåííûå âåðøèíû { }x i = {6, 7, 8, 9} â êàæäîì òðåóãîëüíèêå ìîæíî
ïîêðàñèòü ñîîòâåòñòâåííî â ÷åòâåðòûé öâåò, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòü
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ðàñêðàñêè òðèàíãóëÿöèè. ßñíî, ÷òî åñëè âî âñå òðåóãîëüíèêè òðèàíãóëÿ-
öèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2, äîáàâèòü â êàæäóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü
âåðøèíû{ }x i , ñîåäèíÿÿ èõ ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíîé ãðàíè, â êîòîðóþ îíè
ïîìåùàþòñÿ, òî ïîëó÷èì íîâóþ òðèàíãóëÿöèþ â âèäå ãðàôà G áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè, èìåþùåé òîæå ñàìîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî � ( )G 	 4. Ïðè
ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü òðèàíãóëÿöèþ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, õðîìàòè-
÷åñêîå ÷èñëî êîòîðîé íå áóäåò ìåíÿòüñÿ è íå áóäåò ïðåâûøàòü ÷åòûðåõ.
Òàêèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ ãðàôîâ G2 è G3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ âåðøèí{ }x i â ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ,
çàäàííóþ â âèäå ãðàôà G, ïðèâîäèò ê íîâîé òðèàíãóëÿöèè G | ñ õðîìàòè-
÷åñêèì ÷èñëîì � ( )G 
 4.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èç ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿöèè, çàäàííîé â âèäå
ãðàôà G, óäàëèòü âñå âåðøèíû{ }x i , ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ G | ñ õðîìàòè-
÷åñêèì ÷èñëîì �( )G 
 4. Òîãäà âîïðîñ ðàñêðàñêè ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿ-
öèè ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ òðèàíãóëÿöèé,
îáðàçîâàííûõ èç îäíèõ òðåóãîëüíèêîâ, òàê êàê åñëè òðèàíãóëÿöèÿ G |

îêðàøèâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè, òî äîáàâëåíèå âåðøèí { }x i íå èçìåíèò
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî òðèàíãóëÿöèè, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ
âåðøèí. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè ðàñêðàñêè ÷åòûðüìÿ
êðàñêàìè òðèàíãóëÿöèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç òðåóãîëüíèêîâ è ñîîòâåòñò-
âåííî íå ñîäåðæàùèõ ãðàôîâ K4.

Íà÷íåì ñ òðèàíãóëÿöèé, íå ñîäåðæàùèõ ãðàôîâ K4, ôîðìèðóþùèõñÿ
íà îñíîâå ïîäãðàôîâ òðèàíãóëÿöèé, íàçûâàåìûõ êîëåñàìèWn [5]. Êàæäîå
êîëåñî èìååò âåðøèíó i, êîòîðóþ íàçîâåì öåíòðîì êîëåñà. Âåðøèíû, ñ
êîòîðûìè ñîåäèíåí öåíòð i, íàçûâàþò îêðóæåíèåì âåðøèíû i, à ðåáðà,
ñîåäèíÿþùèå öåíòð êîëåñà i ñ âåðøèíàìè îêðóæåíèÿ,— ñïèöàìè (ðèñ. 3).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî W3 = K4, à | |W nn 	 �1. Ðàññìîòðèì äâà êîëåñà ñ
÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí â îêðóæåíèè öåíòðà è íå÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí
îêðóæåíèÿ. ßñíî, ÷òî åñëè îêðóæåíèå èìååò ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí, òî âåð-
øèíû îêðóæåíèÿ ìîãóò áûòü îêðàøåíû äâóìÿ êðàñêàìè, à êîëåñî ïîë-
íîñòüþ — òðåìÿ êðàñêàìè. Åñëè æå ÷èñëî âåðøèí â îêðóæåíèè êîëåñà —
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íå÷åòíîå, òî îêðóæåíèå êîëåñà âñåãäà îêðàøèâàåòñÿ òðåìÿ êðàñêàìè, à
ïîëíîå êîëåñî — ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî ïðîèçâîëüíîãî êîëåñà � ( )Wn 
 4.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó íàðàùèâàíèÿ êîëåñà äî ìàêñèìàëüíî ïëîñêîé
êîíôèãóðàöèè áåç ìóëüòèðåáåð ïîñðåäñòâîì ïîäñîåäèíåíèÿ ê íåìó òðå-
óãîëüíèêà.

Ï ð î ö å ä ó ð à Â

Ø à ã 1. Âûáèðàåì ðåáðî ( , )i j Wn� è ñîåäèíÿåì âåðøèíû i è j ñ íîâîé
âåðøèíîé k Wn , ò.å. ïîäñîåäèíÿåì òðåóãîëüíèê ( , , )i j k ê êîëåñó Wn è
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà.

Ø à ã 2. Ñîåäèíÿåì âåðøèíó k ñ âåðøèíîé s Wn� , ñ êîòîðîé âåðøèíà k
ìîæåò îáðàçîâàòü òðåóãîëüíóþ ãðàíü, è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþ-
ùåãî øàãà.

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì, åñòü ëè åùå âåðøèíû p Wn� , ñ êîòîðûìè âåðøèíà
k ìîæåò îáðàçîâàòü òðåóãîëüíóþ ãðàíü, íå îáðàçîâûâàÿ ìóëüòèðåáåð ñ
ó÷åòîì óæå ïîñòðîåííûõ íîâûõ ðåáåð èç âåðøèíû k. Åñëè åñòü, òî ïåðå-
õîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 2, èíà÷å ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òàê êàê
ìàêñèìàëüíî ïëîñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Gn

* , íå ñîäåðæàùàÿ ìóëüòèðåáåð, ïî-
ñòðîåíà ïîñðåäñòâîì ïîäñîåäèíåíèÿ òðåóãîëüíèêà ( , , )i j k .

Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû Â äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíî ïëîñ-
êîé òðèàíãóëÿöèè G7 áåç ìóëüòèðåáåð íà îñíîâå êîëåñàW5 ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 4. Òðèàíãóëÿöèþ G7 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ,
ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5. Êàê âèäèì, õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïðè ïîäñîåäè-
íåíèè òðåóãîëüíèêà è äîïîëíåíèè òðèàíãóëÿöèè äî ìàêñèìàëüíî ïîëíîé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Â íå èçìåíÿåòñÿ. Äàëüíåéøåå ðàçðàñòàíèå
òðèàíãóëÿöèè âîçìîæíî ïðè ïîäñîåäèíåíèè î÷åðåäíîãî òðåóãîëüíèêà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Â.
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{ }xi = {6, 7, 8, 9}



Ðåçóëüòàò òàêîãî ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ òðèàíãóëÿöèèG10 ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì ïîäñîåäèíåíèåì òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè 8, 9, 10 ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ. 6, à. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ïîÿâëåíèþ â òðåóãîëüíûõ ãðàíÿõ ãðàôà
G || öåíòðîâ 8, 9, 10, ñîåäèíåííûõ ñ âåðøèíàìè êàæäîé ãðàíè (ðèñ. 6, á).
Ïîñêîëüêó óæå óñòàíîâëåíî, ÷òî íàëè÷èå ýòèõ öåíòðîâ íå èçìåíÿåò õðîìà-
òè÷åñêîãî ÷èñëà òðèàíãóëÿöèè, èõ ìîæíî óäàëèòü âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè
èì ðåáðàìè. Åñëè ïîñòðîåíèå òðèàíãóëÿöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå
ïðîèçâîëüíîãî êîëåñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Â, òî åå õðîìàòè-
÷åñêîå ÷èñëî íå áóäåò ïðåâûøàòü ÷åòûðåõ.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ òðèàíãóëÿöèé ïîñðåäñòâîì
îáúåäèíåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîëåñ, êîòîðîå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî îäíîìó
ðåáðó (i j, ) èëè íåñêîëüêèì ðåáðàì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îáúåäèíåíèÿ êîëåñ
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Ðèñ. 4. Òðèàíãóëÿöèÿ G7
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Ðèñ. 6. Òðèàíãóëÿöèÿ G10



W4 è W5 ïî ðåáðó (4, 5) (ðèñ. 7) ðåáðî
( , )i j , ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèå, áóäåò ïðèíàäëåæàòü îäíî-
âðåìåííî äâóì öèêëàì, îáðàçîâàííûì
íà âåðøèíàõ îêðóæåíèÿ öåíòðîâ, êàê
îäíîãî, òàê è äðóãîãî êîëåñà.

Íà ðèñ. 7 òàêèìè öèêëàìè ÿâëÿþò-
ñÿ öèêëû (1, 2, 3, 4, 5) è (4, 7, 8, 5). ßñíî,
÷òî åñëè öåíòðû îáúåäèíÿåìûõ êîëåñ
îêðàñèòü â îäèí öâåò, à ðàñêðàñêó íà-
÷àòü ñ êîíöåâûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæà-
ùèõ îáúåäèíåíèþ, òî â êîëåñå ñ íå÷åò-
íûì ÷èñëîì âåðøèí ïîíàäîáèòñÿ òðè
êðàñêè, à ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí —
äâå êðàñêè, ñ ó÷åòîì êðàñêè äëÿ öåíò-
ðîâ êîëåñ ïîíàäîáèòñÿ íå áîëåå ÷åòû-
ðåõ êðàñîê. Ïðè ýòîì ðàñêðàñêà áóäåò
âñåãäà îñòàâàòüñÿ ïðàâèëüíîé íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, êàêîé öèêë íà÷èíàåì êðà-
ñèòü ïåðâûì, âàæíî, ÷òîáû ðàñêðàñêà
íà÷èíàëàñü ëèáî ñ âåðøèíû 4 ëèáî ñ
âåðøèíû 5.

Òàê, ïðè îáúåäèíåíèè êîëåñ, ïðè-
âåäåííûõ íà ðèñ. 7, âåðøèíû, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ öåíòðàìè êîëåñ 6 è 9, ìîæíî ñðà-

çó ïîêðàñèòü â îäèí öâåò D, à âåðøèíû îêðóæåíèÿ îäíîãî èç êîëåñ,
íàïðèìåð êîëåñà W4 ñ öåíòðîì 9, íà÷èíàåì êðàñèòü ñ âåðøèíû 4 èëè 5.
Ïóñòü ïðè ýòîì âåðøèíà 4 ïîëó÷èò êðàñêó À, òîãäà âåðøèíà 7 ïîëó÷èò êðàñ-
êó Â, âåðøèíà 8 — êðàñêó À, âåðøèíà 5 — êðàñêó Â. Åñëè, ïðîäîëæàòü
ðàñêðàñêó âòîðîãî öèêëà ñ âåðøèíû 4, òî âåðøèíà 3 ïîëó÷èò êðàñêó Â,
âåðøèíà 2 — êðàñêó À è âåðøèíà 1 — êðàñêó Ñ.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíûõ êîëåñ ïî ðåáðó äàåò
òðèàíãóëÿöèþ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷åòûðåõ. Åñëè
â ïàðå îáúåäèíåííûõ êîëåñ åñòü êîëåñî ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì â îêðóæåíèè
öåíòðà îäíîãî èç êîëåñ, òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå ïðåâûñèò ÷åòûðåõ
íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîå ÷èñëî êîëåñ áóäåò îáúåäèíåíî è êàêîãî îíè
áóäóò ðàçìåðà.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà îáúåäèíåíèå êîëåñ ïðîèñõî-
äèò ïî íåñêîëüêèì ðåáðàì (ðèñ. 8). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñåêàþòñÿ äâà êîëåñà
W5 ñ öåíòðîì 6 è êîëåñî W8 ñ öåíòðîì 11. Îáúåäèíåíèå ïðîèñõîäèò ïî
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Ðèñ. 7. Îáúåäèíåíèå êîëåñ W5 è W4 ïî
ðåáðó (4, 5)
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Ðèñ. 8. Îáúåäèíåíèå êîëåñ W5 è W8 ïî
ðåáðàì (1, 2,); (2, 3); (3, 4): â ñêîáêàõ ó
êàæäîé âåðøèíû óêàçàíû öâåòà îêðàñêè



ðåáðàì (1, 2,), (2, 3), (3, 4), êîòîðûå íà ðèñ. 8 âûäåëåíû ïîëóæèðíûìè
ëèíèÿìè. Åñëè ðàñêðàñêó öåíòðîâ êîëåñ îñóùåñòâèòü â îäèí öâåò, íà-
ïðèìåð öâåò D, à ðàñêðàñêó öèêëîâ, îáðàçóþùèõ îêðóæåíèå öåíòðîâ êî-
ëåñ, íà÷èíàòü ñ êîíöåâûõ âåðøèí 1 èëè 4 ïåðåñå÷åíèÿ, òî ïîíàäîáèòñÿ
÷åòûðå êðàñêè, ïîñêîëüêó åñòü êîëåñî W5.

ßñíî, ÷òî åñëè íàðàùèâàòü òðèàíãóëÿöèþ ïîñðåäñòâîì îáúåäèíåíèÿ ñ
äðóãèìè êîëåñàìè, â êîòîðûõ îáúåäèíåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî íå-
ñêîëüêèì ðåáðàì, òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî òàêîé òðèàíãóëÿöèè � ( )G 
 4.
Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî òðèàíãóëÿöèè áóäåò � ( )G 
 3 òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè â íåé íå ñîäåðæèòñÿ êîëåñî ñ îêðóæåíèåì èç íå÷åòíîãî ÷èñëà âåðøèí.
Åñëè òðèàíãóëÿöèÿ íå ñîäåðæèò êîëåñ, òî îíà âñåãäà ìîæåò áûòü
äîñòðîåíà äî êîëåñà èëè îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ êîëåñ.

Èòàê, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãðàô, âñå ãðàíè êîòîðîãî
êðîìå âíåøíåé, ÿâëÿþùåéñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, åñòü òðåóãîëüíèêè, òî
òàêîé ãðàô ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ïîñðåäñòâîì ïîäñîåäèíåíèÿ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Â â ìàêñèìàëüíî ïëîñêîå êîëåñî áåç
ìóëüòèðåáåð è îáúåäèíåíèÿ êîëåñ. Åñëè â ãðàôå îòñóòñòâóþò êîëåñà, îí
âñåãäà ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî êîëåñà èëè îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ êî-
ëåñ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì íîâûé ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïëîñêóþ
òðèàíãóëÿöèþ è ñîäåðæàùèé â ñåáå èñõîäíóþ òðèàíãóëÿöèþ â âèäå ïîä-
ãðàôà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàíî èìååò õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþ-
ùåå ÷åòûðåõ êðàñîê. Ñëåäîâàòåëüíî, è âñå íåóñòðàíèìûå êîíôèãóðàöèè èç
ìíîæåñòâà U, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè, êîòîðûå ðàñ-
êðàøèâàëà ãðóïïà Ê. Àïïåëÿ, òîæå èìåþò õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî � ( )G 
 4,
÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåóñòðàíèìûå êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè, ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè, è äëÿ
ýòîãî íåò íåîáõîäèìîñòè âñå èõ ïåðåáèðàòü.
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ÎÁ¥ÐÓÍÒÓÂÀÍÍß Ã²ÏÎÒÅÇÈ ÏÐÎ ×ÎÒÈÐÈ ÔÀÐÁÈ

Äàíî îá´ðóíòóâàííÿ ìàøèííîãî äîêàçó ã³ïîòåçè ïðî ÷îòèðè ôàðáè, ÿêèé âèêîíàíî ãðóïîþ
ìàòåìàòèê³â, î÷îëþâàíîþ Ê. Àïïåëåì ³ Â. Õåéêåíîì [1].

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: õðîìàòè÷íå ÷èñëî, òð³àíãóëÿö³ÿ, ù³ëüí³ñòü ãðàôà.

S.V. Listrovoy , E.S. Listrovaya

SUBSTANTIATION OF THE HYPOTHESIS ON FOUR COLORS

The paper provides a substantiation of the machine proof of the hypothesis of four colors con-
ducted by a group of mathematicians headed by K. Appel and V. Heiken [1].

K e y w o r d s: chromatic number, triangulation, graph density.
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