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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû è àëãîðèòìû áûñòðîé îöåíêè ìåð ðàññòî-
ÿíèÿ/ñõîäñòâà äàííûõ ïî ôîðìèðóåìûì âåùåñòâåííûì âåêòîðàì ìàëîé ðàç-
ìåðíîñòè. Ïðèâåäåíû ìåòîäû áåç îáó÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèå ãëàâíûì îáðà-
çîì ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå è ñýìïëèðîâàíèå. Èñõîäíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ
â îñíîâíîì âåêòîðàìè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè
(åâêëèäîâûì, ìàíõýòòåíîâûì, ñòàòèñòè÷åñêèìè è äð.) è ñõîäñòâàìè (ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì è äð.). Îáñóæäàþòñÿ è âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåâåê-
òîðíûõ äàííûõ. Ïîëó÷àåìûå âåêòîðû ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü â àëãîðèòìàõ
ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è äð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàññòîÿíèå, ñõîäñòâî, âëîæåíèÿ, ñêåò÷è, ñíèæåíèå ðàç-
ìåðíîñòè, ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå, ñýìïëèðîâàíèå, ëåììà Äæîíñîíà–Ëèí-
äåíøòðàóññà, ÿäåðíîå ñõîäñòâî, ïîèñê ïî ñõîäñòâó.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Ôóíêöèè (ìåðû) ðàññòîÿíèÿ è ñõîäñòâà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê â ïîèñêå ïî

ñõîäñòâó, òàê è âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ àíàëèçà äàííûõ, ìàøèííîãî îáó÷å-

íèÿ, ñòàòèñòèêè (êëàñòåðíûé àíàëèç, êëàññèôèêàöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì

áëèæàéøåãî ñîñåäà, ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå è äð.). Äëÿ ñëîæíî âû÷èñëè-

ìûõ ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ àêòóàëüíà èõ áûñòðàÿ îöåíêà èëè âû÷èñëåíèå ãðàíèö

çíà÷åíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé îöåíêè ÷àñòî èñïîëüçóþò ïðåîáðàçîâàíèå èñ-

õîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííûõ (îáúåêòîâ) ðàçëè÷íîãî òèïà (âåêòîðíûõ è íå-

âåêòîðíûõ) ñ ðàçíûìè ìåðàìè ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà â ïðåäñòàâëåíèÿ (îáû÷íî

âåêòîðíûå, ìàëîé ðàçìåðíîñòè), êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòåëüíî ëåãêî îöå-

íèòü ñõîäñòâî èñõîäíûõ äàííûõ. Ñëîæíîñòü îöåíêè ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ìåæäó

âåêòîðàìè (íàïðèìåð, åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ èëè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äð.)

ëèíåéíà îò èõ ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó ïðè íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñëîæíîñòü íå-

âåëèêà. Äëÿ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé òàêæå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ïî-

èñêà ïî ñõîäñòâó, ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, êëàññèôèêàöèè, êëàñ-

òåðèçàöèè, àïïðîêñèìàöèè, îòáîðà èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ è äð.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàí îáçîð ïîäõîäîâ, ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ áûñòðîé

îöåíêè ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííûõ ïî âåùåñòâåííûì

âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì. (Áèíàðíûå è öåëî÷èñëåííûå âåêòîðíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ äëÿ áûñòðîé îöåíêè ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ðàññìîòðåíû â [1].) Ïðåäñòàâëåíû

â îñíîâíîì ìåòîäû áåç àäàïòàöèè ê äàííûì (íî ñì. ïîäðàçä. 9.4). Áîëüøèíñòâî

ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìû, õîòÿ â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ äàíû òîëüêî òåîðåòè÷åñêèå ãðàíèöû íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. (Ââè-

äó îãðàíè÷åííîãî îáúåìà ñòàòüè öèòèðóþòñÿ â îñíîâíîì ïóáëèêàöèè, ñîäåðæà-

ùèå ññûëêè íà ïðåäûäóùèå ðàáîòû.)
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1.1. Ðàññòîÿíèÿ è ñõîäñòâà. Äëÿ êàæäîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ (îáú-

åêòîâ) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåðû ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà. ×èñëî òèïîâ ïðåäñòàâ-

ëåíèé íåâåëèêî. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, à òàêæå

ìíîæåñòâà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äåðåâüÿ è ãðàôû.

Íàïðèìåð, åñëè îáúåêòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñîâîêóïíîñòè ÷èñëîâûõ ïðè-

çíàêîâ (êàê âåùåñòâåííûå âåêòîðû x y, ðàçìåðíîñòè D), ñõîäñòâîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå sim dot ( , )x y � � � � ��x y, x yi ii

D

1
. Á�ëüøèå çíà÷åíèÿ

ñõîäñòâ ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ñõîæèì îáúåêòàì. Äëÿ îöåíêè ñõîäñòâà îáúåêòîâ

èñïîëüçóþò òàêæå ðàññòîÿíèå, ò.å. «íåñõîäñòâî» (íàïðèìåð, óãîë èëè åâêëèäîâî

ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè). Áîëüøèì çíà÷åíèÿì ñõîäñòâà ñîîòâåòñòâóþò ìà-

ëûå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ. Ìíîãèå ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè, ò.å. ïîä÷èíÿ-

þòñÿ òàêèì ìåòðè÷åñêèì àêñèîìàì, êàê íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è äð. Ñâîé-

ñòâà ìåð ñõîäñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, íàïðè-

ìåð, äëÿ ìåòðèê èñïîëüçóþò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ âåêòîðîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ Ìèíêîâñêîãî Ls ðàçëè÷íîãî
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Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ìåòðè÷åñ-

êèå ðàññòîÿíèÿ L2 (åâêëèäîâî | | | |x y� 2), L
1

(ìàíõýòòåíîâî | | | |x y� 1), L� (ðàñ-

ñòîÿíèå ×åáûøåâà èëè ìàêñèìóìà | | | |x y� � ). Ïðè 0 1� �s ïîëó÷àþòñÿ äðîáíûå

ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ

Ìèíêîâñêîãî ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè ñîñòàâëÿåò O D( ). Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ñ ðàññòîÿíèåì Ls òàêæå îáîçíà÷èì Ls (èëè Ls
D ïðè åãî ðàçìåðíîñòè D). Ìíîãèå

òèïû ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé îáúåêòîâ ðàññìîòðåíû

â [2]. Îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé â íàñòîÿùåì îáçîðå ïðèâîäÿòñÿ ïî ìåðå èõ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ.

1.2. Âëîæåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå f ( )x ìíîæåñòâà îáúåêòîâ èñõîäíîãî ïðîñò-

ðàíñòâà â öåëåâîå (îáû÷íî áîëåå «ëåãêîå»), ñîõðàíÿþùåå èñõîäíûå ðàññòîÿíèÿ,

íàçûâàþò âëîæåíèåì. Õîòÿ öåëåâûìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷íîãî

òèïà (íàïðèìåð, ìåòðèêè äåðåâüåâ [3] è äð.), â îñíîâíîì ïðèìåíÿþò âëîæåíèÿ

â íîðìèðîâàííûå (âåêòîðíûå) ïðîñòðàíñòâà Ls.

Êà÷åñòâî âëîæåíèé îöåíèâàþò [3, 4] èñêàæåíèåì ðàññòîÿíèé. ×àñòî äëÿ ìà-

ëûõ �� 0 èñïîëüçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíîå èñêàæåíèå — ìèíèìàëüíîå �, ïðè

êîòîðîì

( ) ( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( , )1 11 2 1� � � �� �dist dist f f distx y x y x y . (1)

Íàçîâåì åãî 1� �-èñêàæåíèåì, èëè èñêàæåíèåì 1� �. Äëÿ áîëüøèõ èñêàæåíèé

A �1 âûðàæåíèå äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî A-èñêàæåíèÿ èìååò âèä

dist dist f f dist1 2 1( , ) / ( ( ), ( )) ( , )x y A x y A x y� � . (2)

Àääèòèâíîå èñêàæåíèå � �a , �a � 0, îïðåäåëèì êàê

dist dist f f dist1 2 1( , ) ( ( ), ( )) ( , )x y x y x ya a� � � �� � . (3)

Èñêàæåíèÿ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü íå äëÿ ðàññòîÿíèé dist, à äëÿ ñõîäñòâ sim.

Ïðè � � 0, �a � 0, A �1â âûðàæåíèÿõ (1)–(3) ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà ñîõðàíÿþò-

ñÿ òî÷íî, ò.å. èìååò ìåñòî èçîìåòðèÿ, íàïðèìåð âëîæåíèå Ôðåøå N îáúåêòîâ

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â L� , âñåãî ïðîñòðàíñòâà L1 â L� ([3] è ïîäðàçä. 6.1),

ÿäåðíûõ ñõîäñòâ � ( , )x y â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H (ðàçä. 7).

Ê íåäîñòàòêàì èçîìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé îòíîñÿò ñëåäóþùèå: ðàññòîÿíèÿ

ñîõðàíÿþòñÿ îáû÷íî òîëüêî äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ðàçìåðíîñòü

âëîæåíèé âåëèêà, è òàêèõ âëîæåíèé èçâåñòíî ìàëî. Ïîýòîìó âîñòðåáîâàíû ïðè-
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áëèæåííûå âëîæåíèÿ â âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (ìàëîé ðàçìåðíîñòè), ïîçâîëÿþ-

ùèå áûñòðî îöåíèòü èñõîäíûå ðàññòîÿíèÿ ñ ìàëûì èñêàæåíèåì [3, 4].

Äëÿ òàêèõ çàäà÷, êàê ïîèñê ïî ñõîäñòâó, îáúåêòû-çàïðîñû ÷àñòî çàðàíåå íå-

èçâåñòíû, à ñîñòàâ îáúåêòîâ áàçû, ãäå âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Ïî-

ýòîìó òðåáóþòñÿ çàáûâ÷èâûå (oblivious) ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé

îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê íîâûì îáúåêòàì [5] (íå èçìåíÿÿ ñóùåñò-

âóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé). Â [6] çàáûâ÷èâûå âëîæåíèÿ îáúåêòîâ íå çàâèñÿò îò äðó-

ãèõ îáúåêòîâ (áîëåå ñèëüíîå îïðåäåëåíèå çàáûâ÷èâîñòè). Â íàñòîÿùåì îáçîðå

áîëüøèíñòâî ïðåîáðàçîâàíèé çàáûâ÷èâûå ñîãëàñíî [6].

Ïîñêîëüêó âëîæåíèå ëþáûõ îáúåêòîâ ñ ìàëûì èñêàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òðóä-

íîé çàäà÷åé, çàáûâ÷èâûå âëîæåíèÿ îáû÷íî ðàíäîìèçèðîâàííûå (âûïîëíÿþòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ãàðàíòèðóþò èñêàæåíèå ëèøü ñ íå-

êîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ). Íàïðèìåð, ðàíäîìèçèðîâàííûì ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå ðàç-

ìåðíîñòè (ðàçíîâèäíîñòü âëîæåíèÿ, ãäå âèä ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ,

à ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèé óìåíüøàåòñÿ) âåêòîðîâ äëÿ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ

ïî ëåììå JL ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ïðîåêöèé (ðàçä. 2).

1.3. Ñêåò÷è. Êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ïðèìåíÿþò-

ñÿ äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ èõ õàðàêòåðèñòèê, íàçûâàþòñÿ ñêåò÷àìè [7]. Êàê è âëîæåíèÿ,

cêåò÷è, èñïîëüçóåìûå äëÿ îöåíêè ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ, îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè.

Äëÿ îöåíêè ðàññòîÿíèé èñõîäíûõ îáúåêòîâ ïî ñêåò÷àì ìîæíî èñïîëüçîâàòü

íå ðàññòîÿíèå, êàê âî âëîæåíèÿõ, à äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, ìåäèàí-

íûå îöåíêè è ò.ï., ðàçä. 4). Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü èñõîäíîãî ðàññòîÿ-

íèÿ/ñõîäñòâà îò íåêîòîðîé âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìîé ïî ñêåò÷àì, áûâàåò ñëîæíîé

èëè íåèçâåñòíîé, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáóëÿöèþ.

×àñòî ñêåò÷àìè íàçûâàþò êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ïîòîêî-

âîé îáðàáîòêè [7] (êîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ çàäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîì-

ïîíåíòîâ èëè èõ ïðèðàùåíèé). Ñêåò÷àìè òàêæå íàçûâàþò âåêòîðû ñ áèíàðíûìè èëè

öåëî÷èñëåííûìè (äèñêðåòíûìè) êîìïîíåíòàìè [1]. Òàêèå âåêòîðû ëåãêî îáðàáàòûâà-

þòñÿ è îáû÷íî çàíèìàþò ìåíüøå ïàìÿòè, ÷åì èñõîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñêåò÷àìè áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíûõ îáúåê-

òîâ äëÿ îöåíêè èõ ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ (âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû âëîæåíèé).

Âðåìÿ îöåíêè èñõîäíîãî ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà ïî ñêåò÷àì ðàçìåðíîñòè d îáû÷-

íî ñîñòàâëÿåò O d( ) (ëèíåéíàÿ âðåìåíí�ÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà). Ïîýòîìó ïðè

d D� èñõîäíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì óñêîðåíèå îöåíîê. Äëÿ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé ñ õóäøåé, ÷åì ëèíåéíàÿ, ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà åå ñíè-

æåíèå äî ëèíåéíîé äëÿ ñêåò÷åé òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì óñêîðåíèÿ. Îòìåòèì,

÷òî áûâàþò ïîëåçíû âëîæåíèÿ è ñêåò÷è áåç ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè (÷èñëà ýëåìåí-

òîâ) ïðåäñòàâëåíèé, íàïðèìåð, åñëè äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, îöåíêè ìåð ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ëèáî äðóãèå àëãîðèòìû èëè

ìåòîäû, òðåáóþùèå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åííîãî òèïà [4].

1.4. Ñòðóêòóðà îáçîðà. Â ðàçä. 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè

âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíûì ïðîåöèðîâàíèåì è èñêàæåíèÿ îöåí-

êè åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ (à òàêæå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, óãëà) èñõîäíûõ âåê-

òîðîâ ïî ïîëó÷åííûì ñêåò÷àì. Â ðàçä. 3 îáñóæäàåòñÿ óñêîðåíèå ñëó÷àéíîãî ïðî-

åöèðîâàíèÿ. Â ðàçä. 4 ïðèâîäÿòñÿ âëîæåíèÿ è ñêåò÷è äëÿ îöåíêè íååâêëèäîâûõ

ðàññòîÿíèé Ìèíêîâñêîãî.

Â ðàçä. 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêåò÷è ñýìïëèðîâàíèåì (îòáîðîì ïîäìíîæåñòâà

êîìïîíåíòîâ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé), â ðàçä. 6 — âëîæåíèÿ äëÿ îöåíêè ðàññòîÿ-

íèé ìåæäó íåâåêòîðíûìè äàííûìè, à â ðàçä. 7 — àïïðîêñèìàöèÿ ÿäåðíûõ ñõîäñòâ.

Â ðàçä. 8 îïèñûâàþòñÿ äðóãèå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, âêëþ÷àÿ âëîæåíèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé, ýêâèâàëåíòíîñòü ñêåò÷åé è âëîæåíèé, ïðèáëèæåííûé

ïîèñê ïî ñõîäñòâó. Â ðàçä. 9 ïðèâîäÿòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ðàññìîòðåííûõ

âåùåñòâåííûõ âëîæåíèé è ñêåò÷åé, äàíî ñðàâíåíèå ñ ìåòîäàìè ñ îáó÷åíèåì.
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2. ÑÍÈÆÅÍÈÅ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ ÂÅÊÒÎÐÎÂ ÅÂÊËÈÄÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÌ ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈÅÌ

2.1. Ëåììû Äæîíñîíà–Ëèíäåíøòðàóññà. Âîçìîæíîñòü îöåíêè åâêëèäîâà ðàñ-

ñòîÿíèÿ L2 èñõîäíûõ âåêòîðîâ ñ ìàëûì èñêàæåíèåì ïî åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ

ìåæäó èõ âëîæåíèÿìè ìàëîé ðàçìåðíîñòè (ò.å. ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè) äàåò

ëåììà JL (Johnson–Lindenstrauss).

Ëåììà JL [8, 4]. Äëÿ ìíîæåñòâà { }x x1� �� N ëþáûõ N âåêòîðîâ â âåùåñò-

âåííîì ïðîñòðàíñòâå �
D (íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè D) ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

f : � �
D d� , d O N� ( / )log �2 ñ èñêàæåíèåì êàæäîãî èç N N( ) /�1 2 ðàññòîÿíèé

L2 ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè íå áîëåå 1� � (ò.å. äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ (1) äëÿ åâêëè-
äîâûõ dist1 è dist 2 ).

Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû JL [9–11] èñïîëüçóþò ëèíåéíûå ðàíäîìèçèðîâàííûå

âëîæåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âàðèàíòàìè òàê íàçûâàåìîé

ëåììû JL äëÿ ðàñïðåäåëåíèé (DJL), òàêæå èçâåñòíîé [4] êàê ëåììà ñëó÷àéíûõ

ïðîåêöèé (random projection). Ýòè DJL-ëåììû óòâåðæäàþò, ÷òî ñóùåñòâóþò êëàñ-

ñû ðàñïðåäåëåíèé ìàòðèö ðàçìåðà d D� òàêèå, ÷òî ìàòðèöà R , ñëó÷àéíî âûáðàí-

íàÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z��
D ñ âåðîÿòíîñòüþ Pr (ïî ðåàëèçà-

öèÿì R ) îáåñïå÷èâàåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå 1� � èñêàæåíèå åâêëèäîâîé íîðìû z :

Pr {( ) | | | | | | | |1 2 2� � �� z Rz ( )| | | |1 12� � �� �z } äëÿ ëþáûõ 0� �, �� 1 2/ ïðè

d O D� �(min , log( / ) ){ }� �2 1 . ×àñòî ëåììû (D)JL ôîðìóëèðóþò â òåðìèíàõ êâàä-

ðàòîâ íîðì è ðàññòîÿíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì DJL îñíîâàíî íà êîíöåíòðàöèè (äëÿ êîíêðåòíûõ êëàñ-

ñîâ R) | | | |Rz 2 âîêðóã | | | |z 2 (èëè | | | |Rz
2
2 âîêðóã | | | |z

2
2). Äëÿ ëåììû DJL (ñ ëèíåé-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Rz) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå d � ��( log( / ))� �2 1 [12, 13].

Èç ëåììû DJL, âûáèðàÿ �� �2 1/ / ( )N N è ïîëàãàÿ z x y� � äëÿ âñåõ

N N( ) /�1 2 ïàð âåêòîðîâ, ïîëó÷àþò âûïîëíåíèå ëåììû JL c áîëüøîé âåðîÿòíîñ-

òüþ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà Áóëÿ (union bound). Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà 1� �
â ëåììå DJL íå çàâèñèò îò | | | |z 2 , à â ëåììå JL — îò | | | |x y� 2 . Ïîýòîìó â äîêà-

çàòåëüñòâàõ ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìó ýòèõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé.

Ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå îáåñïå÷èâàåò çàáûâ÷èâîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàç-

ìåðíîñòü d O N� �( log )� 2 â ëåììå JL îïòèìàëüíà äëÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Rz [14] è â log( / )1 � ðàç áîëüøå îïòèìàëüíîé â îáùåì ñëó÷àå [15].

Áóäåì íàçûâàòü JLT êëàññû ìàòðèö ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ ëåììà JL. Áîëüøèì (íî íå åäèíñòâåííûì) êëàññîì JLT ÿâëÿþòñÿ ìàò-
ðèöû ñ ýëåìåíòàìè i.i.d. (íåçàâèñèìî è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè) ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè (ñ.â.) èç ñóáãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [11, 16–18]. Öåíòðèðîâàííàÿ ñ.â.

x ñóáãàóññîâà, åñëè � �c 0 � �� 0 Pr{ }| |x � �� 2 2exp ( )�c� . Íàïðèìåð, ñóáãàóññî-

âûìè JLT ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ñ i.i.d. ýëåìåíòàìè èç ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ
Norm (0,1), ñ áèíàðíûìè ýëåìåíòàìè èç {� �1 1, } ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 (ðàñïðåäåëå-

íèå Ðàäåìàõåðà), ñ òåðíàðíûìè ýëåìåíòàìè èç { }� �1 0 11 2 1 2/ , , // /q q ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè âåðîÿòíîñòÿìè { }q q q/ , , /2 1 2� è äð. [11, 16–18]. Ðàçìåðíîñòü d â ëåììàõ
(D)JL çàâèñèò îò c. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ëåììû DJL ñëåäóåò óìíîæàòü

Rz ñ òàêèìè R íà 1/ d ëèáî ïîëó÷àòü R òàêèì æå ìàñøòàáèðîâàíèåì (ñóáãàóñ-

ñîâûõ) ñ.â.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü JLT ñ ìàòðèöàìè, êîòîðûå èìåþò ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé

èçîìåòðèè (Restricted Isometry Property, RIP) [18–20]: äëÿ ëþáîãî k-ðàçðåæåííîãî

âåêòîðà (ò.å. âåêòîðà ñ íå áîëåå ÷åì k íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè) óìíîæåíèå íà

RIP-ìàòðèöó ñîõðàíÿåò êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû ñ èñêàæåíèåì 1� �. Òàêèå

RIP-ìàòðèöû èñïîëüçóþò â çàäà÷àõ «ñæàòîãî èçìåðåíèÿ» (compressed sensing)

(ñì. ññûëêè â [18–20]). Äëÿ JLT-ìàòðèö ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ

RIP (ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè è äëÿ âåêòîðîâ ñ ðàçðåæåííîñòüþ k äî íåêîòîðîé
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îïòèìàëüíîé). Íàïðèìåð, ãàóññîâû è ðàäåìàõåðîâû ñëó÷àéíûå ìàòðèöû R ÿâëÿ-

þòñÿ RIP ïðè d O k D k� �( log( / ))� 2 [20], è íàîáîðîò, ìàòðèöà RDR (ãäå R — ýòî

RIP ( , / )k � 4 -ìàòðèöà, à DR — äèàãîíàëüíàÿ ðàäåìàõåðîâà ìàòðèöà) ñ áîëüøîé

âåðîÿòíîñòüþ JLT (c cóáîïòèìàëüíûì d , d O k D� �( log )� 2 ïðè N k� 2 ) [21, 22].

Íåäàâíî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî RIP ïðèâåäåíû â [20–23].

Ïîìèìî RIP, àíàëîãè ëåììû JL ñóùåñòâóþò è äëÿ äðóãèõ áåñêîíå÷íûõ (íå-

ïðåðûâíûõ) ìíîæåñòâ ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè: ìíîãîîáðàçèé, ëèíåéíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ, îáúåäèíåíèé ïîäïðîñòðàíñòâ è äð. (ñì. [18, 24] è ññûëêè ê íèì).

Òàê, ïóñòü íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî S èìååò ãàóññîâó (ñðåäíþþ) øèðèíó

(Gaussian width) �, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê �( ) sup ,S x S� � ��E{ }r x , ãäå

r 0 I~ ( , )Norm D , E — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ì.î). Äëÿ ãàóññîâîé i.i.d. R ïðè

d O S� ( ( ) / )� �2 2 äëÿ S âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã ëåììû JL ñ àääèòèâíûì èñêàæåíèåì

�� (3) [24–27]. Äëÿ ìàòðèö ñ i.i.d. cóáãàóññîâûìè ýëåìåíòàìè ïîäîáíûé ðåçóëü-

òàò ïîëó÷åí â [28], ñì. òàêæå [18]. Îòìåòèì, ÷òî �( ) ( log | | ) /S S� 2 1 2 [27].

Äëÿ ìàòðèö ñ RIP äëÿ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé èñêàæåíèÿ � è ðàçðåæåííîñòè k

ïðè èõ óìíîæåíèè íà DR òàêæå c áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ àääèòèâ-

íûé àíàëîã ëåììû JL äëÿ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ S ïðè d, çàâèñÿ-

ùèì îò � 2 ( )S [27]. Ñóùåñòâîâàíèå RIP-ìàòðèö ñ áûñòðûì óìíîæåíèåì (ðàçä. 3)

ïîçâîëÿåò óñêîðèòü òàêîå ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå.

2.2. Äåðàíäîìèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ. Óñëîâèÿ ëåììû JL

ïðåäïîëàãàþò íåîáõîäèìîñòü ðàíäîìèçèðîâàííûõ âëîæåíèé äëÿ ñíèæåíèÿ ðàç-

ìåðíîñòè, òàê êàê äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìàòðèöû ïðè d D� ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî x : Rx � 0 (âåêòîðû èç íóëü-ïðîñòðàíñòâà R). Ïîýòîìó äåðàíäîìèçà-

öèÿ JLT ñîñòîèò â ïîèñêå òàêèõ êëàññîâ JLT-ìàòðèö, êîòîðûå ìîæíî ñãåíåðèðî-

âàòü (ëèáî âûáðàòü èç âñåõ «ãîòîâûõ» ìàòðèö íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ïî

ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ñëó÷àéíûõ áèòîâ (ñì. [13, 29, 30] è ññûëêè ê íèì). Ýòî

âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé, ãäå ïàìÿòü îãðàíè÷åíà. Òàê, ãåíåðàöèÿ ìàòðèöû â [30]

òðåáóåò âñåãî d O D� (log ( / ) log )1 � ñëó÷àéíûõ áèòîâ (ïîäðàçä. 3.3). Îäíàêî ñó-

ùåñòâóþò ïðîöåäóðû êîícòðóèðîâàíèÿ ÿâíûõ JLT-ìàòðèö äëÿ çàäàííîãî ìíî-

æåñòâà N âåêòîðîâ [31, 32].

2.3. Äèñïåðñèè îöåíîê. Àíàëîãè ëåììû JL äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
óãëà è âëîæåíèé â L1 . Ëåììà JL äàåò âåðîÿòíîñòíûå ãàðàíòèè õóäøåãî ñëó÷àÿ íà

1� �-èñêàæåíèÿ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ. Äèñïåðñèÿ V îöåíêè ìåðû ðàññòîÿíèÿ/ñõîä-

ñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåòî÷íîñòè âëîæåíèÿ â ñðåäíåì (è â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü îöåíêè õóäøåãî ñëó÷àÿ ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè îøèáêè). Èñòî÷-

íèê ñëó÷àéíîñòè îöåíîê ïðè ñëó÷àéíîì ïðîåöèðîâàíèè — ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè

R. Äèñïåðñèÿ V îöåíêè | | | |x y�
2
2 ïî d-ìåðíûì ñêåò÷àì [33, 34]:

V{ *} E{ } E { } 3)| | | | / ( / ( ) | |x y� � � � �
�
�2

2 4 2 2

1

41 2d x y

i

D

i i� � x y�
�

	





�

�



| |

2
4 , (4)

ãäå � — c.â. (ýëåìåíò R). Äëÿ òåðíàðíûõ ìàòðèö ñ i.i.d. ýëåìåíòàìè èç

{ }� �1 0 11 2 1 2/ , , // /q q ñ âåðîÿòíîñòÿìè { }q q q/ , , /2 1 2� , E{ } E { }4� �/ /2 2 1� q

[33], à äëÿ áèíàðíûõ èç { }0 1, : 1 32/ ( )q q� � [34]. Äëÿ ãàóññîâûõ i.i.d. ìàòðèö

V äàåò (4) ñ E{ } E { }4� �/ 2 2 3� [35, 33].

Äëÿ îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � �x y, [33, 34]

V{ } E{ } E { }� � � � � � � �
�
�x y x y, * / ( / ) , | |1 34 2 2 2 2

1

2d x yi i

i

D

� � x y| | | | | |
2
2

2
2�

	





�

�



 . (5)

Ó÷åò çíà÷åíèé íîðì | | | |x 2 , | | | |y 2 ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü îöåíîê [33].
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Èç | | | | | | | | | | | | ,x y x y x y� � � � � �
2
2

2
2

2
2 2 äëÿ JLT-ìàòðèö ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

àíàëîãîâ ëåìì (D)JL äëÿ � �x y, è êîñèíóñà óãëà cos( , )x y ìåæäó åäèíè÷íûìè x y, .

Îäíàêî çäåñü èñêàæåíèå ��a àääèòèâíî (3), ïðè÷åì � �a � | | | | | | | |x y2 2 [36, 29, 37].

Ëåììà ñ îïòèìàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè � (êàê â ëåììå JL) ïðèâåäåíà â [37], ãäå òàê-

æå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 1� �-èñêàæåíèÿ � çàâèñèò îò cos ( , )2 x y . Áûñòðàÿ îöåíêà � �x y,

ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ îöåíêè ÿäåðíûõ ñõîäñòâ (ðàçä. 7).

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ åâêëèäîâû ðàññòîÿíèÿ ñ 1� �-èñêàæå-

íèåì, ñóùåñòâóåò àíàëîã ëåìì JL äëÿ îöåíêè óãëà ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòî-

ðàìè ñ ��a -èñêàæåíèåì [29, 38]. Ñîõðàíåíèå óãëà ñ èñêàæåíèåì 1� � òðåáóåò

óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ñîõðàíÿåìûõ ðàññòîÿíèé, ò.å. ðàçìåðíîñòè d (è/èëè �) [39].

Äëÿ âëîæåíèÿ N âåêòîðîâ èç L2 â L1 óñëîâèÿ (àíàëîãîâ) ëåìì (D)JL ñ èñêà-

æåíèåì 1� � âûïîëíÿþòñÿ ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè êîíñòàíò (äëÿ ãàóñ-

ñîâîé ñëó÷àéíîé i.i.d. ìàòðèöû [26, 40]). Èñïîëüçîâàíèå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö

(ñ ìàëîé äîëåé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) òðåáóåò «ãëàäêîñòè» x [41, 11] (äëÿ ðàçðå-

æåííûõ ãàóññîâûõ ìàòðèö [41, 11], äëÿ òåðíàðíûõ ìàòðèö [11], äëÿ âëîæåíèé â L2

ñì. ïîäðàçä. 3.1).

Âëîæåíèå èç L2 â L1 íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ c �( )S ñ ïî-

ìîùüþ ãàóññîâîé ìàòðèöû âîçìîæíî ñ èñêàæåíèåì � �a ïðè d O S a� ( ( ) / )� �2 2

[26, 42], à âëîæåíèå âñåãî D-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà LD
2

â Ld
1

ñ èñêàæåíèåì 1� � —

òîëüêî äëÿ d O D� ( ) [3, 4]. Â ðàçä. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå

î íåâîçìîæíîñòè ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äëÿ L ss, � 2. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè

âëîæåíèé âåêòîðîâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðåíû â ïîäðàçä. 9.1.

3. ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈß

Ê íåäîñòàòêàì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ JLT îòíîñèòñÿ áîëüøàÿ âû÷èñëè-

òåëüíàÿ ñëîæíîñòü O Dd( ) óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ìàòðèöó ïðè ïðÿìîé ðåàëèçà-

öèè (íî ñì. [43]). Âðåìÿ óìåíüøàåòñÿ äî O d( ( ) )nnz x äëÿ ðàçðåæåííîãî x
ñ ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ nnz ( )x . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x óñêîðåíèÿ JLT

ìîæíî äîñòè÷ü ïðèìåíåíèåì ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö: ðàçðåæåííûõ ëèáî íåðàçðå-

æåííûõ, íî ïîçâîëÿþùèõ áûñòðîå óìíîæåíèå.

3.1. Ñëó÷àéíûå i.i.d. ðàçðåæåííûå ìàòðèöû. Âðåìÿ óìíîæåíèÿ ïëîòíîãî x
ïðîõîäîì ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû (ñ äîëåé èëè âåðîÿòíîñòüþ q íåíóëå-

âûõ ýëåìåíòîâ) ñîñòàâëÿåò O Dqd( ), à k-ðàçðåæåííîãî x — O kqd( ) (íàïðè-

ìåð, [44]). Îñîáåííî ýôôåêòèâíî îïåðèðîâàíèå ìàòðèöàìè ñ ýëåìåíòàìè èç

{ , , }� �1 0 1 [33, 45–47] è { , }0 1� [34, 48]. Äèñïåðñèè îöåíêè åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ è

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç [34] äàíû â (4), (5). Â [33] ïðèâåäåíà ñêîðîñòü èõ ñõî-

äèìîñòè ê äèñïåðñèè ãàóññîâûõ ïðîåêöèé, à â [33, 48] — ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûõîäíîãî âåêòîðà ê ãàóññîâó.

Äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö è ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ x ÷èñëî íåíóëåâûõ ïðîèçâå-

äåíèé x ri i (ïðè âû÷èñëåíèè � �x r, â Rx) ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íûì äëÿ íåîáõîäè-

ìîé â ëåììå DJL (ñì. ïîäðàçä. 2.1) êîíöåíòðàöèè | | | |Rx 2 âîêðóã | | | |x 2 . Íàïðèìåð,

âåêòîð ñ | | | |x 2 1� ìîæåò ñîäåðæàòü âñåãî îäèí åäèíè÷íûé êîìïîíåíò. Ïîýòîìó

ëåììà DJL äëÿ ñëó÷àéíûõ i.i.d. ðàçðåæåííûõ ìàòðèö [41, 11] òðåáóåò îãðàíè÷åíèÿ

ðàçðåæåííîñòè âåêòîðîâ (÷òî íåÿâíî çàäàåòñÿ êàê | | | | / | | | |x x� �2 � , � �[ / , ]/1 11 2D ,

è áëèçêî ê 1 1 2/ /D ) è ìàòðèöû (q C D� 0
2� ��log( / )). Ïðè ýòîì d C� �� �2 4log ( / )

è ì.î. ÷èñëà c íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ â ñòîëáöå E{ }c �
~

( / )� � �2 2 , ãäå
~

( )� f îá-

îçíà÷àåò ôóíêöèþ âèäà f flog ( )( )� 1 .

3.2. Ìàòðè÷íûå êîíâåéåðû äëÿ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ JL. Äëÿ óñêîðå-

íèÿ JLT (ñ âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ) èñïîëüçóþò ðàç-

ëè÷íûå ìàòðè÷íûå «êîíâåéåðû» (pipeline) — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, óìíîæå-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 6 161



íèå êîòîðûõ íà âåêòîð áûñòðî âû÷èñëèìî, à äëÿ ðåçóëüòèðóþùèõ âåêòîðîâ îáåñïå-

÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå ëåììû JL ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðàìè.

Ìàòðè÷íûé êîíâåéåð èç [41] íàçûâàåòñÿ Fast Johnson–Lindenstrauss

Transform (FJLT). Äëÿ äîñòèæåíèÿ íóæíîãî � âåêòîðà x îñóùåñòâëÿåòñÿ åãî

ïðåäîáðàáîòêà (precondition). Â [41] ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëó÷àéíûì âðàùåíèåì x
ïîñðåäñòâîì HD xR , ãäå H — (îðòîãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà Àäàìàðà:

H1 1� ( ), H
H H

H H
D

D D

D D

�
�

�

	




�

�




1

2

2 2

2 2

/ /

/ /

.

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà H âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O D D( log ). Ïðè ýòîì ñ áîëü-

øîé âåðîÿòíîñòüþ äîñòèãàåòñÿ � � O d D O N D( / ) ~ ( log / ), ÷òî ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü ðàçðåæåííóþ i.i.d. ìàòðèöó G (â [41] ãàóññîâó ñ îïòèìàëüíûì d

è ñ q d D~ /2 è nnz( ) ( )G � O d 3 ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþò FJLT-ïðåîáðàçîâàíèå

GHD xR . Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ O D D d( log )� 3 . Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå [49–51] è ïðè-

ìåíåíèå RIP-ìàòðèö (ñì. ïîäðàçä. 2.1) ïîçâîëèëî óìåíüøèòü è çàòåì óáðàòü çàâè-

ñèìîñòü âðåìåíè îò d çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ d ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûì â ëåì-

ìå JL. Òàê, â [20] äîñòèãíóòî âðåìÿ O D D( log ) äëÿ x ñ nnz poly( ) / logx � D D

ïðè d O N D� �( log log )� 2 3 .

Î÷åíü ïðîñòûìè ìàòðèöàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè âðåìÿ óìíîæåíèÿ O D D( log ),

ÿâëÿþòñÿ òåïëèöåâû è öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû. Òåïëèöåâû ìàòðèöû èìåþò îäèíà-

êîâûå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëÿõ (çàäàþòñÿ D d� �1 ÷èñëàìè). Â öèðêóëÿíòíûõ ìàò-

ðèöàõ (îáîçíà÷èì èõ C) ñòðîêè ïîëó÷àþò öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ïåðâîé (ò.å. òðåáó-

åòñÿ D ÷èñåë). Äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ýëåìåíòû ñòðîêè îáû÷íî i.i.d. ãàóññî-

âû èëè ðàäåìàõåðîâû ñ.â. (vec (DG ) èëè vec ( )DR ). Òàêèå ìàòðèöû ïðè

íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ RIP ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ [52], ò.å.

CDR åñòü JLT (ñì. ïîäðàçä. 2.1 è [21]). Ñîâåðøåíñòâîâàíèå àíàëèçà JLT-êîíâåéåðà

CDR ïîçâîëèëî óëó÷øèòü òðåáóåìîå d ñ O N( log )��2 3 [53] äî O N( log )��2 2 [54]

è äàæå äî O N( log )( )� �� �2 1 (ñì. [55, 56] è ññûëêè ê íèì).

Ïîäîáíûå áûñòðûå êîíâåéåðû èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ áûñòðîé ðåàëèçàöèè

RIP-ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. ïîäðàçä. 2.1), ïðè ïîëó÷åíèè áèíàðíûõ ñêåò÷åé [1], àï-

ïðîêñèìàöèè ÿäåð (ðàçä. 7) è ëèíåéíîé ÷àñòè ñëîåâ íåéðîííûõ ñåòåé [57–60]. Îòìå-

òèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö êîíâåéåðà íå ÿâëÿþòñÿ (ãàóññîâû-

ìè) i.i.d., ÷òî çàòðóäíÿåò àíàëèç òàêèõ «ñòðóêòóðèðîâàííûõ» ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

3.3. Ðàçðåæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå JL. Âî âñåõ âàðèàíòàõ FJLT íå èñïîëüçó-

åòñÿ âîçìîæíàÿ ðàçðåæåííîñòü x (íàîáîðîò, çà÷àñòóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ «óïëîòíå-

íèå»). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ âåêòîðà ñ îäíèì íåíóëåâûì êîìïîíåíòîì

(íàïðèìåð, â ðåæèìå ïîòîêîâîé îáðàáîòêè (ñì. ïîäðàçä. 1.3)) âðåìÿ O D D( log )

ìîäèôèêàöèè ñêåò÷à íàìíîãî áîëüøå «íàèâíîãî» O d( ). Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ

ïðèëîæåíèÿõ ïðèìåíÿþò ðàçðåæåííûå âåêòîðû (ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòîâ ñëîâàìè,

ðåêîìåíäàöèè èëè ïîêóïêè ïîëüçîâàòåëåé è ò.ä.).

×òîáû óñêîðèòü óìíîæåíèå ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ íà ðàçðåæåííûå ìàòðè-

öû è ïðåîäîëåòü îãðàíè÷åíèå íà c (ñì. ïîäðàçä. 3.1), â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìàòðè-

öû èñïîëüçóþò íå i.i.d. ñ.â. Òàê, â [61] ïðåäëîæåí òàê íàçûâàåìûé hashing-trick:

íåñìåùåííóþ îöåíêó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäÿò ïî ñêåò÷àì, ïîëó÷åííûì

ñ èñïîëüçîâàíèåì õýø-ôóíêöèé h D d:[ ] [ ]� è g D:[ ] ,� � �{ }1 1 , ãäå [ ]n îáîçíà-

÷àåò { }1 2, , ,� n . Êîìïîíåíò ñêåò÷à ôîðìèðóþò ñëîæåíèåì îòîáðàæåííûõ â íåãî

êîìïîíåíòîâ èñõîäíîãî âåêòîðà, óìíîæåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ

èç { }� �1 1, . Ýòî èäåíòè÷íî óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó ñ ðîâíî îäíîé �1 èëè �1

â ñòîëáöå (ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííîé). Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ îöåíêè òàêàÿ æå, êàê

ó ìàòðèö ñ i.i.d. c.â. èç { }� �1 1, [61, 62]. Äëÿ äîñòèæåíèÿ íóæíîãî � èñïîëüçóåòñÿ
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ïðîñòîå äåòåðìèíèðîâàííîå «óïëîòíåíèå» x ñ ïîìîùüþ c-êðàòíîãî «ðàçìíîæå-

íèÿ» åãî êîìïîíåíòîâ è èõ äåëåíèÿ íà c1 2/ , ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå | | | |x 2

è óìåíüøåíèå | | | |x � â c1 2/ ðàç. Ïðè ýòîì õýøèðîâàíèå ìîäèôèöèðóåòñÿ êàê

h cD d:[ ] [ ]� è g cD:[ ] ,� � �{ }1 1 . Ðåçóëüòèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå x ìîæíî ðå-

àëèçîâàòü óìíîæåíèåì íà ïñåâäîñëó÷àéíóþ ìàòðèöó d D� , â ñòîëáöàõ êîòîðîé

îò îäíîãî äî c íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (âñëåäñòâèå âîçìîæíûõ êîëëèçèé c õýøåé

îäíîãî è òîãî æå êîìïîíåíòà x).

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðàññìîòðåííîé ñõåìû êàê JLT [63] ïîëó÷åíî

c O d� �( log( / ) log ( / ))� � �1 21 äëÿ d O� �( log( / ))� �2 1 . Â [64] ïîêàçàíî, ÷òî äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû c O d� �( log( / ) log( / ))� � �1 1 ; íåêîòîðîå óëó÷øåíèå ýòîãî ïàïàìåòðà

äîñòèãíóòî â [65]. Äëÿ äàëüíåéøåãî óìåíüøåíèÿ c â [30] ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü â ñòîëáöå ìàòðèöû R ðîâíî c íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç { }� �1 1, . Â îäíîì èç
âàðèàíòîâ ñòîëáåö ìàòðèöû R ðàçáèâàþò íà c íåïðåðûâíûõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòè
d c/ è â êàæäîì ñëó÷àéíî ðàçìåùàþò îäèí ýëåìåíò: �1 èëè �1. Ýòî ïîçâîëèëî

óëó÷øèòü ðàçðåæåííîñòü äî c � ��( log ( / ))� �1 1 ~ log| |��1 S ïðè îïòèìàëüíîì

d O� �( log ( / ))� �2 1 . Òàêèì îáðàçîì, äîëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è óñêî-

ðåíèå âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàçðåæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ JL (SJLT) ðàâíû �. Òàêîå

c áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó c � �� ( log ( / ) / log ( / ))� � �1 1 1 [66].

Â [24] èññëåäóåòñÿ âûïîëíåíèå àíàëîãîâ ëåììû JL ñ èñêàæåíèåì1� � åâêëè-

äîâà ðàññòîÿíèÿ äëÿ SJLT è ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñ íåêîòî-

ðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ãåîìåòðèþ ïîñðåäñòâîì «ïàðàìåòðà ñëîæíîñòè».

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðèðîâàííûå (ò.å. íå ãàóññîâû i.i.d.) ìàòðèöû ïîçâîëÿþò

óñêîðèòü óìíîæåíèå, óìåíüøèòü çàòðàòû ïàìÿòè íà õðàíåíèå ìàòðèöû è êîëè÷åñ-

òâî òðåáóåìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, óïðîñòèòü àëãîðèòìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Ñðàâíè-

òåëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè íà

îñíîâå ëåììû JL äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ êîíâåéåðîâ ïðèâåäåíî â [67].

4. ÂËÎÆÅÍÈß È CÊÅÒ×È ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÛÕ
ÐÀÑÑÒÎßÍÈÉ ÌÈÍÊÎÂÑÊÎÃÎ

Äëÿ äðóãèõ ðàññòîÿíèé L ss, � 2, ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè L Ls
D

s
d� ëèíåéíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì ñ èñêàæåíèåì (ïîñòîÿííûì äëÿ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè d è íå

çàâèñÿùåì îò D) â îáùåì (õóäøåì) ñëó÷àå íåâîçìîæíî (äëÿ L1 ñì. [68, 69]).

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà äåìîíñòðàöèè íàáîðîâ N âåêòîðîâ â ïðîñòðà-

íñòâå ðàçìåðíîñòè D N� , âëîæåíèå êîòîðûõ ñ çàäàííûì èñêàæåíèåì òðåáóåò

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Òàê, äëÿ ëèíåéíîãî âëîæåíèÿ N âåêòîðîâ èç Ls â Ls
d ïðè 1� � �s ìóëüòèïëè-

êàòèâíîå èñêàæåíèå A (2) ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå A N d s�� (( / ) )| / – / |1 1 2 [70]. Äëÿ L1

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d CN A� / 2 . Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ âëîæåíèÿ L1 â ëþáîå Ls [70].

Áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ L1 óòâåðæäàåò, ÷òî d N A� �( / )1 2

[69, 68]. Äëÿ ìàëûõ

èñêàæåíèé 1� � íèæíÿÿ ãðàíèöà d N O� �1 1 1( / log( / ))� [71], à âåðõíÿÿ ãðàíèöà

d O N� ( / )�2 [72].

Îäíàêî è ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè áåç ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìîæåò áûòü

ïîëåçíûì (ñì. ïîäðàçä. 1.3). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ 1 2� � �t s âñå ïðîñòðàíñòâî Ls
D

ìîæíî âëîæèòü â Lt
CD ñ èñêàæåíèåì 1� �, ïðè÷åì C C s t� ( , , )� � �O( log( / ))� �2 1

íå ñëèøêîì âåëèêî [73, 74, 3, 4] (à òàêæå ñì. ïîäðàçä. 3.1 è [4] äëÿ L L2 1� ). Ïðè
C �1 âîçìîæíî êîíñòðóèðîâàíèå ÿâíîãî âëîæåíèÿ. Îäíàêî õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ
âëîæåíèé íàìíîãî õóæå, ÷åì ó ðàíäîìèçèðîâàííûõ [4].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ L ss, � 2, íåâîçìîæíî ëèíåéíîå ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà N âåêòîðîâ ñ ïîñòîÿííûì èñêàæåíèåì â õóäøåì ñëó-
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÷àå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçóþò: îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâà âåêòî-
ðîâ (ïîäðàçä. 4.1); ñêåò÷è ñ îöåíêîé Ls (0 2� �s ) íå ïî ðàññòîÿíèþ â öåëåâîì ïðîñòðà-
íñòâå (ïîäðàçä. 4.2). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàáîòû ñ ðàññòîÿíèÿìè Ls ïðè s� 2 ýôôåêòèâíûå
ñêåò÷è [75] (ïîñòîÿííîé ðàçìåðíîñòè è ñ ïîñòîÿííûì èñêàæåíèåì, íå çàâèñÿùèìè

îò D) â ïðèíöèïå íåâîçìîæíû, òðåáóåìàÿ ðàçìåðíîñòü d D s�� ( )– /1 2 [76].

4.1. Âëîæåíèÿ ïîäìíîæåñòâ L1 . Äëÿ k-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ èç L1 âîçìîæ-

íî 1� �-âëîæåíèå â d Ck D k� log( / ) / �2 (ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ) ñ ïîìîùüþ

L1-RIP-ìàòðèö (â ÷àñòíîñòè, ïðîìàñøòàáèðîâàííûõ áèíàðíûõ, ñîäåðæàùèõ

C D k��1 log( / ) åäèíèö â ñòîëáöå) (ñì. [77] è Prop. 1 â [78]). Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû

äëÿ 1� � �s ïîëó÷åíû â [79].

Ïîäõîä ê âëîæåíèþ â L1 s-áëîêîâûõ íîðì [78] èñïîëüçóåò ïîýëåìåíòíîå

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ áèíàðíàÿ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ñëó-

÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ åäèíèö â êàæäîì ñòîëáöå, äðóãàÿ — ãàóññîâà. Ïðè èçìå-

íåíèè s óäàåòñÿ âîñïðîèçâåñòè èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âëîæåíèé L L2 1� è

L L1 1� äëÿ ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Íåëèíåéíûå âëîæåíèÿ ñ èñêàæåíèåì 1� � â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå ðàññòî-

ÿíèé èç Ls â Lt , 1 2� � �t s , ïðè öåëåâîé ðàçìåðíîñòè d O N� ( log ), êîòîðàÿ òàê-

æå çàâèñèò îò çíà÷åíèé äèàïàçîíà è �, ,t s, ïðåäëîæåíû â [80]. Îäíîìåðíîå âëî-

æåíèå x îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê sin ( , / )2 � � �x r a 	 ñ ìàñøòàáèðîâàíèåì, ãäå r —

ñëó÷àéíûé âåêòîð èç s-óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïîäðàçä. 4.2), a — çíà÷åíèå,

ñâÿçàííîå ñ âåëè÷èíîé äèàïàçîíà, 	 
~ Unif [0, 2 ]. Òàêèå âëîæåíèÿ (ñ îãðàíè÷åí-

íûì äèàïàçîíîì) ïîëåçíû äëÿ ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, êëàñòåðèçàöèè è äð.

4.2. Ñêåò÷è äëÿ ðàññòîÿíèé Ls (0 2� �s ) íà îñíîâå óñòîé÷èâûõ ñëó÷àé-

íûõ ïðîåêöèé. Åùå îäíèì ïîäõîäîì ê áûñòðîé îöåíêå ðàññòîÿíèé Ìèíêîâñêî-

ãî Ls (0 2� �s ) ñ ìàëûì èñêàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñêåò÷åé ìàëîé ðàçìåðíîñ-

òè d O N� (log ), ñ êîòîðûìè â îòëè÷èå îò âëîæåíèé âìåñòî Ls èñïîëüçóþòñÿ äðó-

ãèå îöåíêè èñõîäíûõ ðàññòîÿíèé [81]. Äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò àíàëîãè ëåììû JL

ñ èñêàæåíèåì 1� � äëÿ âû÷èñëåííûõ ïî ñêåò÷àì îöåíîê ðàññòîÿíèé.

Ñêåò÷è äëÿ Ls ( )0 2� �s íà îñíîâå óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîåêöèé ôîðìèðó-

þò êàê Rx (R — ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ñ i.i.d. ýëåìåíòàìè èç s-óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ [81]). Íàïðèìåð, äëÿ L1 ïðèìåíÿþò 1-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Îòìå-

òèì, ÷òî 2-óñòîé÷èâûì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà.

Äëÿ îöåíêè Ls ïî ñêåò÷àì èñïîëüçóþò âàðèàíòû ìåäèàííûõ îöåíîê àáñî-

ëþòíûõ çíà÷åíèé ðàçíîñòè êîìïîíåíòîâ ñêåò÷åé [81]. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè

ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå îöåíêè: ïî ìåäèàíå, ãåîìåòðè÷åñêîìó ñðåäíåìó, ãàðìî-

íè÷åñêîìó ñðåäíåìó, äðîáíûõ ñòåïåíåé, îïòèìàëüíûå êâàíòèëüíûå, ìàêñèìàëü-

íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ êîððåêöèåé ñìåùåíèÿ (bias-corrected) (ñì. [82, 83] è ññûë-

êè ê íèì). Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ñêåò÷åé óñòîé÷èâûì ñëó÷àéíûì ïðîåöè-

ðîâàíèåì îïèñàíû â ïîäðàçä. 9.2.

5. ÎÖÅÍÊÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÓÌÌÈÐÓÞÙÈÕ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊ
ÏÎ ÑÊÅÒ×ÀÌ, ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÌ ÑÝÌÏËÈÐÎÂÀÍÈÅÌ

Îòáîð ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòà íàçûâàþò

ñýìïëèðîâàíèåì. Öåëüþ ñýìïëèðîâàíèÿ îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ èñõîäíîãî îáúåêòà, ïî êîòîðîìó ìîæíî îöåíèòü íåêîòîðûå åãî õàðàêòå-

ðèñòèêè. Äëÿ áûñòðîé îöåíêè ìåð ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñýì-

ïëèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþò, ãëàâíûì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíûõ îáúåêòîâ,

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû. Ïðåäñòàâèìû âåêòîðàìè è ïîëó-

÷åííûå ñýìïëèðîâàíèåì ñêåò÷è. (×àñòî èñïîëüçóþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïàð

(ID, value) ñ value � 0, ãäå êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûì ID ñîîòâåòñòâóþò îäèí

äðóãîìó. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ëåãêî ðàçâåðíóòü â îáû÷íûå âåêòîðû.)
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Ðàññìîòðèì ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ñýìïëèðîâàíèÿ (ñì. [84, 85] è ññûëêè

ê íèì). Â ïðîñòîì ñëó÷àéíîì ñýìïëèðîâàíèè ñ çàìåùåíèåì (simple random

sampling with replacement) êàæäûé êîìïîíåíò îòáèðàåòñÿ â ñêåò÷ ñ îäèíàêîâîé

âåðîÿòíîñòüþ (è ìîæåò áûòü îòîáðàí íåñêîëüêî ðàç). ×èñëî îòîáðàííûõ â ñêåò÷

êîìïîíåíòîâ âûáîðêè ôèêñèðîâàíî. Ïðè ñýìïëèðîâàíèè c çàìåùåíèåì PPS

(probability proportional to size) âåðîÿòíîñòü îòáîðà ïðîïîðöèîíàëüíà âåñó êîìïî-

íåíòà (íàïðèìåð, åãî âåëè÷èíå). Äëÿ äàííûõ ñ «òÿæåëûìè õâîñòàìè» (ãäå

á�ëüøàÿ ÷àñòü âåñà ñêîíöåíòðèðîâàíà â ìàëîì ÷èñëå êîìïîíåíòîâ ñ áîëüøèìè

çíà÷åíèÿìè) ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî â ñêåò÷å îêàæóòñÿ îäíè è òå æå òÿ-

æåëûå êîìïîíåíòû, à äðóãèå áóäóò ïëîõî ïðåäñòàâëåíû.

Â ñýìïëèðîâàíèè áåç çàìåùåíèÿ êîìïîíåíò âûáèðàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà,

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè. Ðàçëè÷àþò ñýìïëèðîâàíèå ñ îäèíàêî-

âîé âåðîÿòíîñòüþ (áåðíóëëèåâî) è ñ ðàçíîé âåðîÿòíîñòüþ, íàïðèìåð, ïðîïîðöèîíàëü-

íîé âåëè÷èíå êîìïîíåíòîâ (ïóàññîíîâî). Îáà òèïà ñýìïëèðîâàíèÿ îòáèðàþò íåôèê-

ñèðîâàííîå ÷èñëî êîìïîíåíòîâ. Åñëè åãî ôèêñèðîâàòü, òî áåðíóëëèåâî ñýìïëèðîâà-

íèå ñòàíîâèòñÿ ïðîñòûì ñëó÷àéíûì áåç çàìåùåíèÿ, à ïóàññîíîâî — óñëîâíûì.

Áåðíóëëèåâî ñýìïëèðîâàíèå ëåã÷å àíàëèçèðîâàòü, íî îöåíêè èìåþò ìåíü-

øóþ òî÷íîñòü äëÿ äàííûõ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè. Ïóàññîíîâî ñýìïëèðîâàíèå ïî-

çâîëÿåò íàõîäèòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè, íî èõ ïîëó÷åíèå ïî ñêåò÷àì íåòðèâèàëü-

íî; òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äàííûå, íàïðèìåð, íåîòðèöàòåëüíîñòü

êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âçâåøåííûì ìíîæåñòâàì.

Ñëó÷àéíîå ñýìïëèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòà íå ó÷èòûâàåò èíôîðìàöèè

î äðóãèõ îáúåêòàõ (ò.å. çàáûâ÷èâîå). Îäíàêî ïðè ñýìïëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ îáúåê-

òîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ðàçíûå íàáîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (íåçàâèñèìîå ñýì-

ïëèðîâàíèå), òàê è îäèíàêîâûå (ñêîîðäèíèðîâàííîå ñýìïëèðîâàíèå, coordinated).

Äëÿ îöåíêè ñõîäñòâà â îñíîâíîì ïðèìåíÿåòñÿ ñêîîðäèíèðîâàííîå ñýìïëèðîâàíèå.

Äèñïåðñèè îöåíîê òîé èëè èíîé âåëè÷èíû ïî ñêåò÷àì, ïîëó÷åííûì ñýìïëèðîâà-

íèåì, óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ñêåò÷à d.

5.1. Ñêåò÷è, ïîëó÷àåìûå ïðîñòûì ñëó÷àéíûì ñýìïëèðîâàíèåì áåç çàìå-
ùåíèÿ. Ïðè ïðîñòîì ñëó÷àéíîì ñýìïëèðîâàíèè áåç çàìåùåíèÿ ñêåò÷è ðàçìåðíîñ-

òè d ïîëó÷àþò ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêîé èñõîäíûõ âåêòîðîâ (äëÿ óñòðàíåíèÿ ïî-

òåíöèàëüíî èìåþùåéñÿ â íèõ ñòðóêòóðû) è îòáîðîì èõ ïåðâûõ d êîìïîíåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé æå ñêåò÷ äàñò óìíîæåíèå âõîäíîãî âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ áèíàðíóþ ìàòðèöó ñ îäíîé åäèíèöåé â êàæäîé ñòðîêå.

Ïóñòü ìåðà ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà sim èñõîäíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

sim sim( , ) ( , )x y �
�
� i i i

i

D

x y

1

, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñóììèðóþùåé ñòàòèñòèêîé

(linear summary statistics), íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, êâàäðàò åâêëèäîâà

ðàññòîÿíèÿ, ðàññòîÿíèå �2 (ïîäðàçä. 8.1) è äð. Òîãäà íåñìåùåííóþ îöåíêó

sim * ( , )x y ïî çíà÷åíèþ sim ( � , � )x y , âû÷èñëåííîìó ïî ñêåò÷àì � , �x y ðàçìåðíîñòè d,

è åå äèñïåðñèþ V ïîëó÷àþò [86] êàê

sim * sim( , ) ( � , � ) /x y x y� D d , (6)

V{sim * } sim sim( , ) ( / )( ) / ( ) ( , )x y � � � �
�
�D d D d D x yi i i

i

D

1 2

1

2 ( , ) /x y D
�

�
 

!

"
# . (7)

Äëÿ D d�� , à òàêæå äëÿ sim simi i i

i

D

x y D2

1

2( , ) ( , ) /

�
� �� x y (ò.å äëÿ âåêòîðîâ ñ òÿ-

æåëûìè õâîñòàìè) çíà÷åíèå V âåëèêî.

5.2. Ñêåò÷è äëÿ ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûå óñëîâíûì ñëó÷àé-
íûì ñýìïëèðîâàíèåì. Äëÿ ñèëüíî ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ ñïåöèàëèçèðîâàííûå

ìåòîäû ñýìïëèðîâàíèÿ äàþò áîëåå òî÷íûå îöåíêè èñõîäíûõ ìåð ðàññòîÿíèÿ/ñõîä-
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ñòâà ïðè òåõ æå çàòðàòàõ ïàìÿòè íà ñêåò÷. Óñëîâíîå ñëó÷àéíîå ñýìïëèðîâàíèå

(Conditional Random Sampling, CRS) [86] ôîðìèðóåò ñêåò÷ îòáîðîì çàäàííîãî ÷èñ-

ëà ïåðâûõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ïîñëå ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè (íóëå-

âûå êîìïîíåíòû íå èñïîëüçóþòñÿ â ñêåò÷å). Ïðè âû÷èñëåíèè (6) ïðèìåíÿåòñÿ [86]

d � � �min {max ID( max ID( }� ) , � )x y1 1 , ãäå max ID( � )x — ìàêñèìàëüíûé ID êîìïî-

íåíò â ñêåò÷å �x . Ïóñòü d �x — ÷èñëî êîìïîíåíòîâ â ñêåò÷å �x , òîãäà äèñïåðñèÿ

V{sim * } {nnz nnz( , ) / ( ) (max ( ) / ( ), ( ) / (� �x y x yx$ � �D D d d1 1 y � � �1 1) )}

� �
�

�
 

!

"
#

�
�sim simi i i

i

D

x y D2

1

2( , ) ( , ) /x y .

Ñðàâíèâàÿ ýòó äèñïåðñèþ ñ (7), âèäèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî
ñýìïëèðîâàíèÿ îíà ìåíüøå ïðèáëèçèòåëüíî â D / ( )nnz x ðàç. Äëÿ äàííûõ ñ òÿ-
æåëûìè õâîñòàìè äèñïåðñèÿ îñòàåòñÿ áîëüøîé âñëåäñòâèå âîçìîæíîñòè ïðîïóñ-
êà «òÿæåëûõ» êîìïîíåíòîâ.

5.3. Ñêåò÷è, ïîëó÷àåìûå âçâåøåííûì ñýìïëèðîâàíèåì. Äëÿ äàííûõ ñ òÿ-

æåëûìè õâîñòàìè ñýìïëèðîâàíèå (áåç çàìåùåíèÿ) äîëæíî äàâàòü ïðèîðèòåò

êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè. Â ïðèîðèòåòíîì (priority) ñýì-

ïëèðîâàíèè [84] (ïîñëåäîâàòåëüíîì ïóàññîíîâîì) ñêåò÷ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåð-

íîñòè d äëÿ âåêòîðîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè (îáîçíà÷èì èõ x � 0)

ôîðìèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó êîìïîíåíòó íàçíà÷àþò ïðèîðèòåò

� i i ix r i D� �/ , [ ], ãäå ri ~ ( , ]Unif 0 1 (â àëãîðèòìå ïîëó÷àþò õýøèðîâàíèåì íîìå-

ðà êîìïîíåíòà [87]), è � i óïîðÿäî÷èâàþò ïî âåëè÷èíå. Îïðåäåëÿþò ïîðîã

� �� �d 1. Ñêåò÷ ôîðìèðóþò êàê � max ,x xi i� { }� , åñëè � �i � , è 0 â ïðîòâíîì

ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ïðèîðèòåòíîå ñýìïëèðîâàíèå ïðèãîäíî äëÿ ïîòîêîâîé îá-

ðàáîòêè è ïåðâîíà÷àëüíî ïðèìåíÿëîñü äëÿ îöåíêè ñóììû êîìïîíåíòîâ âåêòîðà.

Â [87] ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà òàêèõ ñêîîðäèíèðîâàííûõ ñêåò÷åé ðàññìîò-

ðåíà îöåíêà sim JG ( , )x y (îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò Æàêêàðà äëÿ x y, � 0) [88, 89]

sim min maxJG ( , ) ( , ) / ( , )x y �
� �
� �x y x yi i

i

D

i i

i

D

1 1

.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ d èñïîëüçîâàíèå âñåãî ëèøü 2-íåçàâèñèìûõ

õýø-ôóíêöèé ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ìàëîãî ñìåùåíèÿ (è äèñïåðñèè) îöåíêè

sim JG ( , )x y . Îòìåòèì ñâÿçü sim JG ( , )x y ñ | | | |x y� 1 [89] ÷åðåç

sim JG ( , ) (| | | | | | | | | | | | ) / (| | | | | | | |x y x y x y x y� � � � �1 1 1 1 1� �| | | | )x y 1

è îáîáùåíèå sim JG ( , )x y íà âåùåñòâåííûå âåêòîðû [90] çàìåíîé x� 0 ïàðîé

êîìïîíåíòîâ [ ]0 � x , à x � 0 — ïàðîé [ ]x 0 .

Ñêåò÷è, ïîëó÷àåìûå ñýìïëèðîâàíèåì, äëÿ îöåíêè ðàññòîÿíèé Ls (â ÷àñòíîñ-
òè, L1 è L2) ìåæäó íåîòðèöàòåëüíûìè âåêòîðàìè ðàññìîòðåíû â [85]. Êðîìå ïðè-
îðèòåòíîãî ñýìïëèðîâàíèÿ, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñêåò÷åé èñïîëüçóþò ïóàññîíîâî
ñýìïëèðîâàíèå PPS, ãäå êîìïîíåíò âêëþ÷àþò â ñêåò÷, åñëè x ri i� �. Çíà÷åíèå �

çàäàåòñÿ èëè âûáèðàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì E{ } mind r
i

D
i� �� 1

1( , / )� . Ðàññìîò-

ðåíû äâà òèïà ñýìïëèðîâàíèÿ: íåçàâèñèìîå (ri ðàçëè÷íûå äëÿ ðàçíûõ ñêåò÷åé) è

ñêîîðäèíèðîâàííîå (ri îäèíàêîâûå äëÿ ðàçíûõ ñêåò÷åé). Äëÿ îöåíêè ( )Ls
s, ïîìè-

ìî îòîáðàííûõ êîìïîíåíòîâ { }i xi, ñ � �i � , i D�[ ], èñïîëüçóþò èõ ri è
� �d d�1, . Îöåíêà ïðîâîäèòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì ñêåò÷åé, çàâè-

ñèò îò s â ( )Ls
s, òèïà ñýìïëèðîâàíèÿ è ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé [85]. Îáùèé ïîä-

õîä ê îöåíêå äðóãèõ ìåð ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ïî ñêåò÷àì, ïîëó÷åííûì ïî ðåçóëü-
òàòàì âçâåøåííîãî ñýìïëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí â [91].

Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ñêåò÷åé, ïîëó÷àåìûõ ñýìïëèðîâàíèåì, îïèñàíû
â ïîäðàçä. 9.3.
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6. ÎÖÅÍÊÀ ÐÀÑÑÒÎßÍÈÉ ÌÅÆÄÓ ÍÅÂÅÊÒÎÐÍÛÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈ

Â ïîäðàçä. 6.1 ðàññìîòðåíû óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû âëîæåíèé äëÿ îöåíêè ëþ-

áûõ èñõîäíûõ ðàññòîÿíèé, à â ïîäðàçä. 6.2 — ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìåòîäû

âëîæåíèé äëÿ íåêîòîðûõ íåâåêòîðíûõ ðàññòîÿíèé.

6.1. Ôîðìèðîâàíèå âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå ðàññòîÿíèé. Ìå-

òîäû ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îáúåêòîâ íà îñíîâå èõ ðàññòîÿíèé

äî íåêîòîðûõ âûäåëåííûõ («îïîðíûõ») îáúåêòîâ (ÎÎ) óíèâåðñàëüíû, òàê êàê îíè

íå òðåáóþò äîñòóïà ê èñõîäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îáúåêòîâ è ïðèìåíèìû äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ èñõîäíûõ ðàññòîÿíèé. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâà èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé îá-

úåêòîâ ìîãóò áûòü âåêòîðíûìè, ìåòðè÷åñêèìè, íåìåòðè÷åñêèìè.

Â ìåòîäå êëàññè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ (MDS) [3] èñõîäíóþ

ìàòðèöó N N� ðàññòîÿíèé dist ìåæäó (ïîä)ìíîæåñòâîì ÎÎ áàçû ïîäâåðãàþò

«äâîéíîìó öåíòðèðîâàíèþ», ïðåâðàùàÿ â ìàòðèöó ñõîäñòâ K, K x xij i� �dist 2
0( , )

� �dist dist2
0

2( , ) ( , )x x x xj i j , i j N, [ ]� . Åñëè â èñõîäíîé ìàòðèöå åâêëèäîâû ðàñ-

ñòîÿíèÿ, òî K åñòü PSD è åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó ÿäðà (ðàçä. 7).

Òîãäà ñ ïîìîùüþ PCA èç K ôîðìèðóþò âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ. Ýòî

âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé äëÿ N èñõîäíûõ îáúåêòîâ. Òàêîå MDS ÿâëÿåòñÿ

(ñëàáî)çàáûâ÷èâûì, òàê êàê âîçìîæíî è ïðèáëèæåííîå âëîæåíèå íîâîãî îáúåêòà

x ìåòîäîì Íèñòðåìà (Nystrom) [92] êàê � � �* ( ) /x x� �1 2UT , ãäå U — ìàòðèöà

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (â ñòîëáöàõ) â ðåçóëüòàòå PCA (ñîáñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ

ìàòðèöû ÿäðà K äëÿ N îáúåêòîâ), � � � ��1 2
1
1 2

2
1 2/ / /( , , ... )diag � � , � x x x� ( ( , ), ...
 1

..., ( , ))
 x x N
T — çíà÷åíèÿ ÿäåðíûõ ñõîäñòâ íîâîãî îáúåêòà ñ ÎÎ, êîòîðûå ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èç âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññòîÿíèé.

Ïðèìåðàìè ïðèáëèæåííûõ çàáûâ÷èâûõ âëîæåíèé íà îñíîâå ðàññòîÿíèé ÿâëÿ-

þòñÿ FastMap, MetricMap, SparseMap (ñì. [93] è ññûëêè ê íåé). Âëîæåíèÿ FastMap

è MetricMap â [94] ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññó MDS, èñïîëüçóþ-

ùèå ðàçíîâèäíîñòè èëè îáîáùåíèÿ ìåòîäà Íèñòðåìà, ïðè÷åì ñ ïîòåðåé òî÷íîñòè.

Â èçîìåòðè÷åñêîì âëîæåíèè Ôðåøå [3] èç êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ñ N îáúåêòàìè è dist â L� êîîðäèíàòà i öåëåâîãî âåêòîðíîãî N -ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå îáúåêòà y (îäíîãî èç ÎÎ) äî i-ãî ÎÎ:

f disti iy y x( ) ( , )� , i N�[ ]. Èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Ôðåøå íå ÿâëÿåòñÿ çàáûâ÷èâûì.

Ñæèìàþùèå (contraction) âëîæåíèÿ, ò.å. íå óâåëè÷èâàþùèå èñõîäíûõ ðàññòîÿ-

íèé, âàæíû äëÿ ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, òàê êàê ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû

ïîèñêà [93]. Íàïðèìåð, ñæèìàþùèì ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Ls äëÿ Lt ïðè s t� � 0 (áåç

èçìåíåíèÿ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé), à òàêæå âëîæåíèå Ôðåøå äëÿ íîâûõ îáúåêòîâ

è L� (ëèáî ñ äðóãèì ðàññòîÿíèåì Ls ïðè íàäëåæàùåì íîðìèðîâàíèè [93]).

Ïðèìåíåíèå âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå ðàññòîÿíèé äëÿ êëàññèôèêà-

öèè è äðóãèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ïðèâåäåíî â [95]. Äëÿ ïîèñêà ïî ñõîä-

ñòâó â [96] ïðèìåíÿþò âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî —

íîìåðà ÎÎ, óïîðÿäî÷åííûå ïî âåëè÷èíå ñõîäñòâ/ðàññòîÿíèé äî îáúåêòà.

Íåäîñòàòêàìè ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ çà÷àñòóþ ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð âûáîðà

OO, òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ èñõîäíûõ ðàññòîÿíèé (íàïðèìåð, ðàññòîÿ-

íèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ äëÿ ãðàôîâ [97]), îòñóòñòâèå àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê èñêàæåíèé.

6.2. Âëîæåíèÿ îáúåêòîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ìåòðèêàìè. Êîíñòðóèðîâàíèå

áûñòðûõ è çàáûâ÷èâûõ àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðîâ äëÿ îöåíêè ðàññòîÿ-

íèé íåâåêòîðíûõ èñõîäíûõ îáúåêòîâ ñî ñïåöèôèöèðîâàííûì è ìèíèìàëüíûì èñ-

êàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó òàêèå àëãîðèòìû îáû÷íî ñïåöèàëè-

çèðîâàíû äëÿ êîíêðåòíûõ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé è òèïîâ ðàññòîÿíèé.

Íåñìîòðÿ íà èñêàæåíèå, ðàçìåðíîñòü è âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ, óâåëè÷èâàþùèåñÿ

ñ ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé, âîñòðåáîâàíû âëîæåíèÿ ñïåöèàëèçè-
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ðîâàííûõ ìåòðèê (ðàññòîÿíèé ìåæäó íåâåêòîðíûìè èñõîäíûìè îáúåêòàìè) â L1,

à òàêæå â ( )L2
2 , L� è äð. [75, 98]. Ýòî îáóñëîâëåíî ñóùåñòâîâàíèåì äëÿ Ls ýô-

ôåêòèâíûõ ñêåò÷åé (ñì. ðàçä. 4, äëÿ L1 ñì. ïîäðàçä. 4.2). Òàêèì îáðàçîì, ñïåöèà-

ëèçèðîâàííûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íåâåêòîðíûìè èñõîäíûìè îáúåêòàìè âêëàäû-

âàþò, íàïðèìåð, â L1, êîòîðîå ìîæíî îöåíèòü ïî ñêåò÷ó ìàëîé ðàçìåðíîñòè ñ íå-

áîëüøèì äîïîëíèòåëüíûì èñêàæåíèåì (ñì. ïîäðàçä. 4.2). Êðîìå òîãî, äëÿ

âåêòîðîâ ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû áûñòðîãî ïîèñêà ïî ñõîäñòâó (ïîäðàçä. 8.3).

Äëÿ ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñòðîê) ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàññòîÿíèå

ðåäàêòèðîâàíèÿ Ëåâåíøòåéíà (dist edit ) [99, 100], ðàâíîå ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ýëå-

ìåíòàðíûõ îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ ñòðîêè, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ îäíîé ñòðîêè â äðóãóþ. Ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñòàâêà,

óäàëåíèå, çàìåíà ñèìâîëà â îïðåäåëåííîé ïîçèöèè. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ îò äëèíû ñòðîê n.

Âëîæåíèÿ dist edit â L1 â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþò ñòðîêè {0,1}n è èñïîëüçó-

þò â êà÷åñòâå êîìïîíåíòîâ ñêåò÷åé íåêîòîðûå (íåïðåðûâíûå) ïîäñòðîêè èñõîä-

íûõ ñòðîê, ò.å. ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçìåðà àëôàâèòà 4

[101] è äàæå 2 [102] íåâîçìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü dist edit çà âðåìÿ O n( )2�� , åñëè

âûïîëíÿåòñÿ strong exponential time hypothesis [101].

Àíàëèçèðóþò ìóëüïëèêàòèâíîå èñêàæåíèå A (2). Äëÿ âàðèàíòà dist edit ñ äî-

ïîëíèòåëüíîé âîçìîæíîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ áëîêîâ ïîëó÷åíû [103] âëîæåíèÿ çà

ïî÷òè ëèíåéíîå âðåìÿ ñ èñêàæåíèåì
~

( log )O n . Îäíàêî äëÿ êëàññè÷åñêîãî dist edit

ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ äîëãîå âðåìÿ äîñòè÷ü íå óäàâàëîñü.

Â [104] ïîëó÷åíî âëîæåíèå êëàññè÷åñêîãî dist edit ñ èñêàæåíèåì � ( )/n1 2

è âðåìåíåì âû÷èñëåíèÿ O n( )/3 2 , à â [6] — ñ èñêàæåíèåì n o1 3 1/ ( )� çà ëèíåéíîå

âðåìÿ èëè n o�/ ( )3 1� çà âðåìÿ O n( )2�� (íî íå â L1, à â ïðîñòðàíñòâî ñòðîê óìåíü-

øåííîé äëèíû).

Èñêàæåíèå 2
~

( log )O n
âëîæåíèÿ â L1 (÷òî ìåíüøå n� äëÿ ëþáîãî �� 0) ïîêàçà-

íî â [105], îäíàêî íåèçâåñòíî, âîçìîæíî ëè âû÷èñëèòü ýòî âëîæåíèå çà ñóáêâàä-

ðàòè÷íîå âðåìÿ. Â [106] ïîëó÷åíà òàêàÿ æå àïïðîêñèìàöèÿ, íî çà âðåìÿ n o1 1� ( ) ,

ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ íå òîëüêî âëîæåíèå â L1, íî è äðóãèå, íåçàáûâ÷èâûå âëîæå-

íèÿ. Â [107] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñýìïëèðîâàíèÿ îäíîé èç ñòðîê äîñòèãíóòî èñêà-

æåíèå (log ) ( / )n O 1 � , íî çà âðåìÿ n1� � , ÷òî õóæå, ÷åì â [106].

Íèæíÿÿ ãðàíèöà � (log )n íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå èñêàæåíèå ðàññòîÿíèÿ ðå-

äàêòèðîâàíèÿ ñòðîê {0,1}n ïðè âëîæåíèè â L1 ïîêàçàíà â [108], à íèæíÿÿ ãðàíèöà

� ( )n äëÿ ñêåò÷åé, ïîëó÷åííûõ ñëó÷àéíûì ëèíåéíûì ïðîåöèðîâàíèåì, — â [109].
Âëîæåíèÿ äðóãèõ ðàññòîÿíèé îïèñàíû â [3, 98] (ñì. òàêæå ññûëêè ê íèì è íà

íèõ), îäíàêî íå âñå îíè ÿâëÿþòñÿ çàáûâ÷èâûìè, äàæå ïî îñëàáëåííîìó îïðåäå-

ëåíèþ (ñì. ïîäðàçä. 1.2).

7. ßÄÅÐÍÛÅ ÑÕÎÄÑÒÂÀ È ÈÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß

Ñïåöèàëüíûì âèäîì ôóíêöèè ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíàÿ ôóíêöèÿ (ÿäðî)

� ( , )x y [110]. Ýòî íåïðåðûâíàÿ, âåùåñòâåííàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî

ïîëóîïðåäåëåííàÿ (PSD) ôóíêöèÿ. Îäíî èç îïðåäåëåíèé PSD � ( , )x y —

ñóùåñòâîâàíèå (âîçìîæíî, íåÿâíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ � : X H� èñõîäíûõ îáú-

åêòîâ x y, â âåêòîðû � �( ), ( )x y âî «âòîðè÷íîì» èëè «ïðèçíàêîâîì» ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè) òàêîãî, ÷òî � ( , )x y �
� � �� �( ), ( )x y .

ßäåðíîå ñõîäñòâî âû÷èñëÿåòñÿ ïî èñõîäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îáúåêòîâ íåêî-

òîðîãî òèïà (âåêòîðû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãðàôû è äð.) ñ ïîìîùüþ ÿäåðíîé
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ôóíêöèè. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÿäåð çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî òèïà ÿäðà è îáû÷íî

ïîëèíîìèàëüíàÿ. Ïðèìåðàìè ÿäåð äëÿ âåêòîðîâ x y, ÿâëÿþòñÿ � ( , )x y = � �x y, —

ëèíåéíîå ÿäðî, ïîëèíîìèàëüíîå

� ( , ) ( , )x y x y� � � � c s, c � 0, (8)

è ãàóññîâî RBF

� ( , )x y � � �exp( / | | | | / )1 2
2
2 2x y � . (9)

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ÿäðà äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ îáúåêòîâ (ãðàôîâ

è äð.), îñíîâàííûå íà èõ ðàçáèåíèè íà ïîäñòðóêòóðû ñî ñâîèìè ëîêàëüíûìè

ÿäåðíûìè ñõîäñòâàìè [111–114].

ßäåðíûå àëãîðèòìû çàâèñÿò òîëüêî îò � ( , )x y , îäíàêî îáû÷íî òðåáóþò âû-

÷èñëåíèÿ (è èñïîëüçîâàíèÿ) N 2 ÿäåðíûõ ñõîäñòâ ìåæäó N îáúåêòàìè (ò.å. ìàò-

ðèöû ÿäðà K). Äëÿ áîëüøèõ N ýòî çà÷àñòóþ íåâîçìîæíî.

Äëÿ áûñòðîé îöåíêè ýëåìåíòîâ K èñïîëüçóþò íèçêîðàíãîâóþ àïïðîêñèìà-

öèþ K ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ìàëîãî ðàíãà, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñëó÷àé-

íîãî ïðîåöèðîâàíèÿ èëè ñýìïëèðîâàíèÿ K, à òàêæå ïñåâäîîáðàùåíèÿ (ðàçíîâèä-

íîñòè ìåòîäà Íèñòðåìà, ïîäðàçä. 6.1 è [115–118]). Êðîìå òîãî, äëÿ ÿäåð, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âåëè÷èí ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ âåêòîðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñ-

òè, áûñòðàÿ îöåíêà ýòèõ ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ ïî ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ ýòîãî ñêåò-

÷àì/âëîæåíèÿì (ñì. ðàçä. 2–5) óñêîðÿåò îöåíêó ÿäðà. Åùå îäíèì ïîäõîäîì ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëó÷åíèå òàêèõ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñõîäíûõ îáúåêòîâ x y, (âîçìîæ-

íî, íåâåêòîðíûõ), ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò óñêîðèòü

âû÷èñëåíèå � ( , )x y òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü àëãîðèòìû, íåïîñðåäñòâåííî ðàáîòàþùèå ñ âåêòîðàìè, ÷òî çà÷àñòóþ îêà-

çûâàòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì ïðèìåíåíèå ÿäåðíûõ àëãîðèòìîâ.

ßâíîå ôîðìèðîâàíèå âåêòîðîâ � ( )x ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî èõ èñïîëü-

çîâàòü. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî (8) è ÿâíûå âåêòîðíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äëÿ ÿäåð ãðàôîâ [97, 112, 114, 119–121]. Âîçìîæíî ñíèæåíèå ðàçìåð-

íîñòè � ( )x ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â ðàçä. 2–5. Íåäîñòàòêàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòî

î÷åíü áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü H (íàïðèìåð, D s äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ

ÿäåð (8)) èëè áåñêîíå÷íàÿ (íàïðèìåð, äëÿ ÿäåð RBF (9)) èëè ñëîæíîñòü (íåâîç-

ìîæíîñòü) ïðåîáðàçîâàíèÿ � ( )x , à òàêæå çàòðàòû íà ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû íåïîñðåäñòâåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé äëÿ áûñòðîé îöåíêè ÿäåðíûõ ñõîäñòâ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì èëè ñõîäñòâàì

èñõîäíûõ îáúåêòîâ.

Ìåòîä Íèñòðåìà (ñì. ïîäðàçä. 6.1) òðåáóåò ÎÎ (àäàïòàöèÿ ê äàííûì) è ôîð-

ìèðóåò âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñõîäñòâî, íî èñïîëüçóåò âû÷èñ-

ëèòåëüíî ñëîæíîå ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì (èëè ñèíãóëÿðíûì) çíà÷åíèÿì.

Ïîñëå ïóáëèêàöèè [122] ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå ïîäõîä ê çàáûâ÷èâîìó

ôîðìèðîâàíèþ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÿäåð, äëÿ êîòîðûõ

èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå [123]

� ( , ) ( , ) ( , )x y x y� E { }w w w% % , (10)

ãäå w — ñëó÷àéíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ èç íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿ-
ùåãî îò � , íî íå îò x y, ; % ( , )x w — ñëó÷àéíîå ïðèçíàêîâîå îòîáðàæåíèå
(random feature map, RFM) äëÿ ÿäðà � .

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè � ( , )x y èç ðàñïðåäåëåíèÿ âûáèðàþòñÿ w i , i d�[ ], è âû-

÷èñëÿþòñÿ � i ix�% ( , )w , i d�[ ], êîòîðûå ïðèñâàèâàþòñÿ êîìïîíåíòàì âåêòîðà

� . Îöåíêà çíà÷åíèÿ ÿäðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê �* x y x y d( , ) ( ), ( ) /� � �� � . Óâåëè÷å-

íèå d óìåíüøàåò äèñïåðñèþ îöåíêè.

Äëÿ èíâàðèàíòíûõ ê ñäâèãó ÿäåð � �( , ) ( )x y x y� � (ãàóññîâà RBF, ëàïëàñî-
âà, Êîøè è äð.) ñîãëàñíî òåîðåìå Áîõíåðà [122] èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âèäà (10).
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Êîìïîíåíò � i ôîðìèðóåòñÿ íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì çíà÷åíèÿ � �x w, , ãäå
w w~ ( )p , p( )w — îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿäðà � . Íàïðèìåð, äëÿ

RBF (9) % ( , , ) cos ( , )x U Uw x w� � � �2 , ãäå w — èç ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ

Norm /( , )0 I � 2 , U ~ Unif [0, 2 ]
 .

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ èñïîëüçîâàíèå âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé RFM ïîêàçûâà-

åò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, åñëè èìååòñÿ ïå-

ðåïàä â ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿäðà, òî âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó-

÷åííûå ìåòîäîì Íèñòðåìà, äàþò ðåçóëüòàòû âûøå, ÷åì RFM [124].

Âàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåíû â [125]. Àääèòèâíîå èñêàæåíèå àï-

ïðîêñèìàöèè èíâàðèàíòíûõ ê ñäâèãó ÿäåð èññëåäîâàíî â [122, 125, 126] (íî

ñì. [127]). Äëÿ ñíèæåíèÿ d ïðè òîì æå èñêàæåíèè ãåíåðèðîâàíèå w îñóùåñòâëÿ-

þò ìåòîäîì êâàçè- Ìîíòå-Êàðëî, à òàêæå ñ îáó÷åíèåì [128].

Äëÿ óñêîðåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè RFM èñïîëüçóþò

è àíàëèçèðóþò [129] íàáîðû èç d D/ ìàòðè÷íûõ êîíâåéåðîâ D HD PHDS G R ñ ìàò-

ðèöàìè: P — ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè, DG — äèàãîíàëüíîé ãàóññîâîé i.i.d., DS —

äèàãîíàëüíîé ìàñøòàáèðóþùåé. Ìàòðèöó CDR èñïîëüçóþò â [130]. Ôîðìèðîâàíèå

âåêòîðîâ w îáó÷åíèåì äëÿ áîëåå òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè çàäàííîãî ÿäðà è ïîâûøå-

íèå êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè ïðè ìèíèìàëüíîì d èññëåäîâàíî â [131, 132].

Òåîðåìà Áîõíåðà òàêæå ïðèìåíèìà äëÿ ñåìåéñòâà àääèòèâíûõ ãîìîãåííûõ

ÿäåð [133], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé ñêàëÿðíîé ñèãíàòóðû ÿäðà è âêëþ÷àþò ÿäðà

ïåðåñå÷åíèÿ min { , }x y , Õåëëèíãåðà, �2 , Èåíñåíà–Øåííîíà (JS) (ïîäðàçä. 8.1). Â îò-

ëè÷èå îò [122] ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðèçíàêîâ áåç ñëó÷àé-

íîãî ñýìïëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

Äëÿ ÿäåð � �( , ) ( )x y x y� � ñ x y, � 0, èñïîëüçóÿ ðàñøèðåíèå òåîðåìû Áîõíåðà,

p( )w ïîëó÷àþò îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà, � i i( ) exp ( , )x x w� � � � [134].

Ôóíêöèÿ � ( , ) ( , )x y x y� � �f (íàïðèìåð, (8)) ÿâëÿåòñÿ PSD ÿäðîì, åñëè

� ( , ) )x y � f (z ðàçëîæèìà â ðÿä Ìàêëîðåíà f ( )z a z
i i

i� �
�� 1

c ai � 0. Â [135] ïðåä-

ëîæåí ñêåò÷ � i N
N

j

N
ja( ) ( ) ,/x x w� � ��

�&2 1 1 2
1

, ãäå w Dj R� diag ( ) , N — ñëó-

÷àéíîå ÷èñëî, Pr [ ] /N n n� � �1 2 1. Â [136] èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñ ñàìèì ñîáîé, ïîâòîðåííîå s ðàç, äàåò âëîæåíèå â H , ñîîòâå-

òñòâóþùåå ÿäðó � �x y, s. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ñîçäàþò s ðàçíûõ ñêåò÷åé ðàçìåðíîñòè d,

èñïîëüçóÿ hashing trick [61]. Èòîãîâûé ñêåò÷ ðàçìåðíîñòè d ïîëó÷àþò âû÷èñëåíèåì
(d-ìåðíîãî âåêòîðà) FFT êàæäîãî ñêåò÷à, èõ ïîêîìïîíåíòíûì ïåðåìíîæåíèåì è âû-

ïîëíåíèåì FFT�1. Âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ñêåò÷à O sD sd d( log )� , îáû÷íî d O D� ( ).

Äëÿ áîëåå êîìïàêòíûõ âåêòîðîâ ñ ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèåé ÿäðà â [137] âíà-
÷àëå ïîëó÷àþò âåêòîðû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé [135]
èëè [136], à çàòåì ïðèìåíÿþò (F)JLT (ñì. ïîäðàçä. 3.2). Òåîðåìà Áîõíåðà íåïîñ-
ðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìà ê ïîëèíîìèàëüíîìó ÿäðó [138], îäíàêî äëÿ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ [138] óäàëîñü àïïðîêñèìèðîâàòü p( )w . Ýòî äàåò áîëåå òî÷íóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ ÿäåð äëÿ áîëüøèõ s.

Ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ áèíàðíûõ âåêòîðîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÿäåð ïðèâå-

äåíû â [1].

8. ÄÐÓÃÈÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

8.1. Âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ñòàòèñòè÷åñêèå (âåðîÿò-

íîñòíûå, èíôîðìàöèîííûå) ðàññòîÿíèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ âåêòîðîâ ñ xi � 0 è

i

D
ix�� �

1
1. Òàêèå âåêòîðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèÿ èëè òî÷êè

íà D-ìåðíîì ñèìïëåêñå — ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèè òðåóãîëüíèêà. Ìíîãèå

ñòàòèñòè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè è äàæå íåñèììåòðè÷íû.

Íåêîòîðûå èç íèõ íàçûâàþò (ñòàòèñòè÷åñêèìè) äèâåðãåíöèÿìè.

170 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 6



Â [139] îòìå÷àþò, ÷òî äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé — ñòàòèñòè÷åñêîãî Õåëëèí-

ãåðà dist
Hell
2 1 2 1 2

2
21 2� �/ | | | |/ /x y è Ìàõàëîíîáèñà dist

Maha
T2 � � � �( ) ( )x y A x y

� �| | ( ) | |L x y
2
2 — âîçìîæíî ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ñ èñêàæåíèåì 1� � ñîãëàñíî

ëåììå JL, òàê êàê â íèõ èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàò åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðå-

îáðàçîâàííûìè âåêòîðàìè x y, . Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âëîæåíèé â ìåòðè÷åñêèå ïðîñ-

òðàíñòâà íåìåòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé (äèâåðãåíöèé) Áõàòòà÷àðüÿ dist Bhat �

� � � �ln ( , ) /x y 1 2 è Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà dist KL � �� i

D
i i ix x y

1
ln / ñóùåñòâóþò

êîíôèãóðàöèè âåêòîðîâ ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì ìóëüòèïëèêàòèâíûì èñêàæåíè-

åì A. Äëÿ dist Bhat âûïîëíÿåòñÿ àääèòèâíûé àíàëîã ëåììû JL ñ èñêàæåíèåì

� � �a ( ) ïðè x y Di i, /� � , i D�[ ]. Àíàëèç îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè èñêàæåíèÿ

ïðè îöåíêå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ïî äðóãîìó, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ñíèæåíèå ðàç-

ìåðíîñòè ïî ëåììå JL (dist distBhat Hell� , dist KL � ( )L2
2) áåç èçìåíåíèÿ âåêòîð-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ âëîæåíèÿõ âåêòîðû â öåëå-

âîì ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò íà ñèìïëåêñå.

Â [133] ïðèâåäåíû ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ � ( )x â H , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

êîòîðûõ äàåò çíà÷åíèÿ ÿäåð JS, Õåëëèíãåðà, �2 , à òàêæå âåêòîðíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè äëÿ èõ àïïðîêñèìàöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñî-

îòâåòñòâóþùèå äèâåðãåíöèè dist
f
2 2� �| | ( ) ( ) | |� �x y è èõ àïïðîêñèìàöèè, îäíàêî

â [133] ýòîò âîïðîñ íå èññëåäîâàí.

Â [140] äëÿ dist Hell ïîêàçàíî âëîæåíèå èç D-ìåðíîãî ñèìïëåêñà â d-ìåðíûé

ñ èñêàæåíèåì 1� � ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ, îäíàêî âåê-

òîðû äîëæíû íàõîäèòüñÿ â îïðåäåëåííîé îáëàñòè D-ñèìïëåêñà, êîòîðàÿ óìåíü-

øàåòñÿ ñ ðîñòîì D . Â [141] äëÿ ðàññòîÿíèé JS, Õåëëèíãåðà, �2(dist
�2 �

� � ��� i

D
i i i ix y x y

1
2( ) / ( )) è äðóãèõ f-äèâåðãåíöèé îïðåäåëåííîãî â [141]

êëàññà ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àíàëîãà ëåììû JL ñ èñêàæåíèåì1� � äëÿ ëþáûõ

N òî÷åê ñèìïëåêñà. Âíà÷àëå âûïîëíÿþò íåëèíåéíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå âëî-

æåíèå â ( )L2
2 ñ èñêàæåíèåì1� � àíàëîãè÷íî òåõíèêå RFM (ñì. ðàçä. 7) [122]. Çà-

òåì ëåììà JL èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äî d O N� �( log )� 2 . Ïî-

ëó÷åííûå âåêòîðû èçîìåòðè÷åñêè îòîáðàæàþò âî âíóòðåííþþ îáëàñòü ñèìïëåê-

ñà è äàëåå ìàñøòàáèðîâàíèåì è öåíòðèðîâàíèåì îòíîñèòåëüíî öåíòðîèäà

ñèìïëåêñà ïîëó÷àþò èòîãîâûå òî÷êè íà ñèìïëåêñå. Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå

âîçìîæíî äëÿ f-äèâåðãåíöèé îïðåäåëåííîãî êëàññà [141]. Äàíû òàêæå äðóãèå ðå-

çóëüòàòû âëîæåíèé èíôîðìàöèîííûõ ðàññòîÿíèé.

Ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå èíôîðìàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â ïîòîêîâûõ ìîäåëÿõ

ïðèâåäåíû â [141, 142].

8.2. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñêåò÷åé è âëîæåíèé. Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçä. 4,

äëÿ L1 (è äëÿ Ls, 0 2� �s ) ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ñêåò÷è (íî íå âëîæåíèÿ). Òà-

êèå ñêåò÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èñõîäíûõ îáúåêòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâ-

ëåíèÿìè è ìåðàìè ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà, âêëàäûâàåìûìè â Ls (ïðè íåçíà÷èòåëü-

íîì óâåëè÷åíèè èñêàæåíèÿ).

Îäíàêî äëÿ âëîæåíèÿ ìíîãèõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìåòðèê â Ls (ñì. ïîä-

ðàçä. 6.2) ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè âûõîäíûõ âåêòîðîâ d èñêàæåíèå ðàñòåò

ñ óâåëè÷åíèåì ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèé âõîäíûõ îáúåêòîâ ñî ñïå-

öèàëèçèðîâàííûìè ìåòðèêàìè. Òàê êàê ñêåò÷è íå òðåáóþò îöåíêè ñõîäñòâà ïî

ìåòðèêå (ñì. ïîäðàçä. 1.3), âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè äëÿ òàêèõ èñõîäíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé (îáúåêòîâ) ñîçäàòü ñêåò÷è ñ ïîñòîÿííûì èñêàæåíèåì íåïîñðåäñòâåííî,

ìèíóÿ ïðîìåæóòî÷íîå âëîæåíèå â Ls. Â [75] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî äëÿ
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èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé èç íîðìèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (íå îáÿçà-

òåëüíî Ls) â çàäà÷å distance threshold estimation: îïðåäåëèòü ïî ñêåò÷àì, ÿâëÿþòñÿ

îáúåêòû áëèçêèìè èëè äàëåêèìè. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå ïîäîáíûõ ðå-

çóëüòàòîâ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìåòðèê (èç íåíîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ,

òàêèõ êàê dist edit ).

8.3. Áûñòðûé ïîèñê ïî ñõîäñòâó. Ëèíåéíûé ïîèñê ïî ñõîäñòâó ñ èñïîëüçî-

âàíèåì áûñòðîé îöåíêè ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà ìåæäó îáúåêòîì-çàïðîñîì è âñåìè

îáúåêòàìè áàçû ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ ëèíåéíîãî ïîèñêà ïî èñõîäíûì ìå-

ðàì ñõîäñòâà, õîòÿ è íå äàåò ñòðîãèõ ãàðàíòèé êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ ïîèñêà ïî ñõîäñòâó òî÷íàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèé âî âñåì èõ äèàïàçîíå

è ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè èçáûòî÷íà. Äîñòàòî÷íî ïðàâèëüíî îöåíèâàòü ñîîòíî-

øåíèå ðàññòîÿíèé (áîëüøå èëè ìåíüøå). Êðîìå òîãî, âûñîêàÿ òî÷íîñòü íóæíà

òîëüêî äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Ýòî ïîòåíöèàëüíî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íå

òîëüêî çàáûâ÷èâûå âëîæåíèÿ è ñêåò÷è, ðàçðàáîòàííûå äëÿ áûñòðîé è òî÷íîé

îöåíêè ñõîäñòâ è ðàññòîÿíèé (íàïðèìåð, ñ âûïîëíåíèåì âàðèàíòîâ ëåìì JL), íî

è äðóãèå, à òàêæå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ôîðìàëèçàöèÿ çàáûâ÷èâûõ âëîæåíèé

äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî áëèæàéøåãî ñîñåäà è èõ ïðèìåð äëÿ ðàññòîÿíèÿ L2

è äàííûõ ìàëîé âíóòðåííåé (intrinsic) ðàçìåðíîñòè ïðèâåäåíû â [5].

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçä. 4, äëÿ L1 íå ñóùåñòâóåò âëîæåíèé ñ âûïîëíåíèåì

ëåììû JL. Îäíàêî äëÿ ëèíåéíûõ âëîæåíèé ñëó÷àéíîé i.i.d. ìàòðèöåé Êîøè èìå-

åòñÿ «îäíîñòîðîííèé» àíàëîã ëåììû JL, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîèñê ïðèáëèæåííûõ

áëèæàéøèõ ñîñåäåé äëÿ L1 ïî òàêèì âëîæåíèÿì ñ d D�� [81]. Íåëèíåéíûå âëî-

æåíèÿ â L1 äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé ïðèâåäåíû â [80] è â ïîäðàçä. 4.1.

Áûñòðàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèé òàêæå óñêîðÿåò ïîèñê ïî ñõîäñòâó ñ èñïîëüçîâà-

íèåì èìåþùèõñÿ àëãîðèòìîâ (èíäåêñíûõ ñòðóêòóð), ðàáîòàþùèõ íà îñíîâå âû-

÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé [143–145]. Õîòÿ âñëåäñòâèå íåòî÷íîñòè îöåíîê ïîèñê â îá-

ùåì ñëó÷àå ïðèáëèæåííûé, äëÿ ñæèìàþùèõ îöåíîê (ñì. ïîäðàçä. 6.1) ìîæíî ïî-

ëó÷èòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîèñêà. Êðîìå òîãî, óñêîðåíèå ïîèñêà ïî ñõîäñòâó

âîçìîæíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ è ñòðóêòóð, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ

äëÿ ïîëó÷àåìûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ (ìàëîé è óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè) ñ èõ

ìåðàìè ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà, íàïðèìåð, íà îñíîâå äåðåâüåâ [145, 146] èëè

ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíîãî õýøèðîâàíèÿ LSH [9, 98, 147].

9. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Ïîäûòîæèì ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè îñíîâíûõ ðàññìîòðåííûõ â îáçîðå

ìåòîäîâ ôîðìèðîâàíèÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îöåíêè

ìåð ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà è ñðàâíèì èõ ñ ìåòîäàìè ñ îáó÷åíèåì.

9.1. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè âëîæåíèé âåêòîðîâ åâêëèäîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñëó÷àéíûì ïðîåöèðîâàíèåì. Ê ïðåèìóùåñòâàì âëîæåíèé ñëó÷àéíûì
ïðîåöèðîâàíèåì âåêòîðîâ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ðàçä. 2, 3) (ò.å. âåùåñ-
òâåííûõ âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî è ìîæåò îöåíèâàòüñÿ åâêëèäîâî ðàñ-
ñòîÿíèå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, óãîë) îòíîñÿòñÿ: ìàëîå èñêàæåíèå îöåíîê ïðè
ìàëîé ðàçìåðíîñòè èòîãîâûõ âåêòîðîâ; ëèíåéíîñòü ïîëó÷åíèÿ; ó÷åò âñåõ êîìïî-
íåíòîâ âõîäíîãî âåêòîðà è ïðèãîäíîñòü äëÿ ëþáûõ èñõîäíûõ âåêòîðîâ (íåðàçðå-
æåííûõ è ðàçðåæåííûõ, âåùåñòâåííûõ è áèíàðíûõ, ñ «òÿæåëûìè õâîñòàìè»); âîç-
ìîæíîñòü ïîòîêîâîé îáðàáîòêè ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ; ðàçâèòûé àïïàðàò àíàëèçà
â òåðìèíàõ ñðåäíåé îøèáêè è äëÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ (âàðèàíòû ëåììû JL).

Ïîëó÷åííûå âåùåñòâåííûå âåêòîðû (ìàëîé ðàçìåðíîñòè) â ðÿäå ñëó÷àåâ
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü â íåêîòîðûõ èíäåêñíûõ ñòðóêòóðàõ áûñ-
òðîãî ïîèñêà ïî ñõîäñòâó, â âåêòîðíûõ ìåòîäàõ êëàññèôèêàöèè, àïïðîêñèìàöèè
è äðóãèõ, ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ, à òàêæå äëÿ ïîñëåäóþùåãî êâàíòîâàíèÿ êîì-
ïîíåíòîâ [1, 147, 148].

Íåäîñòàòêàìè ÿâëÿþòñÿ: íåîáõîäèìîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö;

ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó (íî ñì. óñêîðåíèå ïðîåöèðîâàíèÿ â ðàçä. 3);
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íåïðèìåíèìîñòü äëÿ ìîäåëåé ïîòîêîâîé îáðàáîòêè ñ ïðîèçâîëüíûì âçâåøèâàíè-

åì; íåâîçìîæíîñòü îöåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîäìíîæåñòâîì êîìïîíåíòîâ

èñõîäíûõ âåêòîðîâ; íåðàçðåæåííîñòü (äëÿ ëþáûõ èñõîäíûõ âåêòîðîâ, â òîì ÷èñ-

ëå ðàçðåæåííûõ).

9.2. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ñêåò÷åé, ïîëó÷åííûõ óñòîé÷èâûìè
ñëó÷àéíûìè ïðîåêöèÿìè. Ïðåèìóùåñòâà ñêåò÷åé äëÿ îöåíêè ðàññòîÿíèé Ls

(0 2� �s ), ïîëó÷àåìûõ óñòîé÷èâûì ñëó÷àéíûì i.i.d. ïðîåöèðîâàíèåì (ñì. ðàçä. 4),

àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì â ïîäðàçä. 9.1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðÿäà íåâåêòîðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé îáúåêòîâ ñóùåñòâóåò âëîæåíèå â L1, ïîýòîìó ïî ñêåò÷àì äëÿ L1

ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èñõîäíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè (ñì. ïîäðàçä. 6.2).

Íåäîñòàòêè, â äîïîëíåíèå ê ïðèâåäåííûì â ïîäðàçä. 9.1, âêëþ÷àþò: íåîáõî-

äèìîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ s

è ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èç óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé; íåëè-

íåéíîñòü îöåíîê; íåäîñòàòî÷íîå èññëåäîâàíèå óñêîðåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðî-

âàíèÿ (íî ñì. ðàçðåæåííûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû â [149] èç s-Ïàðåòî ðàñïðåäåëå-

íèÿ); íåâîçìîæíîñòü «àâòîìàòè÷åñêîãî» ïðèìåíåíèÿ â ðÿäå ìåòîäîâ, íåïîñðåä-

ñòâåííî îïåðèðóþùèõ âåêòîðàìè.

9.3. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ñêåò÷åé, ïîëó÷åííûõ ñýìïëèðîâàíèåì.
Ê ïðåèìóùåñòâàì ñêåò÷åé, ïîëó÷åííûõ ðàâíîìåðíûì ñëó÷àéíûì ñýìïëèðîâàíè-

åì áåç çàìåùåíèÿ (ñì. ïîäðàçä. 5.1, 5.2) îòíîñÿòñÿ: ïðèãîäíîñòü îäíîãî è òîãî æå

ñêåò÷à äëÿ îöåíêè ëþáûõ ëèíåéíûõ ñóììèðóþùèõ ñòàòèñòèê; ïðîñòîòà ïîëó÷å-

íèÿ ñêåò÷à; âîçìîæíîñòü áîëåå òî÷íûõ îöåíîê äëÿ ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ; ïðè-

ìåíèìîñòü ê ëþáûì ìîäåëÿì ïîòîêîâîé îáðàáîòêè, âêëþ÷àÿ ìîäåëè ñ ïðîèç-

âîëüíûì âçâåøèâàíèåì êîìïîíåíòîâ (èñõîäíûõ âåêòîðîâ); âîçìîæíîñòü ðàáîòû

ñ âûäåëåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè êîìïîíåíòîâ.

Ê íåäîñòàòêàì îòíîñÿòñÿ: íåâûñîêàÿ òî÷íîñòü îöåíîê äëÿ äàííûõ ñ òÿæåëû-

ìè õâîñòàìè è íåðàçðåæåííûõ; â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëîæíîñòü àíàëèçà îøèá-

êè îöåíêè è îòñóòñòâèå ãàðàíòèé äëÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Èìåþòñÿ ïðîáëåìû ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì CRS-ñêåò÷åé (ñì.

ïîäðàçä. 5.2) â âåêòîðíûõ àëãîðèòìàõ è LSH. Êîìïîíåíòû ðàçëè÷íûõ ñêåò÷åé

ñ îäèíàêîâûì íîìåðîì â ñêåò÷å íå ñîîòâåòñòâóþò îäèí äðóãîìó, ïîýòîìó, íà-

ïðèìåð, äëÿ îáó÷åíèÿ ëèíåéíîé ìîäåëè òðåáóåòñÿ èõ ðàçâîðà÷èâàíèå â âåêòîðû

èñõîäíîé ðàçìåðíîñòè. Òàêæå îòìå÷àþò [62] ïðîáëåìû ñ ïîñòðîåíèåì ïî íèì

ìàòðèöû ÿäåðíûõ ñõîäñòâ.

Äëÿ âåêòîðîâ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè ìåòîäû âçâåøåííîãî ñýìïëèðîâàíèÿ ïîçâî-

ëÿþò ïîâûñèòü òî÷íîñòü îöåíîê, îäíàêî ðàáîòàþò ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âõîäíûìè

âåêòîðàìè, òðåáóþò ðàçðàáîòêè îöåíîê äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõîäñòâ è ðàññòîÿíèé, îöåíêè

è ðàñ÷åò èõ îøèáêè íåòðèâèàëüíû. Åñëè íå èìååòñÿ òÿæåëûõ õâîñòîâ, ðåçóëüòàòû

ïðîñòîãî ñýìïëèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ëó÷øå [84].

9.4. Ìåòîäû îöåíêè ñõîäñòâà ñ îáó÷åíèåì. Áîëüøèíñòâî ðàññìîòðåííûõ

â îáçîðå ìåòîäîâ ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ áûñòðîé îöåíêè

ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ íå ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòåé äàííûõ êîíêðåòíîé áàçû.

Àäàïòàöèÿ ê äàííûì îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ïðèìåíå-

íèÿõ áûñòðîé îöåíêè ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ. Íàïðèìåð, â ïîèñêå ïî ñõîäñòâó ìîæ-

íî ïîëó÷èòü óñêîðåíèå çà ñ÷åò ôîðìèðîâàíèÿ áîëåå êîìïàêòíûõ ïðåäñòàâëåíèé,

à òàêæå ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïîèñêà çà ñ÷åò ïîäñòðîéêè ê áàçå ïðåäñòàâëåíèé è èñ-

ïîëüçóåìûõ ìåð ðàññòîÿíèÿ/ñõîäñòâà.

Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé c èñïîëüçîâàíèåì îáó÷å-

íèÿ êàê áåç ó÷èòåëÿ, òàê è ñ ó÷èòåëåì, îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíû-

ìè ìåòîäàìè [150, 151]. Ïðèìåðîì ëèíåéíîãî (ñæèìàþùåãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ôîðìèðóåìîãî îáó÷åíèåì áåç ó÷èòåëÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò PCA.

Íàïðàâëåíèÿ ïðîåöèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèÿ ïî ñèíãó-

ëÿðíûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû äàííûõ. Ïðè ñíèæåíèè ðàçìåðíîñòè PCA îáåñïå÷è-
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âàåò íàèìåíüøóþ äëÿ ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó îöåíêè

åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåêòîðàìè îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îäíàêî ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó êîíêðåòíîé ïàðîé âåêòîðîâ ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå èñêàæåíèå

(íå èìååòñÿ ãàðàíòèé õóäøåãî ñëó÷àÿ). Êðîìå òîãî, òåîðåòè÷åñêè íå ðàññ÷èòûâà-

åòñÿ ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ çàäàííîå èñêàæåíèå. Ìåòîäû

c îáó÷åíèåì èñïîëüçóþò òàêæå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîìïàêòíûõ áèíàðíûõ

âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, îòðàæàþùèõ ñõîäñòâî âõîäíûõ îáúåêòîâ [147, 148].

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïîèñêà ïî ñõîäñòâó èñïîëüçóþò îáó÷åíèå ìåòðèêå

(metric learning) [152, 153]. Èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå îáúåêòû ñ÷èòàòü ñõîäíûìè,

à êàêèå íåñõîäíûìè, çàäàåòñÿ ó÷èòåëåì è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàñòðîéêè ïàðàìåò-

ðîâ ìåð ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ. Òàê, íàïðèìåð, ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå íàñòðàèâàåò-

ñÿ ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ A ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëîíîáèñà (ñì. ïîäðàçä. 8.1).

Îáùèì íåäîñòàòêîì ìåòîäîâ ñ îáó÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ èõ âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñëîæíîñòü. Äëÿ íåêîòîðûõ ìåòîäîâ íåòðèâèàëüíî ôîðìèðîâàíèå âåêòîðíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé íîâûõ îáúåêòîâ, íå èñïîëüçóåìûõ â îáó÷åíèè (íî ñì. ìåòîä Íèñòðåìà,

ïîäðàçä. 6.1). Ìåòîäû ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáó÷åíèåì íå âñåãäà ðåøàþò çàäà÷ó

ñîõðàíåíèÿ èñõîäíûõ ðàññòîÿíèé/ñõîäñòâ, ïîýòîìó âîçìîæíû èõ áîëüøèå èñêàæå-

íèÿ áåç ãàðàíòèé ñîõðàíåíèÿ èëè ñîêðàùåíèÿ ðàññòîÿíèé. Êðîìå òîãî, àäàïòàöèÿ

ê äàííûì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàííûå îáó÷àþùåé âûáîðêè è íîâûå äàííûå áóäóò

èìåòü îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Àâòîð áëàãîäàðåí êàíä. òåõí. íàóê À.Ì. Ñîêîëîâó çà îáñóæäåíèÿ.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 13.05.2016

Ä.Î. Ðà÷êîâñüêèé
Ä²ÉÑÍ² ÂÊËÀÄÅÍÍß ² ÑÊÅÒ×² ÄËß ØÂÈÄÊÎ¯ ÎÖ²ÍÊÈ Â²ÄÑÒÀÍÅÉ ÒÀ ÑÕÎÆÎÑÒÅÉ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè ³ àëãîðèòìè øâèäêî¿ îö³íêè ì³ð â³äñòàí³/ñõî-
æîñò³ äàíèõ çà ä³éñíèìè âåêòîðíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè ìàëî¿ ðîçì³ðíîñò³.
Äîñë³äæåíî ìåòîäè áåç íàâ÷àííÿ, ç âèêîðèñòàííÿì âèïàäêîâî¿ ïðîåêö³¿ òà
ñåìïë³þâàííÿ. Âõ³äí³ äàí³ º, â îñíîâíîìó, âåêòîðàìè âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³ ç
ð³çíèìè ì³ðàìè â³äñòàí³ (åâêë³äîâå, ìàíõåòòåíîâå, ñòàòèñòè÷íå òà ³í.) ³ ñõî-
æîñò³ (ñêàëÿðíèé äîáóòîê òà ³í.). Îáãîâîðþþòüñÿ òàêîæ âåêòîðí³ ïðåäñòàâ-
ëåííÿ íåâåêòîðíèõ äàíèõ. Îòðèìàí³ âåêòîðè ìîæóòü òàêîæ çàñòîñîâóâàòèñÿ
â àëãîðèòìàõ ïîøóêó çà ñõîæ³ñòþ, ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ òîùî.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: â³äñòàíü, ñõîæ³ñòü, âêëàäåííÿ, ñêåò÷³, çíèæåííÿ ðîç-
ì³ðíîñò³, âèïàäêîâ³ ïðîåö³þâàííÿ, ñåìïë³þâàííÿ, ëåìà Äæîíñîíà–Ë³íäåí-
øòðàóñà, ÿäåðíà ñõîæ³ñòü, ïîøóê çà ñõîæ³ñòþ.

D.A. Rachkovskij
REAL-VALUED EMBEDDINGS AND SKETCHES FOR FAST DISTANCEAND
SIMILARITY ESTIMATION

Abstract. This survey paper focuses on methods and algorithms for fast
estimation of data distance/similarity measures. The estimation is done by
real-valued vector representations of small dimension. The discussed methods do
not use learning and mainly use random projection and sampling. Initial data are
mainly high-dimensional vectors with different distance measures (Euclidean,
Manhattan, statistical, etc.) and similarities (dot product etc.). Vector
representations of non-vector data are discussed as well. The resultant vectors
can also be used for similarity search algorithms, machine learning, etc.

Keywords: distance, similarity, embeddings, sketches, dimensionality reduction,
random projection, sampling, Johnson–Lindenstrauss lemma, kernel similarity,
similarity search.
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