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ИДЕНТИФИКАЦИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ 
ЗАВИСИМОСТИ МОЩНОСТИ ИСТОЧНИКА ЭНЕРГИИ 
ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ НА БАЗЕ ВАРИАЦИОННО-СТРУКТУРНОГО 
И ПРОЕКЦИОННЫХ МЕТОДОВ 

На базе совместного применения метода прямых, итерационного и вариационно-
структурного методов решена обратная задача нелинейной нестационарной теплопро-
водности. Представлены результаты решения обратной задачи теплопроводности в 
виде идентифицированных параметров функции, характеризующей мощность внут-
реннего источника энергии от температуры по данным вычислительного эксперимен-
та. 

На базі спільного використання методу прямих, ітераційного та варіаційно-
структурного методів розв’язана обернена задача нелінійної нестаціонарної теплопро-
відності. Наведено результати розв’язання оберненої задачі теплопровідності у вигляді 
ідентифікованих параметрів функції, що характеризує потужність внутрішнього 
джерела енергії  від температури за даними обчислювального експерименту. 

Актуальность проблемы 
В настоящее время в связи с развитием высокотемпературной теплофизики значи-

тельное внимание уделяется разработке методов расчёта нестационарных нелинейных тем-
пературных полей при высокоинтенсивных источниках теплоты. Исследуемая проблема от-
носится к классу задач математической физики с существенной нелинейностью, при реше-
нии которых встречаются серьёзные трудности. Они связаны с тем, что необходимо прово-
дить большие серии расчётов нестационарных полей в конструктивных элементах с учётом 
реальной геометрии при условии, что мощность источников тепла зависит от температуры, 
координат точек пространства и от времени; от времени также зависит температура окру-
жающей среды, а теплофизические свойства материала – от температуры. В этих условиях 
применение известных аналитических методов сопряжено с математическими трудностями 
принципиального характера. Только некоторые нестационарные нелинейные задачи, к ре-
шению которых сводится определение неустановившихся тепловых процессов, допускают 
точное решение. При этом рассматриваются лишь простейшие формы конструктивных эле-
ментов и сравнительно простые начальные и краевые условия. Поэтому возникает необхо-
димость в развитии приближённых методов расчёта для исследования указанных тепловых 
полей. 

Одним из перспективных направлений в развитии приближённых численно-
аналитических методов решения нелинейных задач теплопроводности является сведение на 
первом этапе решения нестационарной задачи теплопроводности к последовательности со-
ответствующих стационарных нелинейных задач для каждого момента времени с использо-
ванием неявной разностной схемы Кранка-Николсона по временной переменной задачи. На 
втором этапе решения полученной последовательности нелинейных задач теплопроводности 
предлагается совместно применять итерационный, структурный и вариационный методы. 
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Постановка обратной задачи 
теплопроводности 

Рассмотрим случай, когда конструк-
тивный элемент представляет собой огра-
ниченную пластину  определённой толщи-
ны a и распределение источников и стоков 
тепла на ней характеризуется функцией 
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где γi, βi – действительные числа. 
Предлагается совместное примене-

ние метода прямых [1], итерационного [2] и 
вариационно-структурного [3–5] методов 
для решения обратной нелинейной неста-
ционарной задачи теплопроводности [6] 
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в области неканонической формы с источником энергии (рис. 1); 
d
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Bi  – число Био; α – 

коэффициент теплоотдачи с поверхности пластины; L – характерный размер пластины; 
T(x, y, Fo) – температура; t – время; Γ = Γ1∪Γ2 – граница области; λ – коэффициент тепло-
проводности. 

Математическое моделирование нелинейных нестационарных тепловых процессов в 
двухмерных системах с источником энергии 

Представим первую производную по времени в уравнении (1) посредством прибли-

женного конечно-разностного выражения 
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альное уравнение теплопроводности (1) в точках сетки по временной переменной 
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мощности источника энергии в виде такой двойной суммы: 
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,
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qpa  − постоянные неопределенные коэффици-

енты; Pp(x), Pq(x) − полиномы Чебышева, нормированные относительно области их опреде-
ления Ωi. 

Нестационарная краевая задача теплопроводности (1)–(3) для каждого момента вре-
мени Fol+1 представляется в виде стационарных краевых задач 

Рис. 1. Пластина с локальным 
источником энергии 
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l = 0, 1, 2,…, T0 = T0 в Ω. Запишем решение краевых задач теплопроводности (5)–(6) в виде 
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функция температуры 
1+l

T  будет решением следующей стационарной краевой задачи теп-
лопроводности для моментов времени Fol+1: 
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 ( )( ) ∑
=

−
χ=ω+ωω+ω=

n

ji
ijij yxCTTT

0,

12
2

2
1

2
12

2
21 ),( , (9) 

где ∑
=

χ=Φω=
n

ji
ijij yxCT

0,

)1(
11 ),( , ∑

=

χ=Φω+Φω−Φ=
n

ji
ijij yxCBiDT

0,

(2)
Г22Г

(2)
122 ),()()(

22

, 

∑
=

ϕ=Φ
n

ji
ijijC

0,

, ϕij = Pi(x)Pj(y), Pk(z), k = i, j − полиномы Чебышева, 

( ) ( )4 822822222
1 2 ydxdyxd −+−+−−=ω , ( ) ( ) 14 8282

22

2 211
2

1
2

1 −⋅−+−−
−

+
−

=ω yxyx , 

2,0  ,)(
1 =

∂
ω∂

∂
∂

+
∂
ω∂

∂
∂

= k
yyxx

D kkk , 2
2

2
1

2
1)2(

2
2

2
1

2
2)1(),(

ω+ω
ω

χ+
ω+ω

ω
χ=χ ijijij yx . 

Функции ω1 и ω2 удовлетворяют следующим условиям: 0
1

1 =ω
Γ

, 0
2

2 =ω
Γ

, 

1
2

2 =
ν∂
ω∂

Γ

, ω1 > 0, (x, y) ∈ Ω, ω2 > 0, (x, y) ∈ Ω. Для того чтобы 0
11

2
1

2

=
∂
ω∂

Γ
x

, 0
12

2
1

2

=
∂
ω∂

Γ
y

, 

0
1

2
2

2

=
∂
ω∂

±=xx
, 0

1
2
2

2

=
∂
ω∂

±=yy
. Используем РS-операции p pp ffffff 2 2

2
2

1212РS1
~~~~~~

+−+=∧ , 

p pp ffffff 2 2
2

2
1212РS1

~~~~~~
+++=∨ , в которых ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∑

−

=

1

1
111 1

~ p

l

l
l faff , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∑

−

=

1

1
222 1

~ p

l

l
l fbff . Для рас-

сматриваемой задачи 4 4
2

4
12PS12

~~~~
ffff +=∧=ω , 

2
1 2

1
xf −

=  , 
2

1 2

2
yf −

= , p = 2, a1 = 1/4. Тогда 



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

ISSN 0131–2928. Пробл. машиностроения, 2010, Т. 13, № 6 61

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=

4
11

2
1~ 22

1
xxf , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=

4
11

2
1~ 22

2
yyf , в этом случае 

011
2

1
2
1

2
)(2

4
11

~

1

2

11

2

1
2
1

2

=+−=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+−=

∂
∂

±=±=±=±= xxxx

xxxx
x
f , 

011
2

1
2
1

2
)(2

4
11

~

1

2

11

2

1
2
2

2

=+−=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+−=

∂
∂

±=±=±=±= yyyy

yyyy
y
f .  

Функция 4 4
2

4
1212РS11

~~~~~~ ϕ+ϕ+ϕ+ϕ=ϕ∧ϕ=ω , где 2
1 xd −=ϕ , 2

2 yd −=ϕ , 

[ ])(1)(~ 22
1

22
1 xdaxd −+−=ϕ , [ ])(1)(~ 22

1
22

2 ydayd −+−=ϕ , и коэффициент a1 выбирается 

так, чтобы 0
~

11

2
1

2

=
∂
ϕ∂

Γ
x

, 0
~

12

2
2

2

=
∂
ϕ∂

Γ
y

. 

Краевую задачу теплопроводности (7)–(8) сведем к проблеме минимума следующего 
квадратичного функционала: 
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Функция 1
,
+l
qpT  является решением краевой задачи теплопроводности 
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и выбирается в виде структуры решения (9). Краевая задача (10)–(11) эквивалентна пробле-
ме минимума следующего квадратичного функционала: 
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В результате решения краевых задач теплопроводности (7)–(8), (10)–(11) на последователь-

ных временных шагах Fol+1 сетки ωFo получены функции температур 
1+l

T , 1
,
+l
qpT , inqp ,0, = , 

учитывающие соответственно начальное условие (3) задачи (1)–(4) для каждого момента 
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времени (источник энергии
FoΔ

l
T ) в уравнении (7) и составляющую источника энергии в 

уравнении (9) Pp(x)Pq(y), inqp ,0, = . 

Идентификация нелинейной зависимости от температуры мощности внутреннего 
источника энергии в двухмерных системах 

Используя точечный метод наименьших квадратов для учёта данных теплофизиче-
ского эксперимента (4), получим систему линейных алгебраических уравнений, из решения 
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Полученные коэффициенты 1+l
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получим для определения параметров lnγl+1 и βl+1 уравнения 
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При проведении вычислительного эксперимента для функции источника энергии в 
задаче (1)–(4) в виде F(T) = 10,0e–0,5T решена прямая задача с целью определения данных вы-
числительного эксперимента для температуры в точках (x, ym) в условии (4). При решении 
обратной задачи (1)–(4) выбирались 4, 8, 12 точек, в которых температура для каждого из 
моментов времени Fol+1 определялась из решения прямой нелинейной нестационарной зада-
чи теплопроводности (1)–(3). Данные вычислительного эксперимента при решении обратной 
задачи теплопроводности (1)–(4) приведены в таблице при использовании данных вычисли-
тельного эксперимента в восьми точках. Использование данных вычислительного экспери-
мента в четырех точках приводит к рассогласованию результатов с точными значениями для 
параметров γ и β в пределах, не превышающих 1%. 

Идентификация параметров γ и β функции мощности источника энергии во времени 
t 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
γ 9,999 9,966 9,980 9,991 9,997 10,999 10,001 10,002 10,002 10,002
β –0,499 –0,464 –0,481 –0,493 –0,499 –0,502 –0,504 –0,504 –0,504 –0,504

Заключение 
Предложены новые подходы к идентификации нелинейной зависимости от темпера-

туры мощности внутренних источников энергии в двухмерных системах. Данные подходы 
базируются на разработанном методе спектральных функций влияния для внутренних ис-
точников энергии. Нелинейная неизвестная зависимость мощности источника энергии от 
температуры аппроксимируется в области источника функциональным рядом в виде поли-
номов Чебышева с неизвестным коэффициентами. 



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

ISSN 0131–2928. Пробл. машиностроения, 2010, Т. 13, № 6 63

На этапе идентификации выбирается тот или иной класс нелинейной зависимости 
мощности источников энергии от температуры с неопределёнными коэффициентами, и с 
помощью метода наименьших квадратов в интегральной форме определяются эти коэффи-
циенты. 

Предложенный в статье подход к идентификации параметров функции, характери-
зующей мощность источника энергии, по данным вычислительного эксперимента позволяет 
уточнять математические модели тепловых процессов в двухмерных системах с источника-
ми энергии. К данным системам относятся платы электронных устройств, приборные панели 
космических аппаратов и др. Это позволяет значительно повысить степень адекватности мо-
делирования тепловых процессов по отношению к реально протекающим в системах с ис-
точниками энергии. 
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ОПТИМІЗАЦІЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ АЕРОДИНАМІЧНИХ 
ПОВЕРХОНЬ ДЛЯ АВІАДВИГУНІВ НА ОСНОВІ В-СПЛАЙНІВ  

Досліджується метод оптимального вибору числа горизонтальних та вертикальних 
перерізів аеродинамічних поверхонь деталей авіадвигунів, які однозначно можуть бути 
описані в циліндричній системі координат. Метод  використовує явні вирази для В-
сплайнів 2-го та 3-го степенів з нерівномірним розміщенням вузлів, тобто їх подання 
явними аналітичними виразами на кожному з підінтервалів носія сплайна. 

Исследуется метод оптимального выбора числа горизонтальных и вертикальных сече-
ний аэродинамических поверхностей деталей авиадвигателей, которые однозначно мо-
гут быть описаны в цилиндрической системе координат. Метод  использует явные вы-


