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Abstract. Basing on the three-dimensional linearized Navier-Stokes equations for a vis-
cous fluid and the linear equations of classical theory of elasticity for an elastic layer, the 
dispersion curves are built and the propagation of acoustic waves is studied within the broad 
range of frequencies. An effect of the viscosity of fluid, the thickness of elastic and fluid 
layers on the phase velocities and coefficients of attenuation of modes is analyzed both for 
the thin, and the thick solid layers. It is shown that in the case of thick elastic layer the fluid 
layers of some thickness and some frequencies exist, for which an effect of viscosity of fluid 
on the phase velocities and attenuation coefficients of modes is minimal. It is also revealed 
that some frequencies and frequency intervals exist for a row of modes, for which an effect 
of viscosity of fluid on the phase velocities and attenuation coefficients of modes is signifi-
cant. The approach developed for the wave processes and the results obtained in this report 
allow to establish the validity range of the model of ideal fluid. The numerical results are 
presented in the form of plots and their analysis is given. 
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Введение. 
К числу основных направлений, по которым проводятся исследования волновых 

процессов в гидроупругих системах, можно отнести следующие. Это, прежде всего, 
направление, связанное с привлечением более сложных моделей упругого тела. Вто-
рое направление включает работы, в которых применяются более сложные модели 
жидкой среды. Следующее направление связано с проведением исследований в рам-
ках более сложных моделей волновых движений. 

Среди значительного количества статей, посвященных указанным направлениям, 
отметим лишь некоторые работы, опубликованные сравнительно недавно [3 – 24]. В 
статьях [3, 4, 6 – 13, 18 – 20, 24], относящихся к первому направлению, для исследо-
вания волновых процессов использованы модели, учитывающие начальные напряже-
ния, слоистость упругой среды, а также структуру композитных и новых наномате-
риалов. В частности, в публикациях [8 – 11] рассмотрен волновой процесс в предва-
рительно напряженных слое и стратифицированной полуплоскости. Изучению дис-
персии волн в слоистых композитных материалах с учетом проскальзывания слоев 
посвящена работа [20]. Результаты исследования закономерностей распространения 
волн в новых материалах из нанокомпозитов приведены в [7, 18]. Развитию ультра-
звукового неразрушающего метода определения напряжений в приповерхностных 
слоях материалов (в рамках трехмерной линеаризованной теории упругости конечных 
деформаций) посвящены работы [6, 17]. В работах [3, 4, 6], относящихся к первому 
направлению, предложена модель упругого тела, учитывающая начальные напряже-
ния и построенная на основании трехмерной линеаризованной теории упругости при 
конечных начальных деформациях. Разработке модели покоящейся и движущейся 
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вязкой сжимаемой жидкости с привлечением трехмерных линеаризованных уравне-
ний Навье – Стокса посвящены публикации [5, 13 – 16], относящиеся ко второму на-
правлению. Процесс распространения акустических волн вдоль границы контакта 
предварительно деформированного высокоэластичного несжимаемого упругого те-
ла и вязкой жидкой среды рассмотрен в [19]. Обзор работ, относящихся к первому и 
второму направлениям, и анализ полученных результатов выполнены в [3 – 6, 12 – 
16, 19]. К третьему направлению относятся статьи [21, 23] и монография [22], в ко-
торых приведены результаты исследования распространения нелинейных поверхно-
стных упругих волн в рамках модели Мурнагана с учетом геометрической и физи-
ческой нелинейностей. 

Отметим, что волны, распространяющиеся вдоль границы контакта упругого 
слоя и слоя жидкости, относятся к числу обобщений основательно исследованных 
основных типов акустических волн (Рэлея, Стоунли, Лява и Лэмба). Обзор работ и 
анализ результатов, полученных в рамках классической теории упругости и модели 
идеальной сжимаемой жидкости, приведены в [1]. Отметим, что значительное прак-
тическое использование поверхностных волн требует учета свойств, которые при-
сущи реальным средам. К числу таких факторов относится вязкость жидкости. Рас-
смотренные задачи и результаты, полученные с учетом этого свойства жидкости, 
приведены в [2, 4, 5, 12 – 16, 19]. 

В данной работе для исследования распространения волн в системе слой жидко-
сти – упругий слой привлекается модель вязкой сжимаемой ньютоновской жидкости. 
При этом используются трехмерные линеаризованные уравнения Навье – Стокса для 
жидкости и линейные уравнения классической теории упругости для твердого тела. 
Предполагается, что жидкость находится в состоянии покоя и тепловые эффекты не 
учитываются. В качестве подхода выбраны постановки задач и метод, основанные на 
применении представлений общих решений уравнений движения вязкой сжимаемой 
жидкости и упругого тела, предложенные в работах [3 – 6, 13 – 16]. 

1. Постановка задачи. 
Рассмотрим задачу о распространении акустических волн в гидроупругой системе, 

состоящей из изотропного упругого слоя и слоя вязкой сжимаемой жидкости. Решение 
получим с привлечением трехмерных линейных уравнений классической теории упруго-
сти для твердого тела и линеаризованных уравнений Навье – Стокса для жидкости, нахо-
дящейся в состоянии покоя. В рамках принятых моделей основные соотношения для сис-
темы упругое твердое тело – вязкая сжимаемая жидкость принимают такой вид: 
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Здесь введены следующие обозначения: iu  – компоненты вектора перемещений твер-

дого тела;   – плотность материала упругого слоя;   и   – константы Ляме мате-

риала твердого тела; iv  – составляющие вектора возмущений скорости жидкости; *  

и p  – возмущения плотности и давления в жидкости; *  и *  – кинематический и 

динамический коэффициенты вязкости жидкости; 0  и 0a  – плотность и скорость 

звука в жидкости в состоянии покоя; ijP  и ij  – составляющие напряжений соответ-

ственно в жидкости и упругом теле. 
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Равенства (1) описывают поведение твердого тела. Малые колебания вязкой сжи-
маемой жидкости, находящейся в состоянии покоя и без учета тепловых эффектов, 
описывают соотношения (2), (3). 

Далее предположим, что упругий слой заполняет объем: 1 ,z     

2 2 0,h z    3z     и контактирует со слоем вязкой сжимаемой жидкости, за-

нимающим объем: 1 ,z     20 ,z h  , 3 .z     Примем, что внешние силы, 

действующие на указанные среды, распределены равномерно вдоль оси 3.oz  По-

скольку в этом случае волна, которая распространяется в направлении оси 1oz  и воз-

мущения, ее вызывающие, не зависят от переменной 3z , то задача является плоской и 

можно ограничиться изучением процесса распространения волн в плоскости 1 2.oz z  

Следовательно, указанная задача сводится к решению системы уравнений (1) – (3) 
при следующих граничных условиях: 
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В дальнейшем для решения задачи гидроупругости воспользуемся представле-
ниями общих решений для твердых упругих тел и вязкой сжимаемой жидкости, пред-
ложенными в работах [3 – 6, 13 – 16], т.е. 
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где введенные потенциалы i  являются решениями следующих уравнений: 
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Для анализа распространения возмущений, которые гармонически изменяются во 
времени, решения системы уравнений разыскиваем в классе бегущих волн 

   2 1exp ,i iX z i kz t       1,3,i                                          (9) 

где k   ik     – волновое число;   – коэффициент затухания волны;   – круго-

вая частота. 
Заметим, что выбранный в данной работе класс гармонических волн, являясь наи-

более простым и удобным в теоретических исследованиях, не ограничивает общности 
полученных результатов, поскольку линейная волна произвольной формы, как из-
вестно, может быть представлена набором гармонических составляющих. Далее ре-
шаем две задачи Штурма – Лиувилля на собственные значения для уравнений движе-
ния упругого тела и жидкости, а также находим соответствующие собственные функ-
ции. После подстановки решений в граничные условия (4), (5) получаем однородную 
систему линейных алгебраических уравнений относительно произвольных постоян-
ных. Исходя из условия существования нетривиального решения, приравнивая опре-
делитель системы к нулю, получаем дисперсионное уравнение 



 39 

 *
0 0 1 2det , , , , , , , , / , / 0,mn s se c а h c h c           , 1,8,m n               (10) 

где c  – фазовая скорость мод в гидроупругой системе; 1h  – толщина слоя жидкости; 

2h  – толщина упругого слоя; sc  ( 2 /sc   ) – скорость волны сдвига в твердом теле. 

Как известно, в неограниченном сжимаемом упругом теле существуют продоль-
ная и сдвиговая волны. В идеальной сжимаемой жидкой среде распространяется толь-
ко продольная волна. В вязкой сжимаемой жидкости существуют как продольная 
волна, так и волна сдвига. Именно эти волны, взаимодействуя между собой на сво-
бодных граничных поверхностях, а также на поверхностях контакта сред, порождают 
сложное волновое поле в гидроупругой системе. 

Заметим, что особенность распространения возмущений в гидроупругом волно-
воде указанной структуры обусловлена наличием в упругом теле и жидкости гранич-
ных поверхностей. Это значительно усложняет картину волнового поля в нем. При-
чиной этого является то, что в формировании поля в гидроупругой системе сущест-
венную роль играют не только наличие жидкости, а также взаимодействие волн с по-
верхностью упругого тела, контактирующего с жидкой средой, но и наличие свобод-
ных границ и их взаимовлияние. Взаимодействие продольных и сдвиговых волн на 
граничных поверхностях приводит к возникновению в гидроупругом волноводе до-
вольно сложного спектра мод. 

Отметим, что полученное дисперсионное уравнение (10) является наиболее общим и 
из него можно получить соотношения для ряда частных случаев, которые рассмотрены в 

работах [1, 2, 12]. В частности, если 0a  устремить к бесконечности, то (10) переходит в 

уравнение для определения параметров мод в случае взаимодействия с вязкой несжимае-

мой жидкостью. Если  *  положить равным нулю, то из (10) получим результаты для 

гидроупругой системы с идеальной жидкостью. При 0 0   равенство (10) перейдет в 

уравнение для определения скоростей волн Лэмба [1]. Если дополнительно устремить 2h  

к бесконечности, получим соотношение для определения скоростей поверхностных волн 
Рэлея [1]. При 0 0   и 1h   равенство перейдет в уравнение Стоунли [1]. 

2. Анализ численных результатов. 
В дальнейшем дисперсионное уравнение (10) решаем численно. При этом число-

вые расчеты проводим для системы органическое стекло – вода, которая характеризо-

валась следующими параметрами: упругий слой – 1160   кг/м3, 93,96 10    Па, 
91,86 10    Па; слой жидкости – 0 1000   кг/м3, 0 1459,5а   м/с, * 0,001,   

0 0 1,1526.sa a c   

Результаты вычислений представлены на рис. 1 – 12. 

 

Рис. 1 
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На рис. 1 для упругого слоя, невзаимодействующего с жидкостью, приведены за-
висимости безразмерных величин фазовых скоростей нормальных волн Лэмба c  

( s/cc с ) от безразмерной величины толщины упругого слоя (частоты) 2h  

( 2 2 sh h c ). Номерами an  обозначены антисимметричные моды, а sn  – соответст-

венно, симметричные моды. 
На рис. 2 представлены дисперсионные кривые для гидроупругого волновода (за-

висимости безразмерных величин фазовых скоростей мод c  ( s/cc с ) от безразмер-

ной толщины слоя вязкой сжимаемой жидкости 1h  ( 1 1 sh h c ) для тонкого упруго-

го слоя с толщиной, равной 2 2h  ). 

 

Рис. 2 

Характер влияния вязкости жидкости на скорости мод в гидроупругой системе 
иллюстрируют графики на рис. 3, 4, где представлены зависимости относительных 

изменений величин фазовых скоростей мод *c  (  *
i v i

c c c c  , ic  – фазовая скорость 

нормальных волн в гидроупругой системе с идеальной жидкостью; vc  – фазовая ско-

рость мод в системе с вязкой жидкостью) от безразмерной величины толщины слоя 

жидкости 1h  для первых 7 мод. На этих рисунках представлены графики для гидро-

упругого волновода, толщина упругого слоя которого 2 2.h   

 

Рис. 3 

На рис. 5 показаны зависимости безразмерных величин коэффициентов затухания 
мод   ( s/ k  , sk  – волновое число волны сдвига в материале упругого слоя) от 
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безразмерной величины толщины слоя вязкой жидкости 1h  для гидроупругого вол-

новода, толщина упругого слоя которого 2 2.h   

 

Рис. 4 

 

Рис. 5 

Из графиков, представленных на рис. 1, следует, что скорость нулевой антисим-

метричной моды Лэмба при росте толщины упругого слоя (частоты) 2h  стремится к 

скорости волны Рэлея Rc  ( 0,9336R R sc c с  ) снизу, а скорость нулевой симмет-

ричной моды стремится к скорости волны Рэлея Rc  сверху. Скорости всех высших 

мод Лэмба при увеличении толщины упругого слоя (частоты) стремятся к скорости 
волны сдвига в материале упругого тела sc . 

Графики для гидроупругой системы, которые приведены на рис. 2, для случая 

тонкого упругого слоя с 2 2,h   показывают, что при росте толщины вязкого жидкого 

слоя 1h  скорость нулевой антисимметричной моды стремится к величине равной 

0,6698, которая меньше скорости волны Стоунли stc  ( 0,7691st st sc c с  ). Скорости 

нулевой симметричной моды и всех высших мод, порождаемых слоем жидкости, 
стремятся к скорости распространения звука в жидкой среде 0a  ( 0 1,1526a  ). При 

этом механические параметры гидроупругого волновода такие, что 0 1,1526 .sa c   

Из графического материала, представленного на рисунках 3 – 5, непосредственно 
следует, что для всех мод, кроме нулевой симметричной моды, существуют жидкие 
слои определенной толщины, при которых влияние вязкости жидкости на фазовые 
скорости мод является минимальным и незначительным. Вместе с тем в случае тонко-
го упругого слоя для ряда мод существуют жидкие слои с толщинами, при которых 
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влияние вязкости жидкости на фазовые скорости этих мод значительно. Графики, 
приведенные на рис. 5, показывают, что для большинства мод существуют жидкие 
слои определенной толщины, при которых величины коэффициентов затухания при-
нимают как наименьшее, так и наибольшее значение. 

На рис. 6 представлены дисперсионные кривые для гидроупругого волновода, ко-
торые показывают зависимости безразмерных величин фазовых скоростей мод от 

безразмерной величины толщины слоя вязкой сжимаемой жидкости 1h  для толстого 

упругого слоя с толщиной, равной 2 10.h   

 
Рис. 6 

 

Рис. 7 

 

Рис. 8 
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Характер влияния вязкости жидкости на скорости мод в гидроупругой системе 
иллюстрируют графики на рис. 7 – 9, где представлены зависимости относительных 

изменений величин фазовых скоростей *c  от толщины слоя жидкости 1h  для первых 

11 мод. На этих рисунках представлены графики для гидроупругого волновода, тол-

щина упругого слоя которого 2 10.h   

 

Рис. 9 

На рис. 10 – 12 приведены зависимости безразмерных величин коэффициентов за-

тухания мод   от безразмерной величины толщины слоя вязкой жидкости 1h  для 

толстого упругого слоя с толщиной, равной 2 10.h   

 

Рис. 10 

 

Рис. 11 
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Рис. 12 

Графики для гидроупругой системы, которые приведены на рис. 6 для случая тол-

стого упругого слоя с 2 10h   показывают, что при росте толщины вязкого жидкого 

слоя 1h  скорость нулевой антисимметричной моды стремится к скорости волны 
Стоунли stc  ( 0,7691st st sc c с  ), а скорость нулевой симметричной моды – к ско-

рости волны Рэлея Rc  ( 0,9336R R sc c с  ). При увеличении толщины жидкого 

слоя скорость первой антисимметричной моды стремится к скорости волны, вели-
чина которой (1,1286) меньше скорости распространения звука в жидкости 
( 0 1,1526a  ). Фазовые скорости всех высших мод стремятся к скорости распростране-

ния звука в жидкой среде 0 1,1526a  . При этом механические параметры гидроупруго-

го волновода такие, что 0 1,1526 .sa c   

Из графического материала, представленного на рисунках 7 – 12, в отличие от тон-
кого упругого слоя для гидроупругого волновода с толстым упругим слоем следует, 
существование для ряда мод не только отдельных частот, но и интервалов частот, для 
которых вязкость жидкости оказывает на их фазовые скорости как наименьшее, так и 
наибольшее влияние. При этом для мод 3 – 7, порождаемых жидкой средой, существу-
ют также как определенные частоты, так и интервалы частот, при которых величины 
коэффициентов затухания принимают как минимальное, так и максимальное значение. 

Заключение. 
На основе трехмерных линеаризованных уравнений Навье–Стокса для вязкой 

жидкости и линейных уравнений классической теории упругости для твердого слоя 
построены дисперсионные кривые и исследовано распространение акустических волн 
в широком диапазоне частот. Дан анализ влияния вязкой жидкости, толщин упругого 
и жидкого слоев на фазовые скорости и коэффициенты затухания мод как для тонко-
го, так и для толстого упругих слоев. Установлено, что в гидроупругом волноводе с 
заданными механическими параметрами и упругим слоем произвольной заданной 
фиксированной толщины при возрастании толщины слоя жидкости фазовые скорости 
мод высокого порядка стремятся к скорости распространения волны звука в жидкой 
среде, которая больше скорости волны сдвига в твердом теле. Показано, что в случае 
толстого упругого слоя для всех мод существуют жидкие слои определенной толщи-
ны, при которых влияние вязкой жидкости на фазовые скорости и коэффициенты за-
тухания мод является минимальным. Выявлено также, что для ряда мод существуют 
как определенные частоты, так и интервалы частот, при которых влияние вязкой жид-
кости на фазовые скорости и коэффициенты затухания этих мод значительно. Разви-
тый подход и полученные результаты позволяют для волновых процессов установить 
пределы применимости модели идеальной сжимаемой жидкости. 
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Р Е ЗЮМ Е .  На основі тривимірних лінеаризованих рівнянь Нав'є – Стокса для в'язкої рідини 
та лінійних рівнянь класичної теорії пружності для пружного шару побудовано дисперсійні криві та 
досліджено поширення акустичних хвиль у широкому діапазоні частот. Проаналізовано вплив в'язко-
сті рідини, товщини пружного та рідкого шарів на фазові швидкості та коефіцієнти згасання мод як 
для тонкого, так і для товстого твердих шарів. Показано, що у випадку товстого пружного шару для 
всіх мод існують рідкі шари певної товщини та певні частоти, для яких вплив в'язкості рідини на 
фазові швидкості та коефіцієнти згасання мод є мінімальним. Виявлено, що для ряду мод існують як 
певні частоти, так й інтервали частот, при яких вплив в'язкості рідини на фазові швидкості та коефі-
цієнти згасання цих мод значний. Розвинутий підхід та отримані результати дозволяють для хвиле-
вих процесів встановити межі застосування моделі ідеальної стисливої рідини. Числові результати 
наведено у вигляді графіків та дано їх аналіз. 
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