
2015                              ПРИКЛАДНАЯ  МЕХАНИКА                    Том 51, № 5 

116                                                                             ISSN0032–8243. Прикл. механика, 2015, 51, № 5 

П . З .Л у г о в о й ,  Н .Я .Пр о к о п е н к о  

ВЛИЯНИЕ УПРУГОГО ОСНОВАНИЯ НА ДИСПЕРСИЮ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ВОЛН В ПРОДОЛЬНО ПОДКРЕПЛЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧКАХ 

Институт механики им. С.П. Тимошенко НАН Украины, 
 ул. Нестерова 3, 03057, Киев, Украина; e-mail: lugovyy@inmech.kiev.ua 

Abstract. An effect of the discrete arrangement of ribs as well as the Winkler’s and 
Pasternak’s coefficients of elastic foundation on the number and shape of dispersion curves 
of harmonic waves is studied. These waves propagate along the stiffened by longitudinal 
ribs cylindrical shell. The possible cases of deforming the shell are considered – the general 
case when ribs are bent and twist; the case when ribs are only bent, and the case when the 
ribs are only twisted. The results of studying the effect of elastic foundation on the wave 
parameters show that with increasing of coefficients of elastic foundation the values of cut 
frequencies increase within the given range of excitation frequencies, as well as the shape of 
dispersion curves is changed. 
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Введение. 
Для анализа воздействия гармонических нагрузок на оболочечные конструкции необ-

ходимо иметь динамические характеристики распространяющихся волн [2, 5  7, 11] и, в 
частности, их волновые параметры. После их определения строятся дисперсионные 
кривые. Задача о построении дисперсионных кривых для замкнутой круговой цилин-
дрической оболочки, подкрепленной ребрами, рассмотрена в работах [19, 20], где да-
на оценка влияния дискретного размещения ребер на число и форму дисперсионных 
кривых. Экспериментальные исследования [4, 8] свидетельствуют, что окружающая 
среда, в которой находятся оболочечные конструкции, значительно влияет как на ди-
намические характеристики подкрепленных оболочек, так и на происходящие волно-
вые процессы. Влияние упругого основания на собственные частоты и формы колеба-
ний, устойчивость и напряженно-деформированное состояние ребристых цилиндриче-
ских оболочек исследовано в работах [3, 9, 10, 12, 14  17]. Изучению свободных коле-
баний продольно подкрепленных цилиндрических оболочек посвящены работы [13, 18]. 

Ниже с учетом дискретного размещения ребер исследовано влияние упругого ос-
нования Винклера и Пастернака на частоты запирания, число и форму дисперсионных 
кривых для гармонических волн, распространяющихся вдоль продольно подкреплен-
ной замкнутой цилиндрической оболочки. 

1. Постановка задачи. Основные уравнения. 
Рассмотрим замкнутую круговую цилиндрическую оболочку с шарнирно опер-

тыми краями, подкрепленную регулярной системой продольных ребр (все ребра име-
ют одинаковые геометрические и механические параметры и размещены на равных 
взаимных расстояниях). Оболочка находится на упругом основании, которое характе-
ризуется коэффициентами Винклера или Пастернака 1C , 2C . 
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Уравнения движения получены на основе прикладных теорий оболочек и стер-
жней, основанных, соответственно, на гипотезах Кирхгофа и Кирхгофа  Клебша 
[1]. С учетом наличия упругого основания они имеют вид: 
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Выше приняты обозначения: u, v, w – компоненты вектора перемещений точки на 
срединной поверхности обшивки; x r  , y r  , x, y – декартовы координаты точ-

ки на указанной поверхности, t1 = t 0, t – время, 
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h, r – соответственно, толщина и радиус срединной поверхности оболочки; Е, , 0 – 
модуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность ее материала; Fc, Iyc, Izc, Ikpc – 
площадь поперечного сечения продольных ребер, его моменты инерции при изгибе 
в радиальной плоскости и в плоскости, эквидистантной касательной к срединной 
поверхности обшивки, а также момент инерции при кручении; hc  эксцентриситеты 
ребер (расстояния от осей ребер (расстояния от осей ребер до срединной поверхно-
сти обшивки, hc0, если ребра укреплены на ее внутренней поверхности); k1 – число 
продольных ребер; Ec, Gc, c − модули упругости и сдвига материалов, из которых 

изготовлены продольные ребра, а также их плотности,  j    − дельта-функция 

Дирака, 
1

2
j j

k

  . 

2.Методика решения задачи. 
Для решения системы (1) используем представление его в виде рядов: 
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где , ,ns ns nsu v w (s = 1, 2) – неизвестные постоянные; k – безразмерный волновой параметр 

(соответствующая ему длина волны = 2 /r k ), 1 0/   ;  2 2
0 0/ 1E r      . 

Используя подстановку (2) в (1), задача сводится к определению uns, vns, wns из бес-
конечных систем однородных линейных алгебраических уравнений. В [1] показано, 
что эти системы имеют точное решение. На его основе получены дисперсионные 
уравнения трех типов [19]: 

а) уравнения для вычисления характеристических чисел (волновых параметров) при 
произвольном характере деформирования оболочки в окружном направлении (по терми-
нологии, принятой в [1], − общий случай деформации). Волновые параметры в этом слу-
чае зависят от всех геометрических и механических характеристик ребер; 
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б) уравнения для вычисления характеристических чисел при таком деформирова-
нии оболочки в окружном направлении, при котором продольные ребра лежат в пуч-
ностях прогиба (первый частный случай деформации в соответствии с указанной вы-
ше терминологией). Волновые параметры в этом случае зависят только от жесткостей 
этих ребер на растяжение-сжатие и изгиб в радиальной плоскости оболочки, а также 
от геометрических и механических параметров, определяющих соответствующие 
инерционные характеристики ребер; 

в) уравнения для вычисления характеристических чисел при таком деформирова-
нии оболочки в окружном направлении, при котором продольные ребра лежат в узлах 
прогиба (второй частный случай деформации в соответствии с указанной выше тер-
минологией). Волновые параметры в этом случае зависят только от жесткостей этих 
ребер на изгиб в плоскости, эквидистантной касательной к срединной поверхности 
оболочки, и при кручении, а также от геометрических и механических параметров, 
определяющих соответствующие инерционные характеристики ребер. 

Ниже использован упрощенный вариант уравнений (1). При этом принято, что на 
характеристические числа слабо влияют жесткости ребер при кручении и на изгиб в 
плоскости, эквидистантной касательной к срединной поверхности оболочки, а также  
соответствующие  инерционные  характеристики. При принятом предположении ха-
рактеристические уравнения для общего и первого частного случая деформации име-
ют одинаковый вид, но соответствуют разным параметрам волнообразования в ок-
ружном направлении. 

Таким образом, определение волновых параметров сведено к вычислению корней 
уравнений двух типов: 

11 33 11 33 13 311 0n n n n n nL L L L L L     ,                                         (3) 

n = 1, …, n2 (общий случай деформации); n = 0,  
1 11 22 k sk   (первый частный слу-

чай деформации); для второго частного случая деформации указанные уравнения 
имеют вид 

22 44 22 44 24 421 0n n n n n nL L L L L L       (n = 0, 
1 12 1 / 2k s k ).                   (4) 

Выше приняты такие обозначения: 2 1 2n k  (при k1 – четном); 2 1( 1) 2n k   

(при k1 – нечетном); 2n – число узловых линий формы волны в окружном направле-
нии; 

12 1k s  – символ Кронеккера; s1 = 1, 2, … . 

Как показано в [1], число различных характеристических (в рассматриваемом 
случае дисперсионных) уравнений ограничено и определяется условиями периодич-
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Уравнения для вычисления частот запирания могут быть получены из (3) и (4) 
с учетом k = 0. 

3.Числовые результаты и их анализ. 
Численные данные получены для оболочки, усиленной четырьмя ребрами (k1=4), 

размещенными на внутренней поверхности обшивки, имеющей такие безразмерные 
геометрические и механические параметры: /h r = 0,25.10-2 ; / 2cF rh = 0,16.10-1 ; 

1/ 0,14 10ch r   ; 3/ 2kpcI r h = 0,53.10-6 ; 3/ 2zcI r h = 0,13.10-6; Ec= E; Gc= 0,3845E;  = 0,3. 

Рассматриваемый интервал частот возбуждения: 0  1  0,2. 

Принято, что при данном характере внешнего воздействия в оболочке возбуждаются 
гармонические волны, профиль которых таков, что они описываются дисперсионными 
уравнениями (3). Поскольку рассматриваем гармонические волны, распространяющиеся 
вдоль оболочки, ниже определены только действительные корни уравнений (3). 

Результаты вычисления частот запирания и построения дисперсионных кри-
вых представим для трех вариантов нагружения ребристой оболочки гармониче-
ской нагрузкой: циклически симметричной в окружном направлении с периодом 

12 k  (n=0), циклически симметричной в окружном направлении с периодом 

14 k 1( 2)n k  и антисимметричной в окружном направлении нагрузкой (n=1)  

(при проведении вычислений в рядах (6) удержано 101 слагаемое (lmax =100)). 
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Таблица 1                  

1 10   
1C  

n = 0 n = 1 n = 2 

0 

0,099 
0,427 
0,978 
1,753 

0,053     0,841 
0,165     1,180 
0,334     1,576 

0,559       − 

0,018 
0,236 
0,676 
1,339 

0,001 

0,305 
0,521 
1,024 
1,780 

0,220      0,638 
0,295      0,896 
0,345      1,220 
0,453      1,606 

0,268 
0,380 
0,740 
1,374 

0,005 

0,644 
0,798 
1,190 
1,881 

0,490       0,888 
0,641       1,089 
0,699       1,368 
0,764       1,722 

0,590 
0,708 
0,957 
1,503 

0,010 

0,892 
1,051 
1,372 
− 

0,691      1,126 
0,892       1,291 
0,975       1,534 
1,031       1,857 

0,825 
0,973 
1,176 
1,657 

В табл. 1, 2 приведены значения частот запирания для рассматриваемых случаев де-
формирования оболочки в зависимости от коэффициентов 1C , 2C  упругого основания 

Винклера и Пастернака. Из табл. 1, 2 следует, что в заданном диапазоне частот возбуждения 
с увеличением коэффициентов упругого основания частоты запирания возрастают по срав-
нению с частотами для оболочки без упругого основания. При достаточно больших значе-
ниях коэффициентов упругого основания число частот запирания уменьшается. Упругому 
основанию Пастернака соответствуют более высокие значения частот запирания по сравне-
нию с частотами запирания для упругого основания Винклера. 

Таблица 2                        

1 10   
1C  2C  

n = 0 n = 1 n = 2 

0 0 

0,099 
0,427 
0,978 
1,753 

0,053       0,841 
0,165       1,180 
0,334       1,576 

0,559         − 

0,018 
0,236 
0,676 
1,339 

0,0001 

0,476 
0,913 
1,529 
− 

0,231       1,079 
0,405       1,394 
0,587       1,757 

0,811         − 

0,319 
0,675 
1,200 
1,913 

0,0005 
0,872 
1,753 

0,269       1,118 
0,686       1,571 

0,466 
1,304 

0,001 

0,0010 
1,194 
− 

0,311       1,543 
0,923         − 

0,602 
1,805 

0,0001 

0,976 
1,281 
1,779 
− 

0,696       1,421 
0,952       1,674 
1,078       1,988 

1,225        − 

0,856 
1,115 
1,504 
− 

0,0005 
1,224 
− 

0,711       1,436 
1,108       1,817 

0,928 
1,575 

0,010 

0,0010 
1,472 
− 

0,728       1,787 
1,270        − 

1,005 
− 
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                                  Рис. 1                                                           Рис. 2 

 

Рис. 3 

На рис. 1 − 3 представлены дисперсионные кривые для случая деформирования 
оболочки, когда n = 0, в зависимости от коэффициента упругого основания Винклера. 
Кривые на рис. 1 соответствуют оболочке без упругого основания 1C = 0, на рис. 2  

для 1C = 0,001, на рис. 3  для 1C = 0,01. Как видно из рис. 1 − 3, с увеличением коэф-

фициента упругого основания Винклера изменяется форма дисперсионных кривых, 
они становятся более пологими.  

     

                                 Рис. 4                                                                    Рис. 5 

На рис. 4 − 5 показаны дисперсионные кривые для этого случая деформирования 
оболочки в зависимости от значения коэффициента упругого основания Пастернака 

2C  при 1C = 0, (кривые на рис. 4 соответствуют 2C = 0,0001, а на рис. 5 − 2C = 0,01). 

Здесь также имеет место изменение количества и формы дисперсионных кривых с 
увеличением коэффициента упругого основания 2C . 

На рис. 6 − 8 показаны дисперсионные кривые гармонических волн, распростра-
няющихся вдоль продольно подкрепленной цилиндрической оболочки, находящейся 
на упругом основании Пастернака ( 1C = 0,001 и 2C = 0,0005). Дисперсионные кривые 

рис. 7 соответствуют гармоническим волнам произвольного профиля в окружном на-
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правлении (длина волны не кратна расстоянию между ребрами − общий случай де-
формирования оболочки), а кривые рис. 6 и 8 − для волн, имеющих пучность на ребре 
(первый частный случай). Из сравнения кривых этих рисунков следует, что число 
дисперсионных кривых в заданном диапазоне частот возбуждения для общего случая 
деформирования оболочки и первого частного случая различно. Число дисперсион-
ных кривых для общего случая больше по сравнению с первым частным случаем. От-
метим, что число дисперсионных кривых, соответствующих первому частному слу-
чаю деформирования оболочки (n = 0) и (n = 2), одинаково, но формы этих кривых 
отличаются. Cлучаю деформирования оболочки n = 0 соответствуют более пологие 
дисперсионные кривые по сравнению со случаем n = 2. 

      

                                 Рис. 6                                                                    Рис. 7 

 

Рис. 8 

Заключение. 
Из анализа результатов проведенного исследования можно заключить, что коэффици-

енты упругого основания Винклера и Пастернака оказывают влияние на частоты запира-
ния для гармонических волн, распространяющихся вдоль продольно подкрепленной обо-
лочки. С увеличением значений коэффициентов упругого основания величины частот 
запирания возрастают, а их количество в заданном диапазоне частот возбуждения умень-
шается. Учет дискретного размещения ребер позволил построить дисперсионные кривые 
для возможных случаев деформирования оболочки. Форма дисперсионных кривых для 
рассмотренных случаев деформирования оболочки с возрастанием коэффициентов упру-
гого основания изменяется – они становятся более пологими. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Досліджено вплив дискретного розміщення ребер і коефіцієнтів пружної основи 

Вінклера і Пастернака на число і форму дисперсійних кривих для гармонічних хвиль, що розпов-
сюджуються вздовж підкріпленої поздовжніми ребрами циліндричної оболонки. Розглянуто можливі 
випадки деформування оболонки: загальний випадок,коли ребра згинаються і закручуються, випадок, 
коли ребра тільки згинаються, і випадок, коли ребра тільки закручуються. Результати дослідження 
впливу пружної основи на хвильові параметри свідчать, що зі збільшенням коефіцієнтів пружної 
основи значення частот запирання зростають в заданому діапазоні частот збудження і змінюється 
форма дисперсійних кривих. 
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