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Abstract. The perturbation method is applied to the problem on propagation of a cylin-

drical wave in the hyperelastic material, deformation of which іs quadratically nonlinear ac-
cording to the classical Murnaghan model. The third approximation is found exactly through 
the fourth powers of Hankel functions of the zeroth and first indexes and their products. The 
variant of simplification of new representation is considered and numerically analyzed. 
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Введение. 
Настоящая работа посвящена рассмотрению цилиндрической волны [2, 3, 15] в ги-

перупругом материале, деформирование которого происходит квадратично нелинейно 
согласно модели Мурнагана. При этом рассмотрены различные постановки  задачи 
(состояние плоской деформации, осесимметричное и другие состояния) [18 – 20]. 

Изучается осесимметричное состояние. Такая задача в рамках двух первых при-
ближений проанализирована в [14, 23]. Поскольку нулевое (линейное) приближение 
выражается через функцию Ханкеля и для таких функций имеются представления в 
виде степенных рядов, то в [20, 23] были использованы именно такие представления. 
В работе [14] представлен общий подход к анализу в рамках многих приближений и в 
рамках двух первых приближений получено точное аналитическое представление 
решения через функции Ханкеля. 

Необходимо отметить, что нелинейные упругие волны изучаются в последнее 
время достаточно интенсивно. Для примера укажем здесь публикации по распростра-
нению упругих волн в классических средах [4, 8], в микроструктурных средах [6, 24], 
средах нового типа [5], применительно к задачам геофизики [9, 26], в элементах кон-
струкций [12, 25],по анализу относительно простых и сложных типов волн [4, 10, 12, 
15, 16, 17, 21]. Ранее исследования плоских и цилиндрических волн для модели Мур-
нагана проводились известными в нелинейной теории волн методами – методом по-
следовательных приближений (малого параметра) и методом медленно изменяющих-
ся амплитуд (методом Ван дер Поля) [7]. При использовании метода последователь-
ных приближений ограничивались двумя первыми приближениями – нулевым (ли-
нейным) и первым. В обоснование этого ограничения приводились два аргумента 
[7]: 1) результат в рамках двух приближений совпадает с результатом решения 
эволюционного уравнения при применении метода медленно изменяющихся ам-
плитуд; 2) основные нелинейные волновые явления, описываемые решением в 
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виде двух приближений и решением эволюционного уравнения, подтверждаются 
экспериментальными наблюдениями. При этом вопрос об анализе влиянии после-
дующих приближений достаточно открыт до сих пор, предположим, что публика-
ции [22] – только начало анализа. 

§1. Вычисление трех первых приближений в задаче о цилиндрической волне. 
Примем в качестве исходного нелинейное волновое уравнение, которое соответ-

ствует осесимметричному, зависящему только от координаты r  и с осью симметрии 
Oz , состоянию континуума (это состояние характерно для классической цилиндриче-
ской волны) и в котором учтены физическая и геометрическая нелинейности [19, 20] 
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Здесь приняты такие обозначения:  ,ru r t  – радиальное перемещение; r  – пройден-

ное волной расстояние; t  – время распространения волны;  – постоянная плотность; 

,   – упругие постоянные второго порядка (постоянные Ляме); , ,A B C  –упругие 

постоянные третьего порядка (постоянные Мурнагана), точкой обозначено диффе-
ренцирование по времени t , запятой после индекса – дифференцирование по про-
странственной переменной r . 

Рассмотрим гармонические во времени цилиндрические волны, возникающие в 
описанной в [19, 20] гиперупругой среде с цилиндрической полостью радиуса or , ко-

гда к этой полости приложена гармоническая во времени нагрузка  ,rr i t
o or t p e    или 

гармоническое во времени радиальное перемещение  , i t
or ror t eu u  . В линейном 

случае такие волны задаются аналитически решением линейного волнового уравнения 
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посредством функций Ханкеля первого рода и первого порядка [7, 11, 13, 15] 
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где rou  – амплитудный множитель, определяемый по граничному условию на по-
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Основной особенностью цилиндрической волны (3) является то, что она уже не 
гармоническая (можно сказать, что по свойствам функции Ханкеля она асимптотиче-
ски гармоничная) и ее интенсивность убывает со временем распространения.  

Основной особенностью нелинейных плоских и цилиндрических волн при их анализе 
методом последовательных приближений является возрастание размаха колебаний (воз-
растание интенсивности волны) с увеличением пройденного волной расстояния. 

Таким образом, в предпринятом в настоящей работе анализе цилиндрической 
волны следует ожидать взаимодействие двух противоположных тенденций – возрас-
тания амплитуды волны вследствие учета нелинейности деформирования и уменьше-
ние амплитуды вследствие природы цилиндрической волны. 

Первое приближение определяется как решение такого неоднородного линейного 
волнового уравнения: 
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Тогда в рамках первых двух приближений распространение цилиндрической вол-
ны описывается формулой 
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Решение (5) может быть упрощено при условии, что пройденное волной расстоя-
ние  or r согласовано с длиной волны L  таким образом, что  
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В этом случае в (5) можно пренебречь двумя составляющими с коэффициентами 

00 11,B B  и частью составляющих в коэффициенте 01B . В итоге получаем уравнение 
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Рассмотрим уравнение третьего приближения 
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Правую часть уравнения (8) необходимо представить через функции Ханкеля 
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Итак, правая часть линейного волнового уравнения (4) содержит три составляю-
щие, включающие четвертые степени функций Ханкеля нулевого и первого порядка и 
их произведение первой, второй и третьей степени, соответственно. 

Коэффициенты в этих составляющих зависят от времени посредством экспоненты 
4i te  (временного компонента второй гармоники плоской продольной волны), прой-

денного волной расстояния r  и постоянных параметров задачи (упругих постоянных 
и волнового числа плоской продольной волны). 

Поскольку степени функций Ханкеля нулевого и первого порядка и их произве-

дения  (1) (1)
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решения неоднородного уравнения (4) отличается от процедуры решения соответст-
вующего уравнения для родственной задачи о плоской продольной волне. 

Частное решение неоднородного уравнения для цилиндрической волны выбира-
ется в виде, соответствующем правой части (9) 
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k B k B B k B k
r rrk r

 
       
 
 
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~ ~ ~ ~
3

1 2 3 42 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 1 1 1
4L

L L L L

k N N N N
k r k r k r k r

  
           

. 

Если использовать равенство   22 2 Lk     в выражении     12 2
ou 


  

 3Lk , то после сравнения выражений и упрощении при условиях, изложенных вы-

ше, коэффициенты получаем в следующем виде: 

04 14 22, , 0B B B  ; 
~

13 1
1

3
B k N ; 

~

31 1
1

3.
B k N  . 

Тогда в рамках первых трех приближений и принятых упрощений распростране-
ние цилиндрической волны описывается формулой 

         (0) (1) (2) (1)
1, , , , i t

r r r r o Lu r t u r t u r t u r t u H k r e       

   2 (1) (1) 21
0 0 1

1

4 2
i t

L L L
N

u k H k r H k r e 

 
 


 

         
3

2 24 3 (1) (1) (1) (1) 41
0 0 1 1 0

1

48 2
i t

L L L L
N

u k H k r H k r H k r H k r e 

 
         

.     (13) 

Итак, решение (13) выражается через функции Ханкеля нулевого и первого по-
рядка и содержит первые, вторые и четвертые гармоники. 

Представим далее результаты первичного анализа искажения первоначального 
профиля цилиндрической волны. Для компьютерного анализа использованы данные о 
физических постоянных материалов (плотность, две постоянные Ляме, три постоян-
ные Мурнагана) из таблицы. 

Материал 410   1010   1010   1110A   1110B   1110C   

вольфрам 

молибден 

медь 

сталь 

алюминий 

полистирол 

1,89 

1,02 

0,893 

0,78 

0,27 

0,105 

7,5 

15,7 

10,7 

9,4 

5,2 

0,369 

7,3 

1,1 

4,8 

7,9 

2,7 

0,114 

-1,08 

-0,26 

-2,8 

-3,25 

-0,65 

-0,108 

-1,43 

-2,83 

-1,72 

-3,1 

-2,05 

-0,0785 

-9,08 

3,72 

-2,4 

-8,0 

-3,7 

-0,0981 

 
 
При расчетах принимались такие значения (в системе СИ): первоначаль-

ная амплитуда 31 10ou   м, частота волны 1,5  МГц, волновое число 

4000Lk   1/м, 35 10or
  м. На представленных ниже рис. 1 – 6 показано ис-

кажение первоначального профиля цилиндрической волны в случае пятого 
материала (алюминия). 

Рис. 1 – 6 однотипны; по оси абсцисс отложена величина r ; по оси ординат отло-
жена амплитуда осцилляций ru . 
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Рис. 1 

 

Рис. 2 

 

Рис. 3 

На рис. 1 показан первоначальный профиль      (0) (1)
1, , i t

r r o Lu r t u r t u H k r e   ; 

рис. 2 и 3 показывают искаженный профиль влияния второго и третьего приближе-
ния, соответственно, т.е. 

           (0) (1) (1) 2 (1) (1) 21
01 0 1

1
, , ,

4 2
i t i t

r r r o L L L L
N

u r t u r t u r t u H k r e u k H k r H k r e 

 
   


;  
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и 

       (0) (2) (1)
1, , , i t

r r r o Lu r t u r t u r t u H k r e      

         
3

2 24 3 (1) (1) (1) (1) 41
0 0 1 1 0

1
.

48 2
i t

L L L L
N

u k H k r H k r H k r H k r e 

 
         

 

 

Рис. 4 

 

Рис. 5 

 
Рис. 6 
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Рис. 4 характерен для одновременного влияния второго и третьего приближений 

       (0) (1) (2), , , ,r r r ru r t u r t u r t u r t     

     (1) 2 (1) (1) 21
01 0 1

1

4 2
i t i t

o L L L L
N

u H k r e u k H k r H k r e 

 
  


 

         
3

2 24 3 (1) (1) (1) (1) 41
0 0 1 1 0

1

48 2
i t

L L L L
N

u k H k r H k r H k r H k r e 

 
         

. 

На рис. 5 показано оба профиля – первоначальный и искаженный. 
Как следует из рис. 1 и рис. 4, достаточно быстро периодичность осцилляций ста-

новится практически ровно в два раза большей и амплитуда осцилляций убывает со 
временем, о чем свидетельствует рис. 6, который показывает два профиля, первона-

чальный и искаженный, на расстоянии от 2,5 or до 5 or . 

Основные волновые эффекты состоят в том, что в отличии от плоской продольной 
волны, где волна сначала слабо отличается от линейной гармонической, далее с рос-
том пройденного волной расстояния или времени распространения волны первая гар-
моника складывается со второй и четвертой гармониками и они образуют слабомоду-
лированную волну; в цилиндрической волне вначале видно сильное влияние третьей 
и меньшее влияние второй гармоник. Со временем влияние второй и третьей гармо-
ник убывает и профиль принимает вид первого приближения; это можно наблюдать 

уже на промежутке от 2,5 or до 5 or . 

Заключение. 
Таким образом, к задаче о распространении плоской продольной гармонической 

волны в гиперупругом материале, деформирование которого происходит квадратично 
нелинейно согласно классической модели Мурнагана, применен метод возмущений 
(метод малого параметра). В точном виде получено третье приближение через функ-
ции Ханкеля нулевого и первого порядков и их произведений. Рассмотрен вариант 
упрощения нового представления. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  До задачі про поширення плоскої поздовжньої гармонічної хвилі в гіперпруж-

ному матеріалі, деформування якого відбувається квадратично нелінійно згідно з класичною модел-
лю Мурнагана, застосовано метод збурень (метод малого параметра). У точному вигляді отримано 
представлення третього наближення через функції Ханкеля нульового та першого порядків та їхній 
добуток. Розглянуто варіант спрощення нового представлення. 
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