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ТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УСТРАНИМОСТИ ИЗОЛИРОВАННОЙ
ОСОБЕННОСТИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ С НЕСТАНДАРТНЫМИ УСЛОВИЯМИ РОСТА

В данной работе получены точные условия устранимости изолированной особенности для одного
класса двух-фазных эллиптических уравнений
Ключевые слова: устранимость изолированной особенности, двух-фазные уравнения.

1. Введение и основные результаты.

В данной работе изучаются решения уравнений

−divA(x,∇u) = 0, x ∈ Ω\{x0}, (1.1)

где Ω ограниченная область в Rn, n ≥ 2, x0 ∈ Ω. Мы предполагаем, что функция
A : Ω×Rn → Rn удовлетворяет условиям Каратеодори и кроме того, с некоторыми
положительными постоянными ν1, ν2 выполнены неравенства

A(x, ξ) ξ ≥ ν1 g(a(x), |ξ|)|ξ|, ξ ∈ Rn,
|A(x, ξ)| ≤ ν2 g(a(x), |ξ|), (1.2)

где g(a(x), t) = tp−1 + a(x)tp−1 lnα(1 + t), t, α > 0, a(x) ≥ 0 и с положительной
постоянной A выполнено неравенство

|a(x)− a(y)| ≤ A

lnα 1
|x−y|

, x 6= y ∈ Ω. (1.3)

В дальнейшем мы будем различать два случая: a(x0) = 0 (так называемая
p-фаза) и a(x0) > 0 (так называемая (p, p + α)-фаза). В дальнейшем также пред-
полагаем, что p и α удовлетворяют следующим условиям

1 < p ≤ min

{
n,

n p

n− p

}
, если a(x0) = 0, (1.4)

1 < p ≤ n− α, если a(x0) > 0. (1.5)

В связи с различными приложениями в теории уравнений математической фи-
зики, качественная теория квазилинейных эллиптических уравнений вида (1.1)
получила интенсивное развитие, начиная с работы Жикова В.В. [23, 24] и Мар-
целлини П. [10, 11] ( см., например, [1] – [6], [8] – [15]).

Для уравнений вида (1.1) со стандартными условиями роста (α = 0,
a(x) ≡ 1) поведение решений в окрестности точечной сингулярности изучалось
многими авторами, начиная с работ Серрина Дж. (см., например, [17, 18, 19, 22]).

Посвящается 75-летию со дня рождения Игоря Владимировича Скрыпника
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Точные условия устранимости изолированной особенности для уравнений вида

div

(
g(|∇u|) ∇u

|∇u|

)
= 0, (1.6)

где g(t) ∈ C(R1
T ) удовлетворяет неравенствам(

t

τ

)p−1

≤ g(t)

g(τ)
≤
(
t

τ

)q−1

, t ≥ τ > 0, (1.7)

были получены в работах [13, 16]. В частности, точные условия устранимости изо-
лированной особенности для уравнений вида (1.6) имеют вид

lim
r→0

g

(
M(r)

r

)
rn−1 = 0, 1 < p ≤ q < n, (1.8)

lim
r→0

M(r) ln−1 1

r
= 0, q = n, (1.9)

где M(r) := ess sup{|u(x)| : |x| = r}.
В данной работе изучаются точные условия, налагаемые на решения уравне-

ния (1.1), которые обеспечивают устранимость изолированной особенности. Перед
формулировкой основных результатов мы дадим определение решения уравнений
(1.1). Пусть G(a(x), t) = t g(a(x), t), t > 0 через W 1,G(Ω) определим класс слабо
дифференцируемых функций, для которых конечен интеграл∫

Ω

G(a(x), |∇u|)dx <∞.

Будем говорить, что u(x) – решение уравнения (1.1) в Ω\{x0}, если для любой
функции ψ ∈ C1(Ω), которая равна нулю в окрестности {x0}, мы имеем включение
uψ ∈W 1,G(Ω) и кроме того, справедливо интегральное тождество∫

Ω

A(x, ∇u)∇(ϕψ)dx = 0, (1.10)

для любой функции ϕ ∈
◦
W 1,G (Ω).

Говорим также, что u(x) имеет устранимую особенность в {x0}, если u ∈
W 1,G(Ω) и, кроме того, интегральное тождество (1.10) справедливо при ψ ≡ 1.

Для 0 < R < min{1,dist(x0, ∂Ω)} и 0 < r < R определим M(r) равенством

M(r) := sup{|u(x)| : x ∈ K(r,R)},

где K(r,R) := BR(x0)\Br(x0), Br(x0) := {x : |x− x0| < r}.
Нашим первым основным результатом данной работы является следующая тео-

рема.
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Теорема 1.1. Пусть u(x) – решение уравнения (1.1), a(x0) = 0 и выполнены
условия (1.2)–(1.4). Предположим также, что

lim
r→0

M(r)r
n−p
p−1 = 0, если 1 < p < n, (1.11)

lim
r→0

M(r) ln−1 1

r
= 0, если p = n, (1.12)

тогда особенность u(x) в {x0} устранима.
Следующая теорема – это точное условие устранимости в случае(p, p+α)-фазы.
Теорема 1.2. Пусть u(x) – решение уравнения (1.1), a(x0) > 0 и выполнены

условия (1.2), (1.3), (1.5). Предположим также, что

lim
r→0

M(r)r
n−p−α
p+α−1 = 0, если 1 < p < n− α, (1.13)

lim
r→0

M(r) ln−1 1

r
= 0, если p = n− α, (1.14)

тогда особенность u(x) в {x0} устранима.
Замечание 1.1. Теорема 1.2 является следствием результатов [13]. Определим

R0 = exp

(
−
(

2A
a(x0)

) 1
α

)
и пусть R1 < min(R,R0). Очевидно, что выполнены нера-

венства
a(x0)

2
≤ a(x) ≤ 3

2
a(x0) для всех x ∈ BR1(x0).

Поэтому

min

(
1,
a(x0)

2

)
g(t) ≤ g(a(x), t) ≤ max

(
1,

3a(x0)

2

)
g(t), t > 0,

где g(t) = tp−1 + tp−1 lnα(1 + t), и кроме того, справедливы неравенства (1.7) при
q = p+ α. Отметим также, что условие (1.8) эквивалентно (1.13). Таким образом,
Теорема 1.2 является следствием (1.8), (1.9).

Отметим, что данная работа продолжает исследования [17, 20, 21].

2. Доказательство Теоремы 1.1.
2.1 Интегральные оценки градиента решения.
В дальнейшем нам понадобится следующая лемма (см., например, [7]).
Лемма 2.1. Пусть {yj} – ограниченная числовая последовательность, удо-

влетворяющая условию

0 ≤ yj+1 ≤ C bj y1+ε
j , j = 0, 1, 2, . . .

с положительными постоянными ε, C > 0, b > 1. Тогда выполнено неравенство

yj ≤ C
(1+ε)j−1

ε b
(1+ε)j−1

ε2
− j
ε y

(1+ε)j

0 .
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Кроме того, если y0 ≤ C−
1
ε b−

1
ε2 , то lim

j→∞
yj = 0.

При r > 0, p < n положим ψr(x) ∈ C1(BR(x0)), 0 ≤ ψr(x) ≤ 1, ψr(x) = 0 для
x ∈ Br(x0), ψr(x) = 1 для x ∈ BR(x0)\B2r(x0), |∇ψr| ≤ 2 r−1.

Кроме того, при r > 0, p = n положим ψr(x) ∈ C1(BR(x0)), 0 ≤ ψr(x) ≤ 1,
ψr(x) = 0 для x ∈ Br(x0), ψr(x) = 1 для x ∈ BR(x0)\B√r(x0), |∇ψr| ≤ 2

|x−x0| ln 1
r

.

В дальнейшем, через γ будем понимать всевозможные постоянные, зависящие
лишь от ν1, ν2, n, p, α, R и A. Положим также ur := (u−(M(r)))+,
E(r) := {x ∈ BR(x0);u > M(r)}.

Лемма 2.2. Предположим, что выполнены условия Теоремы 1.1. Тогда спра-
ведливо неравенство ∫

E(R)

G(a(x), |∇u|)ψp+1
r dx ≤ γM(r)µ(r), (2.1)

где µ(r) = Mp−1(r)rn−p, если p < n и µ(r) =
(
M(r) ln−1 1

r

)n
, если p = n.

Доказательство. Подставим в интегральное тождество (1.10) функции ϕ =
uRψ

p
r , ψ = ψr, используя (1.2) и очевидное неравенство

g(a(x), b)c ≤ εg(a(x), b)b+ g
(
a(x),

c

ε

)
c, ε, b, c > 0, (2.2)

мы получим∫
E(R)

G(a(x), |∇u|)ψp+1
r dx ≤ γ

∫
E(R)

upR|∇ψr|
pdx+

+ γ

∫
E(R)

a(x)upR lnα(1 + uR|∇ψr|)|∇ψr|pdx,

отсюда, используя (1.3) и определениеM(r), мы получим требуемое неравенство (2.1).
�

При t ≥M(r) положим

Et(R) := {x ∈ E(R) : u < t}, u(t)(x) := min{uR(x), t−M(R)}.

Лемма 2.3. Пусть выполнены условия Теоремы 1.1. Тогда справедливо следу-
ющее неравенство ∫

Et(R)

|∇u|pψp+1
r dx ≤ γ(t−M(R))µ(r), (2.3)

где µ(r) определено в Лемме 2.2.
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Доказательство. Подставим в интегральное тождество (1.10) функции ϕ =
u(t)ψpr , ψ = ψr, используя (1.2), получим∫

Et(R)

G(a(x), |∇u|)ψp+1
r dx ≤ γ(t−M(R))

∫
E(R)

g(a(x), |∇u|)|∇ψr|ψprdx,

отсюда, используя неравенство (2.2) c b = |∇u|, c = |∇ψr|, ε = M−1(r)ψ−1
r , мы

имеем∫
Et(R)

G(a(x), |∇u|)ψp+1
r dx ≤ γ(t−M(R))M−1(r)

∫
E(R)

G(a(x), |∇u|)ψp+1
r dx+

+ γ(t−M(R))

∫
E(R)

g(a(x),M(r)|∇ψr|)|∇ψr|dx.

Oтсюда, используя (1.3), определение M(r) и Лемму 2.2, мы получим требуемое
неравенство (2.3). �

2.2 Ограниченность решений уравнения (1.1) в случае p-фазы.
Мы докажем ограниченность решений лишь в случае p < n. Доказательство

ограниченности решений в случае p = n полностью аналогично.
Зафиксируем 0 < ρ ≤ R

2 , при j = 0, 1, 2, . . . положим ρ
(1)
j = ρ

2(1 + 2−j), ρ
(2)
j =

ρ
2(3− 2−j), ρj

(1) = 1
2(ρ

(1)
j + ρ

(1)
j+1), ρj

(2) = 1
2(ρ

(2)
j + ρ

(2)
j+1),

Dj = {x : ρ
(1)
j < |x− x0| < ρ

(2)
j }, Dj = {x : ρj

(1) < |x− x0| < ρj
(2)},

kj = 2k − k
2j
, где k положительное число, которое мы определим позже.

Пусть ξj ∈ C∞0 (Dj), 0 ≤ ξj ≤ 1, ξj = 1 в Dj , |∇ ξj | ≤ γ 2j ρ−1. Подставим в
интегральное тождество (1.10) функции ϕ = (uR − kj+1)+ξ

p
j , ψ = ξj , используя

(1.2) и (2.2), получим∫
Dj

|∇(uR − kj+1)+|pξp+1
j dx ≤ γ2j γρ−p

∫
Dj

(uR − kj+1)p+dx+

+ γ2j γρ−p
∫
Dj

a(x)(uR − kj+1)p+ lnα(1 + (uR − kj+1)+|∇ ξj |)dx,

отсюда, используя (1.3) и (1.11), получим∫
Dj

|∇(uR − kj+1)+|pξp+1
j dx ≤ γ2j γρ−p

∫
Dj

(uR − kj+1)p+dx. (2.4)
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Из теоремы вложения Соболева и (2.4) следует∫
Dj+1

(uR − kj+1)p+dx ≤
∫
Dj

(uR − kj+1)p+ξ
p+1
j dx ≤

≤ γ
∫
Dj

|∇(uR − kj+1)ξ
p+1
p

j |pdx |Dj ∩ {uR > kj+1}|
p
n ≤

≤ γ2j γk−
p2

n ρ−p
∫
Dj

(uR − kj)p+dx.

Положим yj = ρ−n
∫
Dj

(uR − kj)p+dx, из последнего неравенства получим

yj+1 ≤ γ2j γk−
p
n y

1+ p
n

j , j = 0, 1, 2, . . . .

Согласно Лемме 2.1, это неравенство влечет lim
j→∞

yj = 0, если k удовлетворяет

следующему условию y0 = γ kp, поэтому, отсюда имеем

(M(ρ)−M(R))p+ ≤ γρ−n
∫
D0

upRdx, (2.5)

так какD0 ⊂ K
(ρ

2 , R
)
и uR(x) = u(M( ρ

2
))(x) при x ∈ K

(ρ
2 , R

)
, то из (2.5), используя

неравенство Пуанкаре и Лемму 2.3, получим

(M(ρ)−M(R))p+ ≤ γρp−n
(
M
(ρ

2

)
−M(R)

)
+
µ(r),

итерируя последнее неравенство, имеем для любого 0 < ρ ≤ R
2

(M(ρ)−M(R))+ ≤ γρ
p−n
p−1 µ

1
p−1 (r). (2.6)

Переходя к пределу при r → 0 в неравенстве (2.6) и используя условие (1.11), из
неравенства (2.6) следуетM(ρ) ≤M(R), что доказывает ограниченность решений.

2.3 Окончание доказательства Теоремы 1.1.
Пусть K – компакт в Ω, и ξ ∈ C∞0 (Ω), ξ = 1 при x ∈ K. Подставляя в ин-

тегральное тождество (1.10) функции ϕ = u ξψpr , ψ = ψr, используя (1.2), (2.2),
ограниченность решений и переходя к пределу при r → 0, мы получим∫

K

G(a(x), |∇u|)dx ≤ γ. (2.7)

Подставляя в (1.10) ϕψr, где ϕ – произвольная функция из
◦
W 1,G, используя

(2.7) и ограниченность решений, переходя к пределу при r → 0, мы получим инте-

гральное тождество (1.10) для любой функции ϕ ∈
◦
W 1,G и ψ ≡ 1. Таким образом,

Теорема 1.1 доказана.
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equations with nonstandart growth condition.

In the present paper we obtain the precise conditions for removability of isolated singularity for one
class of two phase elliptic equations

Keywords: removability of isolated singularity,two phase equations.

I. I. Скрипнiк, С. В. Скрипнiк
Точнi умови усувностi iзольованої особливостi для одного класу елiптичних рiвнянь
з нестандартними умовами зростання.

У данiй роботi отримано точнi умови усувностi iзольованої особливостi для одного класу двох-
фазних елiптичних рiвнянь.

Ключовi слова: усувнiсть iзольованої особливостi, двох-фазнi рiвняння.
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