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КРУГОВА МІЖФАЗНА ТРІЩИНА В НЕОДНОРІДНОМУ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРІ 

О. Ф. КРИВИЙ 
Одеська національна морська академія 

Розв’язано в явному вигляді задачу про кругову міжфазну тріщину в кусково-одно-
рідному трансверсально-ізотропному просторі під час довільного навантаження бе-
регів тріщини. Отримано вирази для коефіцієнтів інтенсивності напружень на межі 
тріщини, а також значення вказаних коефіцієнтів для деяких поєднань трансверсаль-
но-ізотропних матеріалів. 
Ключові слова: кругова міжфазна тріщина, неоднорідний трансверсально-ізотропний 
простір, сингулярні інтегральні рівняння, коефіцієнт інтенсивності напружень. 
Задачі про міжфазні тріщини в кусково-однорідних середовищах розглядали 

багато авторів. При цьому дослідження, в основному, обмежувались або двови-
мірними анізотропними середовищами, наприклад [1, 2], або кусково-однорідни-
ми ізотропними просторами та осесиметричними задачами для трансверсально-
ізотропних просторів [3–10]. Але стосовно, наприклад, кусково-однорідних ані-
зотропних просторів і в тому числі неосесиметричної задачі для кусково-однорід-
них трансверсально-ізотропних середовищ, відомі лише числово-аналітичні ре-
зультати [11–16], які базуються на працях [17, 18] і містять, в основному, набли-
жені значення коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН). Для приведення за-
дач про дефекти до систем сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) побудовано 
[6, 19] розривний розв’язок для кусково-однорідного ізотропного та однорідного 
трансверсально-ізотропного просторів, відповідно. 

Нижче розглянуто в сингулярній поставі задачу про міжфазну тріщину в 
кусково-однорідному трансверсально-ізотропному просторі за будь-якого наван-
таження берегів. Задача за допомогою розривного розв’язку [20], зведена до дво-
вимірної системи СІР, яку розв’язували в явному вигляді, що дало змогу досліди-
ти розкриття тріщини і отримати розподіл напруження в околі тріщини та вирази 
для КІН. 

Постава та система СІР задачі. Нехай в площині з’єднання двох різних 
трансверсально-ізотропних півпросторів 0z =  розташована тріщина, яка займає 
область Ω . До берегів тріщини прикладене довільне навантаження 

 ( , , 0) ( , ), 1,3; ( , ) ;k kw x y f x y k x y±± = = ∈Ω  

  { } { }1,6( , , ) , , , , , .k z yz xzkw x y z u v w== = σ τ τw  (1) 

Використавши двовимірні сингулярні інтегральні співвідношення для кусково-
однорідного трансверсально-ізотропного простору [20], відносно невідомих стриб-
ків переміщень ( , ) ( 4,6),k x y k−χ =  ( ( , ) ( , , 0) ( , , 0),k k k kx y w x y w x y± ±χ = 〈χ 〉 = + ± −  
( , ) ;x y ∈Ω ) запишемо таку систему двовимірних СІР: 
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2 2
0 ( ) ( ) ;r x t y= − + − τ 1 2 3, ,

x y z
∂ ∂ ∂

∂ ≡ ∂ ≡ ∂ ≡
∂ ∂ ∂

; , ,kn kn knq q q± − сталі, які вира-

жають через коефіцієнти узагальненого закону Гука [21], наведені в праці [20]. 
Розв’язки системи (2) повинні задовольняти умови змикання берегів тріщини 
 ( , ) 0, 4,6 ,l k

L
x y dl k∂ χ = =∫∫  (3) 

де l∂  - похідна по дотичній до межі L  області Ω . 

Розв’язок задачі для кругової тріщини. Нехай тріщина є круг в площині 

0z =  з центром на початку координат: 2 2{ }x y aΩ = + ≤ . Перейдемо в рівнян-
нях (2) до циліндричної системи координат ( , , )zρ ϕ  і введемо нові функції: 

 1 1 2 3 4 6( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,u± ± ± ± ± ± ± ±ν ρ ϕ = ξ ν ρ ϕ = τ ν ρ ϕ = ν ρ ϕ = ξ  (4) 

 3 2 4 5, ,i u i± ± ± ± ± ±τ = ξ + ξ = ξ + ξ   

 1,6{ ( , )} { , , , , , }.k z z zk u u w
± ± ± ± ±± ±

ϕ ρ ρ ϕ=ξ ρ ϕ = σ τ τ  

Невідомі стрибки переміщень на тріщині розшукуємо у вигляді 
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Застосувавши до системи (2) скінченне перетворення Фур’є, після очевид-
них перетворень, знайдемо: 
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Сталі 0,nc c  визначають з умов 
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Розглянемо спочатку систему (6) при 0n =  та застосуємо до неї перетворю-
вальні оператори Соніна [22], і в результаті отримаємо: 
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Із рівняння (9), враховуючи умови (7), не важко встановити, що 5 0−η = , і отже 

50 0U − = . 

Матриця −= 1M B A  допускає розвинення 
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Врахувавши це, систему (8) перепишемо так: 
 0 1[ ] [ ] , 1,2;j j j jl l F jµ + λ µ = =  

 { } { } { }22 21 , , .j j jkF s− − − ∗µ = µ = η = = =1 1S F S f S  (10) 

Враховуючи умову 0 ≤ λ ≤ 1, яка виконується для комбінацій відомих транс-
версально-ізотропних матеріалів [23], розв’язки рівнянь (10) слід шукати в класі 
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функцій автоматичної обмеженості [24]: 
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Розвинення (11), подання ,η = µS  а також співвідношення 2 1
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Нехай 0n ≠ , тоді, згідно з властивостями 
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достатньо розглянути випадок 0n > . Застосувавши відомі перетворення [6], здо-
будемо розв’язок системи (6) при 0n > : 
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встановлюють з умов замкнутості берегів тріщини (3). Отже, формули (5), (11), 
(12) визначають стрибки переміщень на тріщині за будь-якого навантаження її 
берегів. Здобутий результат дає змогу, скориставшись розривним розв’язком для 
кусково-однорідного простору [20], отримати подання в явному вигляді компо-
нент тензора напружень і вектора переміщень у всьому просторі. Кількість до-
данків у розвиненні (5) залежить від виду навантаження. 

Сталі навантаження. Нехай до берегів тріщини прикладене стале наванта-
ження: 1 1( , ) , ( , ) , 2,3.k kf x y P f x y P k± ±= − = =  Тоді в розвиненні (5) залишаться 
три доданки при 1,0,1n = − , а стрибки переміщень на тріщині набудуть вигляду  
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Подання (13) дає можливість визначити зону нерегулярності [25], тобто ширину 
δ  області контакту поверхонь тріщини. Так, при aρ→ , отримаємо: 
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За нормального навантаження берегів тріщини: 2 3 0= =P P , для комбінацій відо-
мих трансверсально-ізотропних матеріалів [23], справджуються нерівності 

 1 3010a− −δ < , 4 ( , ) 0, (0, ), [0, 2 ),a−ν ρ ϕ > ρ∈ ϕ∈ π   (15) 

отже зона нерегулярності, практично, відсутня. Якщо тут зробити припущення, 
що збільшення тріщини відбувається в площині з’єднання півпросторів 0z = , то 
використавши критерій Ґріффітса [26], узагальнимо формули [7] для визначення 
залежності руйнувального напруження від радіуса тріщини за нормального на-

вантаження: 0 * 0
0 2
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 * 14( 0),q q= − > де 0T −  питома поверхнева 

енергія на тріщині. 
Подання (13) та інтегральні співвідношення для кусково-однорідного транс-

версально-ізотропного простору [20] дають можливість записати вирази для на-
пружень в площині з’єднання півпросторів поза тріщиною ( )aρ > : 
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де 1 23 3 12 2 2 23 2 12 3, ,Q q P iq P Q q P iq P= − = +  ∗τ − обмежена функція. Для визначен-
ня поведінки напружень в околі тріщини, скориставшись результатами праці 
[24], здобудемо асимптотичні розвинення при 0aρ→ + : 

( )

2 2 1/ 2
, , 0 ,

2 2 3/ 2
00

1/ 2

( ) ( ) ( 1) 2 ( )

4 2( )

( ) , 0,

k a aka
c s s c c st t dt a

at

O a

+ϑ ϑ− −ϑ
∗

ε−

ω ω ρ + − α ω ρ − ϑπ κ
= +

λ ρ −ρ −

+ ρ − ε >

∫
 

 , 0 0
cos 0

( ) ln , 0,
sin 12

a
c s

a
a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ −⎛ ⎞ω ρ = α α ≠ ϑ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Звідси напруження (16) при 0aρ→ +  подаємо так: 
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 { } ( )0
10 11 120

2 ( ) ( ) ( ) ,a a
z s cz

a O a
a=σ = γ + γ ω ρ + γ ω ρ + ρ −

ρ −
 

 { } ( )0
20 21 220

2 ( ) ( ) ( ) ,a a
z z s cz

ai O a
aρ φ =

τ + τ = γ + γ ω ρ + γ ω ρ + ρ −
ρ −

 (17) 

де 0 13
10 1 2

0 0 0

Re( )
,

iq e
P

q

ϕα τ
γ = +

λ λ
    

2
0 13

11 1 0 2
0 0 0

1 2 Re( )
3 ,

iq e
P

q

ϕ− α τ
γ = + α

λ λ
 

 20 13
12 1 0 2

0 0 0

3 Re( )
(1 2 ) ,

iq e
P

q

ϕα τ
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λ λ
   

2
0 1 0 1 0

21
0 13 0 0

3 (1 2 )cos
,

4 4
P Q

q q
α α − α ϕ

γ = − −
λ λ

 

 
2
0 1 0 1

22
0 13 0 0

(1 2 ) 3 cos
,

4 4
P Q

q q
− α α ϕ

γ = +
λ λ

2
0 1 0 2 01

20
0 13 0 0 0 0

cos 2 (1 )sin
.

4 4 4
Q QP

q q q
α ϕ α + α ϕ

γ = − −
λ λ λ

 

Розрахунок коефіцієнтів інтенсивності напружень. Співвідношення (15) 
будуть справджуватись, тобто зона нерегулярності практично відсутня, і за вико-
нання умови 1 2 32P P P> + . Тут можна скористатись асимптотичними розвинен-
нями (16) для визначення поведінки напружень в околі тріщини, не вводячи зони 
контакту берегів тріщини, оскільки це суттєво б ускладнило розв’язок задачі. На 
відміну від кусково-однорідного ізотропного простору [27], подання (16) містять 
по три коефіцієнти зв’язок між якими не очевидний. Тому, за працею [2], введе-
мо узагальнені КІН так: 

 
2 2 2

* 2 * 2 * 2
1 2 2

0 0 0
2 , 2 (Re ) , 2 (Im ) .z k z k z k

k k k
K a K a K aρ φ

= = =
= γ = γ = γ∑ ∑ ∑  

 
Залежності КІН від кута ϕ для кругової 
тріщини під час симетричного наванта-

ження: a – F1; b – F2; c – F3. 
1 – 1 (1;0,25;0,33)=P ; 2 – 2 (1;0;0,33)=P ;  
3 – 3 (1;0,33;0)=P ; 4 – 4 (1;0,33;0,25)=P . 

Dependence of SIF on angle ϕ for a circular crack under symmetric loading: a – F1; b – F2; c – F3. 
1 – 1 (1;0.25;0.33)=P ; 2 – 2 (1;0;0.33)=P ; 3 – 3 (1;0.33;0)=P ; 4 – 4 (1;0.33;0.25)=P . 

В результаті асимптотичні розвинення (17) подамо у вигляді 0(0 1, 1,2)jv j< ≤ =  
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( )
* 0

01
0

( ) ( ) ,z
z z

K v O a
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ϕ
σ = + ρ −

ρ −
 

( )
* * 0

2 0
0

( ( ) ( ))
( ) .z z

z z z

K iK v
i O a

a
ρ φ

ρ φ =

ϕ + ϕ
τ + τ = + ρ −

ρ −
 

Подано (див. рисунок) залежності відносних коефіцієнтів 
* **

1 2 3 1 2 31 2 3
1 2 3

( , , , ) ( , , , )( , , , )
, , ,

2 2 2
z zz K k k k K k k kK k k k

F F F
a a a

ρ φϕ ϕϕ
= = =

3
2

*1
, j

j j
j

P
k P k

k∗
=

= =∑  

від кута [0, ]ϕ∈ π  для комбінації трансверсально-ізотропних матеріалів [23] ко-
бальт – берил за різних значень вектора 1 2 3( ; ; ).P P P=P  

ВИСНОВКИ 
За дотичних складових навантажень 2 0P ≠  або 3 0P ≠ , всі три КІН залежать 

від полярного кута ϕ . Ця залежність особливо помітна для F2 і F3. Для кожного з 
векторів kP  за допомогою графіків можна визначити значення кутів ϕ , за яких 
КІН досягають мінімального та максимального значення. Так, наприклад, при 

1 (1;0,25;0,33)=P  (див. рисунок, крива 1) КІН F1 досягає мінімального значення 

за кутів близьких до 2
3
π , а F2 і F3 – за кутів близьких до 

2
π ; максимального значен-

нях КІН F1 досягає за кутів близьких до 
3
π , а 2F і 3F  – за кутів 0 і π , відповідно. 

Аналогічно можуть бути отримані розв’язки задач про інші види дефектів, 
зокрема, відшаровані та невідшаровані включення. 

РЕЗЮМЕ. Построено решение в явном виде задачи о круговой межфазной трещине 
в кусочно-однородном трансверсально-изотропном пространстве при произвольном на-
гружении берегов трещины. Получены выражения для коэффициентов интенсивности на-
пряжений на границе трещины, а также значения указанных коэффициентов для некото-
рых сочетаний трансверсально-изотропных материалов. 

SUMMARY. The exact solution for the problem about an interface circular crack in the 
non-uniform transversal-isotropic space under arbitrary loading of the crack faces is built. The 
expressions for the stress intensity factors on the crack boundary and also the numerical values 
of the mentioned coefficients for some different combination of transversal-isotropic materials 
are obtained. 
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