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ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДВОВИМІРНИХ ЗАДАЧ 
ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ ТРИШАРОВОЇ  

КІЛЬЦЕВОЇ ОБЛАСТІ З ТРІЩИНАМИ 

В. М. ЗЕЛЕНЯК 

Національний університет “Львівська політехніка” 

Двовимірні задачі стаціонарної теплопровідності і термопружності для тришарової 
кільцевої області з тріщинами зведено до сингулярних інтегральних рівнянь. Побу-
довано системи інтегральних рівнянь першого та другого роду на замкнених (конту-
ри поділу шарів та зовнішня межа) і розімкнених (тріщини) контурах, коли контур 
внутрішньої межі області є коло. 

Ключові слова: тріщина, температурне поле, метод сингулярних інтегральних 
рівнянь, коефіцієнт інтенсивності напружень, кусково-однорідні тіла. 

Двовимірні задачі термопружності для кусково-однорідних тіл з тріщинами 
методом сингулярних інтегральних рівнянь розглядали раніше. Зокрема, дослі-
джували термопружний стан у скінченній [1], напівскінченній [2–4] і нескінчен-
ній [5–7] плоскій області з чужорідними однокомпонентними включеннями і 
криволінійними тріщинами, у пластині з круговим двокомпонентним складеним 
включенням і тріщиною [8], у двошаровому кільці з тріщинами [9]. Розглянута 
нижче теоретична модель для тришарового кільця з тріщинами має важливе 
практичне значення для розрахунку термопружного стану в композитних мате-
ріалах за врахування різних концентраторів напружень у них. З таких матеріалів 
часто виготовляють елементи конструкцій, які застосовують у будівництві, ма-
шинобудуванні та інших галузях виробництва. 

Інтегральні рівняння задачі теплопровідності. Розглянемо скінченну три-
шарову кільцеву область S , в якій контур внутрішньої межі 0L  – коло радіуса 

0R ; контур зовнішньої 3L  – довільний гладкий криволінійний; 1L , 2L  – гладкі 

замкнені контури поділу різнорідних шарів. Область S  послаблена системою 

3N −  криволінійних тріщин-розрізів ( 4, )nL n N= . Віднесемо кожний контур 

( 0, )nL n N=  до локальних систем координат n n nx O y , вісь n nO x  яких утворює 

кут nα  з віссю Ox , а точки On визначають в основній декартовій системі коорди-

нат xOy  комплексні координати 0 0 0
n n nz x iy= + , причому системи n n nx O y , 

( 0,3n = ) збігаються з основною xOy  з початком у центрі кола 0L  (див. рису-

нок). Додатним вважаємо напрямок обходу замкнених контурів проти годинни-
кової стрілки. Зв’язок між координатами точок області S  у локальній і основній 
системах координат виражають співвідношення 

 0ni
n nz z e zα= + ,     n n nz x iy= + ,     z x iy= + . 

Вважаємо, що на замкнених контурах ( 1,2)nL n =  задані умови ідеального 

теплового контакту (рівність температур і теплових потоків) 
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n n n n

+ − + −∂ ∂ ∂ ∂λ = λ λ = λ
∂ ∂ ∂ ∂

, , , 1,2n nT T t L n+ −= ∈ = , (1) 

на берегах тріщин ( 4, )nL n N=  і на контурах 0L  та 3L  – теплові потоки  

 * ( ) ( ), , 4, ,n n n n n n n
T

t t t L n N
n

±∂λ = ω ± µ ∈ =
∂

 (2) 

 3 3 3 3 3( ),
T

t t L
n

∂λ = ω ∈
∂

,     0 0 0 0 0( ),
T

t t L
n

∂λ = ω ∈
∂

, (3) 

де n  – зовнішня нормаль до замкненого контуру ( 0,3)nL n =  або до лівого берега 

розрізу ( 4, )nL n N= ; nλ  – коефіцієнт теплопровідності шарів ( 0, 1, 2)nS n = ;  

nt  – комплексні координати точок на контурах nL  у локальних системах коор-

динат; ( , )T x y  – температура; *
n nλ = λ , якщо розріз kL  знаходиться в шарі nS . 

При цьому припускають, що сумарний тепловий потік, який виходить через кон-
тур ( 0, 3, )nL UL n N= = , дорівнює нулю: 

 
3

3 3 3
4

2 ( ) ( ) ( ) 0
n o

N

n n n o o o
n L L L

t ds t ds t ds
=

⋅ µ + ω + ω =∑ ∫ ∫ ∫ .  (4) 

Подамо загальну температуру ( , )T x y  в складеній кільцевій області з розрі-

зами у вигляді *
0( , ) ( , ) ( , ),T x y T x y T x y= +  де 0( , )T x y  – температура в однорідній 

нескінченній площині з коловим отвором 0L , на контурі якого задано тепловий 

потік 0 0( )tω ; * ( , )T x y  – збурене температурне поле, викликане різнорідними ша-
рами і тріщинами. 

Температуру ( , )T x y  шукаємо у вигляді ( , ) Re ( )T x y f z= , де ( )f z  – аналі-

тична функція комплексної змінної z x iy= + . Скориставшись комплексним по-

тенціалом температури ( ) '( )F z f z= , побудованим раніше для скінченної одно-
рідної області з отворами і тріщинами [10], подамо його для кусково-однорідної 
кільцевої області з тріщинами без невідомої функції на внутрішньому коловому 
контурі 0L : 

           0 1 2( ) ( ) ( ) ( )F z F z F z F z= + + ,    (5) 

де 
0

0 0 0 0
0

0 0

( )
( )

2 ( )L

R t dtQ
F z

z i t t z

ω
= − −

πλ π −∫  – 

функція, яка визначає температуру 

0( , )T x y ; Q  – кількість тепла, що вихо-

дить через контур 0L . Якщо тіло скін-
ченне, то за відсутності в ньому джерел 
тепла слід покласти 0Q = ; 1( )F z =  

1

( )1

k

N
k k k

kk L

H t dt

i z=
=

π ζ −∑ ∫ , 2( )F z =  

2
0

2
1 0

( )1

( )
k

N
k k k

k L k

R H t dt

i z R z=
= −

π − ζ
∑ ∫  – комплексні 

потенціали, що характеризують збуре-

 
Геометрія тришарової кільцевої області  

з тріщинами. 

Geometry of a three-layer ring area  
with cracks. 
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ну температуру * ( , )T x y ; ( ) ' ( ) ( ) ki
k k k k k kH t t i t e− θ= γ + µ ; ;ki o

k k kt e zαζ = +  

;ki k

k

dt
e

ds
θ =  ' ( ) 0 ( 1,2)k kt kγ = = ; 3 3( ) 0tµ = ; ( )k ktµ , 1,2k =  – невідомі функції на 

контурах шарів 1L , 2L ; ' ( )k ktγ , 3,k N=  – невідомі функції на контурі 3L  та на 

контурах тріщин; kθ  – кут між додатною дотичною до контуру kL  в точці kt  і 

віссю k kO x . 
Задовольнивши з використанням потенціалу (5) умови спряження (1) на кон-

турах 1 2,L L  та крайові умови (2), (3) на контурах , 3,kL k N= , одержимо систе-

му N  сингулярних інтегральних рівнянь першого і другого роду відносно N  не-

відомих функцій ( ), 1,2k kt kµ =  і ( ), 3,k kt k N′γ = : 

 
1

1
Im ( ) Ιm ( , ) ( ) ( , ) ( )n

k

N
i

n n nk k n k k k nk k n k k k
k L

H e K t H t dt L t H t dtβ

=

   τ + τ + τ =   π ∑ ∫  

 ( )
0Ιm ( ) , , 1,2n ni

n n n nF e L nβ +α = −∆ η τ ∈ =
  

; 

 3 3
1

1
Ιm ( , ) ( ) ( , ) ( )

k

N

nk k n k k k nk k n k k k n
k L

K t H t dt L t H t dt d
=

 τ + τ + δ ⋅ = π ∑ ∫  

 ( )
0Ιm ( ) ( ), , 3,n ni

n n n n nF e L n Nβ +α = η + ω η τ ∈ =
  

, (6) 

де 
( )

( , )
( )

n ni
n

nk k n
k n

e
K t

i

β +α∆τ =
ζ − η

; 
( )2

0
2
0

( , )
( )

n ni
n

nk k n
n n k

R e
L t

i R

β +α∆τ =
η − η ζ

; 1 1n
n n

n

 λ − λ∆ = − δ + λ + λ 
; 

ni n

n

d
e

ds
β τ= ; 

1, 1,2

0, 3,
n

n

n N

 =δ = 
=

 ; 0ni
n n ne zαη = τ + ; 3nδ  – символ Кронеккера. 

У ліву частину сингулярних інтегральних рівнянь (6) додамо функціонал [10] 

 
3

'
3 3 3 3( )

L

d t dt= γ∫ , 

що рівний нулю через виконання умови (4) і забезпечує безумовну розв’язуваль-
ність системи рівнянь (6) для її довільної правої частини. 

У класі функцій ( ) , 1,2k kt H kµ ∈ = ; 3 3( )t H′γ ∈  і *( ) , 4,k kt H k N′γ ∈ =  ( H – 

клас функцій, що задовольняють умови Гельдера, *H – клас функцій, необмеже-
них на кінцях контурів тріщин) система інтегральних рівнянь (6) має єдиний роз-
в’язок для довільної правої її частини за виконання умов 

 ( ) 0
k

k k k
L

t dt′γ =∫ , 4,k N= , 

що забезпечують неперервність температури за обходу контурів тріщин.  

Інтегральні рівняння задачі термопружності. Розглянемо пружну триша-
рову кільцеву область з криволінійними тріщинами (див. рисунок), яка знахо-
диться під дією стаціонарного температурного поля ( , )T x y . Припустимо, що на 

контурах спаю шарів 1L  і 2L  існують умови спряження (напруження неперервні, 
а переміщення мають розрив) 

 [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )n n n nN t iT t N t iT t
+ −+ = + ,  (7) 
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 ( )*( ) ( )n n n n n nu iv u iv g t+ −+ − + = ,     ,n nt L∈  1,2n = , (8) 

береги тріщин під час деформування не контактують і на них задане самозрівно-
важене навантаження 

 [ ] *( ) ( ) ( )n n n nN t iT t p t
±+ = ,   4,n N= , (9) 

на межах області 0L  і 3L  діють зусилля 

 *( ) ( ) ( )n n n nN t iT t p t+ = ,    0,3n = , (10) 

які задовольняють умови рівноваги і описують рівність нулю головного вектора і 
головного моменту зовнішніх зусиль, що діють на контурах 0L  і 3L : 

( ) ( )
0 3

* *
0 0 0 3 3 3 0

L L

p t dt p t dt+ =∫ ∫ ,    ( ) ( ) ( )
0 3

* *
0 0 0 0 3 3 3 3 3Re 0

L L

p t dt p t t dt
 
 ζ + ζ =
 
 
∫ ∫ . (11) 

Подібно, як і в задачі теплопровідності, інтегральні зображення комплекс-
них потенціалів напружень ( )( ),z zΦ Ψ  подамо, скориставшись комплексними 

потенціалами для однорідної скінченної області з отворами і тріщинами [10, 11], 
у вигляді 

 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z zΦ = Φ + Φ + Φ ;    0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z zΨ = Ψ + Ψ + Ψ , (12) 

де 

0

*
0 0 0 0 0 0 0

0
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( ) 2 ( )1
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2 (1 ) 2

t

L

X iY p t dt
z

z i t z

χ + − β ⋅ ε
Φ = −

π + χ π −∫ ;    
0

*
0 0 0 0 0( )

L

X iY i p t dt+ = ∫ ; 

0

0 0 0 0( )
L

iR t dtε = ω∫ , якщо на контурі 0L  задано тепловий потік; 0( )zΨ =  

0

* 2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 02
0

( ) ( )1
( ) ' ( )

2 (1 ) 2 L

X iY p t dt R R
z z

z i t z zz

−
= − − + ⋅ Φ − Φ

π + χ π −∫ ; функції 0 0( ), ( )z zΦ Ψ  

визначають напружений стан для однорідної нескінченної площини з коловим от-

вором L0 радіуса R0, на контурі якого задані навантаження 
*
0 0( )p t  і тепловий потік 

0 0( )tω  [10] 
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( ), , 1,3;
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( ) ( ) ( ) , , 4, ;
1

k k k k

k k
k k k k k

g t t L k
Q t i

g t f t f t t L k N+ −
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комплексні потенціали 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )z z z zΦ Ψ Φ Ψ  характеризують збурений 

напружений стан, зумовлений неоднорідними шарами і тріщинами; *
tβ = β , 

*χ = χ , якщо розріз kL  знаходиться в матриці, і *
t
kβ = β , * kχ = χ , якщо він знахо-

диться у компоненті kS ; ( )kf t±  – граничне значення потенціалу ( )f z . 
Задовольнивши з допомогою комплексних потенціалів (12), (13) умови спря-

ження (8) на контурах 1L , 2L  та крайові умови (9), (10) на контурах kL  ( 3,k N= ), 

одержимо систему N  сингулярних інтегральних рівнянь першого і другого роду 

відносно N  невідомих функцій ( )k kQ t , 1,k N= : 
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( , )

( )
ni n k n

nk k n n
nk n k n

d
S t C e

d
− α τ ζ − ητ = − − τζ − η ζ − η  

; 

 1,k N= , 1,n N=  ( 0k Rζ > ,    0n Rη > );     0ni
n n ne zαη = τ + , 

 1 1 01 0[1 (1 )]/ 2A i= + χ + Γ + χ ,    1 1 01 0B = χ − Γ χ ,    1 011C = − Γ , 

 2 2 12 1[1 (1 )]/ 2A i= + χ + Γ + χ ,    2 2 12 1B = χ − Γ χ ,   2 121C = − Γ , 

 1, 1 ( 3, )n nB C n N= = − = , 

 /(1 ), 1,2;t t
n n n nE nβ = α + µ =     01 0 1/G GΓ = ,    12 1 2/G GΓ = ; 

 *
1 1( ) ( ) ( ) 2 ( )t t

n n n n n n n n nP f f G g− +
−τ = Γ β η − β η + η −  

 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( ))ni n

n n n n n n n
n

d
B C e

d
− α τ ′− Φ η + Φ η + η Φ η + Ψ η τ 

,   1,2n = ; 

 ( )*
2 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nP p  ′τ = η − Φ η − Φ η − η Φ η + Ψ η  ,    3,n N= . 

До інтегральних рівнянь (14) додамо функціонали [10, 11] 
3

'
3 3 3 3( )

L

a g t dt= ∫ , 

3 3Im ( )M = Φ ξ , де 3 z Sξ = ∈  – довільна точка в області S , які рівні нулю за ви-
конання умов рівноваги (11) і забезпечують існування розв’язку системи рівнянь 
(14) з довільною правою частиною.  

У класі функцій ( ) , 1,3k kg t H k∈ =  і ' *( ) , 4,k kg t H k N∈ =  система рівнянь 
(14) має єдиний розв’язок для довільної її правої частини за виконання умов 

 ' ( ) 0
n

n n n
L

g t dt =∫ , 4,n N= , (15) 

які забезпечують однозначність переміщень за обходу контурів тріщин. 
Із розв’язку системи сингулярних інтегральних рівнянь (14), (15) коефіцієн-

ти інтенсивності напружень I II,K K  у вершинах тріщин знаходимо за відомою 
формулою [12]. 

ВИСНОВКИ 
Запропоновано підхід, який дає змогу одержати систему модифікованих 

сингулярних інтегральних рівнянь задач теплопровідності і термопружності для 
скінченної тришарової кільцевої області з тріщинами, в яких вилучено невідому 
функцію на коловому контурі внутрішньої межі області, що значно полегшує 
знаходження її числового розв’язку. 

РЕЗЮМЕ. Двумерные задачи стационарной теплопроводности и термоупругости 
для трехслойной кольцевой области с трещинами сведены к сингулярным интегральным 
уравнениям. Построены системы интегральных уравнений первого и второго рода на 
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замкнутых (контуры разделения слоев и внешняя граница) и разомкнутых (трещины) кон-
турах, когда контур внутренней границы области – окружность. 

SUMMARY. Two-dimensional problems of stationary heat conductivity and thermoelas-
ticity for a three-layer ring area with cracks are reduced to singular integral equations. The sys-
tems of integral equations of the first and second kind of closed (contours of layers and outer 
boundary separation) and open (cracks) contours, when the contour of the inner boundary of the 
area is a circle, are constructed. 
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