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АЛГЕБРАЇЧНИЙ ПІДХІД ДО РЕОПТИМІЗАЦІЇ ЗАДАЧ 
КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ ТА СУМІЖНІ ПИТАННЯ 

ОЦІНКИ СКЛАДНОСТІ ОБЧИСЛЕНЬ 

Використовується поняття  -наближеного поліморфізму 

для конструювання ( )  -наближеного оптимального алго-

ритму ( ( ) 2 1 /     ) для реоптимізації CSP  задачі 

MAX    ( Ins MAX   ) з добавленням деякого обмеження. 
Гіпотеза алгебраїчної дихотомії характеризує NP-складність 
розглянутого підходу, а базова SDP релаксація для наближе-
них поліморфізмів (BasicSDP) визначає ефективний алгоритм 
заокруглення для MAX    та Ins MAX   . 

Ключові слова: наближений поліморфізм, гіпотеза алгеб-
раїчної дихотомії, унікальна ігрова гіпотеза (UGC), реоптимі-
зація CSPs.  

Вступ. Узагальнені задачі про виконуваність (Constraint Satisfaction 
Problems, CSPs) описують великий клас задач комбінаторної оптимізації 
[1, 2]. Узагальнена задача про виконуваність (CSP)   може бути задана 
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сімейством предикатів над скінченною областю [ ] {1,2,..., }q q . Кож-
ний екземпляр CSP   складається з множини змінних V разом з мно-
жиною обмежень C  на ній. Кожне обмеження з C  складається з преди-
ката з сімейства  , що застосовується до множини змінних. Для 
CSP   відповідна задача про виконуваність SAT   має вигляд. 

Задача 1 ( SAT  ). Для заданого екземпляра I CSP   визна-
чити чи існують приписування змінним, що задовольняють всі обме-
ження з C . 

Більшість задач комбінаторної оптимізації (і CSPs ) класифіку-
ються як поліноміально розв'язні (легкі, tractable) або NP -складні. 
Основні дослідження, що проводяться в комбінаторній оптимізації 
зрозуміти, що робить задачі легкими (в P ) або складними ( NP -
складні). Чи існує загальна теорія для розв'язання цих питань? 

Задача 2 ( MAX  ). Для заданого екземпляра I  задачі CSP   
знайти приписування, що задовольняють максимальне число (еквівален-
тно долю) обмежень. 

Виникає інтерес до побудови теорій легкості (tractability) для 
множин CSPs  незалежно для точного або оптимізаційного варіантів 
(задачі 1, 2). Елегантна характеристика складності CSPs  основана на 
гіпотезі алгебраїчної дихотомії [1, 2]. Згідно цієї гіпотези CSP   
легка тоді і тільки тоді, коли існують нетривіальні операції, названі 
поліморфізмами, для комбінації розв'язків   для отримання нових 
розв'язків. Розглянемо CSP  відому як XOR  задача. Екземпляр задачі 
XOR  складається з системи лінійних рівнянь над 2 {0,1}Z  . Фіксує-
мо екземпляр I  задачі XOR  від n  змінних. Для заданих трьох роз-

в'язків (1) (2) (3), , {0,1}nX X X   екземпляра I  можна створити новий 

розв'язок (1) (2) (3){0,1} : , [ ]n
i i i iY Y X X X i n      . Легко перевіри-

ти, що Y  також допустимий розв'язок екземпляра I . Таким чином, 
3:{0,1} {0,1}XOR   дає спосіб зкомбінувати три розв'язки в один 

новий розв'язок для цього екземпляра. Операція такого вигляду, що 
зберігає виконуваність CSP  відома як поліморфізм. Формально 

Означення 1 (поліморфізм). Функція : [ ] [ ]Rp q q  називається 
поліморфізмом для CSP SAT  , якщо для кожного екземпляра I  з 

  і R  приписування (1) (2) ( ), ,..., [ ]R nX X X q , що задовольняють всі 

обмеження в I , вектор (1) (2) ( )[ ] : ( , ,..., ), [ ]n R
i i i iY q Y p X X X i n     

також є допустимим розв'язком. 
Множина поліморфізмів CSP    ( ( )Poly  ) характеризує скла-

дність SAT  . Формально. 
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Теорема 1 [1, 2]. Якщо CSPs 1  і 2  мають співпадаючі мно-

жини поліморфізмів ( 1 2( ) ( )Poly Poly   ), то 1 SAT   поліноміа-

льно зводиться до 2 SAT   і навпаки. 

Зазначимо, що диктаторські функції (1) ( ) ( )( ,..., )R ip X X X  є по-

ліморфізмами для довільної CSP  SAT  (вони називаються проек-
ціями або тривіальними поліморфізмами). Всі легкі (tractable) випад-
ки булевських CSPs  характеризуються існуванням нетривіальних 
поліморфізмів. Зокрема, 2 SAT  має функцію більшості ( XOR ), 
HORN SAT  має OR  функції і DUAL HORN SAT  має AND  фун-
кції як поліморфізми. В роботі [1] припустили, що існування не дик-
таторських поліморфізмів характеризує CSP  як tractable. Ця робота 
показує, що множина поліморфізмів ( )Poly   CSP    характеризує 

складність SAT  . Є багато еквівалентних способів формалізації, 
що означає для операції бути не диктаторською (нетривіальною). По-

ліморфізм : [ ] [ ]kp q q  називається циклічним термом, якщо 

1 2 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., , ) ... ( , ,..., ), ,..., [ ]k k k k kp x x p x x x p x x x x x q     .  

Гіпотеза 1 (алгебраїчної дихотомії) [1, 2]. SAT   знаходиться в 
P , якщо в   є циклічний терм, інакше SAT   є NP -складною. 

Вдалося отримати такий результат. 

Теорема 2 [1, 2]. SAT   є NP -складною, якщо   не допускає 
циклічних термів. 

Вводиться поняття наближеного поліморфізму для оптимізаційних 
задач. Грубо кажучи наближений поліморфізм є ймовірнісний розподіл 

P  щодо множини операцій вигляду : [ ] [ ]kp q q . Зокрема, наближе-

ний поліморфізм p  може бути використаний для комбінації k  розв'яз-

ків оптимізаційної задачі для формування ймовірнісного розподілу но-
вих розв'язків для того самого екземпляра. На відміну від випадку точ-
них CSPs тут поліморфізм видає декілька нових розв'язків. 

Ціль реоптимізації [3–6], використовуючи наближені методи, — 
застосування знання розв'язку початкового екземпляра I  задачі для 
виконання однієї з умов: досягнення кращої якості наближення (від-
ношення апроксимації) 'I  (змінений екземпляр); створення більш 
ефективного (по часу) алгоритму для визначення оптимального або 
близького до нього розв'язку 'I ; попередні дві умови. Вдалося засто-
сувати аналіз коректності для мови наближених поліморфізмів. Мета 
статті застосувати алгебраїчний підхід, що базується на мові набли-
жених поліморфізмів, до дослідження деяких реоптимізаційних про-
блем для CSPs . 
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Наближені поліморфізми для реоптимізації CSPs . 

Означення 2 ( ( , )c s -наближений поліморфізм). Фіксуємо фун-

кцію : [ ]nf q R . Ймовірнісний розподіл P  відносно операцій 

: [ ] [ ]Rp q q  є ( , )c s -наближений поліморфізм для f , якщо вико-
нуються умови: для кожного R  приписування 

(1) (2) ( ), ,..., [ ]R nX X X q  такі, що ( )( )i
iE f X c  для всіх i , то викону-

ється (1) ( )[ ( ( ,... ))]R
p
E f p X X s


 . Тут (1) ( )( ,..., )Rp X X  приписування, 

отримане за координатними застосуваннями операції p . 

Означення 3 ( -наближений поліморфізм). Ймовірнісний роз-

поділ   операцій : [ ] [ ]Rp q q  —  -наближений поліморфізм для 

:[ ]nf q R , якщо він є ( , )c c  -наближений поліморфізм для всіх 0c  . 

Означення 4. Ймовірнісний розподіл   операцій : [ ] [ ]Rp q q  — 

 -наближений поліморфізм для MAX  , якщо   є ( , )c c  -наб-
лижений поліморфізм для кожного екземпляра I  задачі MAX  . 

Будемо вважати, що CSP   над [ ]q  задається сімейством пла-

тіжних функцій { : [ ] [ 1,1]}kc q    . Екземпляр MAX   склада-

ється з множини змінних 1{ ,..., }nV x x  і множини обмежень 

1{ ,..., }mC C C , де кожне 
1 2

( ) ( , ,..., )
ki i i iC X c x x x  для деякого c . 

Множина C пов'язана з розподілом ймовірностей :w C R . Мета 

знайти приписування [ ]Vx q , що максимізує 

( ) ( ) ( )I
c C

val x w c c x


  . 

Вводиться поняття ( , )c s -диктаторського тесту для MAX   

проти сімейства функцій { : [ ] [ ]}Rp q q   [2]. 

Теорема 3 [2]. Для даної CSP   , натурального числа R N і 

скінченого сімейства функцій { : [ ] [ ]}Rp q q    замкненого відно-
сно перестановки входів наступні умови еквівалентні: 

 MAX   не допускає ( , )c s -наближений поліморфізм, що підт-
римується на  . 

 Існує ( , )c s -диктаторський тест для MAX   проти сімейства  . 

Фіксуємо ймовірнісний розподіл   на [ ]q . Нехай 0 1 1{ , ,..., }q     є 

ортонормований базис для векторного простору 2 ([ ], )L q  . Без втрати 
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загальності будемо вважати, що 0 1  . Для даної функції : [ ]kf q R  

можемо записати 
kN

f f 





 


 (Фур'є представлення), де ( )x   

1
( )

j

k
jj x

 . Визначимо вплив ступеня d  i -ої координати f  від-

носно розподілу   як 2
,

, 0,

( )
k

i

d
i

N d
Inf f f 

  



  
 


. Узагальнюючи для 

векторної функції : [ ]k Df q R , отримаємо , ,
[ ]

( ) ( )d d
i i j

j D
Inf f Inf f 

 


  . 

Означення 5. Наближений поліморфізм   — ( , )d -квазіви-

падковий, якщо для довільного розподілу ймовірностей 

 : ,[max ( )]d
ip i

E Inf p 


 . 

Означення 6. Для заданої CSP    і константи [ 1,1]c   визначи-

мо ( ) sup{ | 0,s c s d N     ,   ( , )d -квазівипадковий ( , )c s -наб-

лижений поліморфізм для }MAX  ; 
0

( )
inf
c

s c
c

 



 . 

Твердження 1. Відображення : [ 1,1] [ 1,1]s     монотонно зрос-

тає і ( ) ( )s c s c      для довільних ,c   таких, що , ( 1,1)c c    . 

Будемо застосовувати гіпотезу 2 (унікальну ігрову гіпотезу, 
Unique Games Conjecture, UGC) [2, 6]. Використовуючи базову 
SDP  релаксацію для наближених поліморфізмів BasicSDP  і твер-
дження 1, отримаємо теорему. 

Теорема 4 [2]. Приймаючи UGC для довільного   є NP - скла-
дним апроксимувати MAX   краще ніж  . Більше того UGC  

еквівалентно такому твердженню: для довільних   і c  на екземпля-
рах MAX   із значенням c  є NP -складним знайти приписування із 
значенням більшим ніж ( )s c . 

Теорема 5 [2]. Для кожної CSP    цілочисловий розрив 
BasicSDP  релаксації для MAX   не більший ніж  . Більше того 

для кожного екземпляра I  MAX  , для кожного c , якщо оптима-
льне значення BasicSDP  релаксації є не меншим ніж c  оптимальне 
значення для I  не менше ніж 

0
lim ( )s c





 . 

Отже, використовується  -наближений поліморфізм для конс-
труювання  -заокруглення для SDP  для MAX  . Отримаємо 
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Теорема 6 [2]. Для всіх   і CSP    існують , 0d   такі, що ви-

конується: припустимо   є ( , )c s -наближений ( , )d -квазівипад-

ковий поліморфізм для MAX  . Для заданого BasicSDP  розв'язку із 
значенням цілі не меншим c  очікуване значення приписування округле-
ного алгоритму не менше ніж s  . 

Нехай I  є довільним екземпляром задачі MAX  . Екземпляр 'I  
задачі отримується з екземпляра I  добавленням ( 1)m  -го обмеження 

1

( 1) ( 1)
1 ( ,..., )

k

m m
m i iC z z 
  , причому ( 1)

1 1{ ,..., , ,..., }, [ ]
j

m
n niz x x x x j k   . 

Задача 3 ( Ins MAX  ). Вхідні дані. Довільний екземпляр I  

задачі MAX  , *  — оптимальний розв'язок екземпляра I . 

Результат. Знайти оптимальний розв'язок екземпляра 'I  (отри-
маного, виходячи з I , як описано вище) задачі MAX  , використо-

вуючи * . 

Мета. Знайти  , який максимізує число виконаних обмежень 
екземпляра 'I . 

Основний результат статті полягає у наступному. 

Теорема 7. Для довільної CSP    задачі MAX   та 
Ins MAX   такі, що k const . Тоді для задачі Ins MAX   (ре-
оптимізація MAX  ) існує поіноміальний ( )  -наближений оп-

тимальний алгоритм, де 
1

( ) 2 



  . 

Висновки. Використовуються  -наближені поліморфізми для 

конструювання ефективної заокругленої для BasicSDP  релаксації 
напіввизначеного програмування для MAX   та Ins MAX  . 
При цьому NP -складність для таких CSP  залишається відкритою, і 
вона еквівалентна UGC . У випадку гіпотези алгебраїчної дихотомії 
результат з NP -складності відомий, але ефективний алгоритм для 
всіх CSPs  через поліморфізми не відомий. 

Представляє інтерес дослідити інші варіанти питання реоптимізації 
для CSP    (зокрема, добавлення деякої множини обмежень або ви-
ключення обмежень), використовуючи наближені поліморфізми. 
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The concept of  -approximation polymorphism is used for design of 

( )  -approximation optimal algorithm ( ( ) 2 1 /     ) for reopti-

mization of CSP  problem MAX    ( Ins MAX   ) with addition of 
some constraint. Algebraic dichotomy conjecture characterizes NP -
hardness of the considered approach and basic SDP  relaxation for ap-
proximation polymorphism ( BasicSDP ) defines an efficient rounding al-
gorithm for MAX    and Ins MAX   . 

Key words: approximation polymorphism, algebraic dichotomy con-
jecture, Unique Games Conjecture (UGC), reoptimization of CSPs .  
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