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МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОПРОДУКТОВОЇ МАКРОЕКОНОМІКИ 
ЗРОСТАННЯ З ЕНДОГЕННИМ НАУКОВО-ТЕХНІЧНИМ 

ПРОГРЕСОМ ІЗ УРАХУВАННЯМ СПОЖИВАННЯ  
ТА ІНВЕСТИЦІЙНОГО ЗАПІЗНЕННЯ 

Запропонована модель однопродуктової макроекономіки зро-
стання з ендогенним технічним прогресом із урахуванням спожи-
вання та інвестиційного запізнення. В економіко-математичній 
моделі врахований вплив на кінцевий випуск продукції спожи-
вання, капіталовкладення в розширення основних фондів, покра-
щення виробництва з урахуванням ефективності затрат «на нау-
ку», оподаткування, урядових витрат, сальдо та ліквідації забруд-
нення навколишнього середовища при інвестиційному запізненні. 
Для дослідження запропонованої моделі використовуються дос-
татні умови оптимальності із запізненням. 

При дослідженні запропонованої економіко-математичної 
моделі проведено опис оптимальних процесів, причому, побу-
довано алгоритм побудови оптимального процесу при виборі 
економічного режиму серед крайових режимів на початковій 
стадії, а також алгоритм побудови оптимального процесу при 
виборі економічного режиму серед магістральних режимів на 
початковій стадії протікання економічного процесу. 

Ключові слова: ендогенний науково-технічний прогрес, 
інвестиційне запізнення, оптимальне керування, оптимальний 
процес, крайовий процес, магістральний процес, момент пе-
ремикання керування. 

Вступ. У макроекономічному моделюванню особливе місце нале-
жить моделям економічного зростання, історія яких починається з 30-х 
років минулого сторіччя. Автори моделей макроекономіки зростання, 
ясна річ, не претендували на створення всеохоплюючої та універсальної 
теорії дослідження економічного зростання і вибору оптимального варі-
анту розвитку економіки. Кожна теорія або модель мають відповідні 
припущення та абстракції, які дозволяють виділити і вивчити найбільш 
суттєві фактори економічного зростання, спланувати і спрогнозувати 
взаємозв’язки між макроекономічними показниками тощо. 

Застосування теорії динамічної оптимізації в економіці дозволяє 
побудувати бажане керування економічною системою, тобто керу-
вання, за допомогою якого можна в тій чи іншій мірі впливати на її 
поведінку. Перехід керованої системи від одного стану в інший може 
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здійснюватися багатьма способами. Тому виникає питання про вибір 
такого шляху, який з деякої точки зору виявиться найбільш вигідним. 
Оптимальний розв’язок при цьому повинен давати граничні можли-
вості економіки, знання яких дозволить ставити реальні цілі та пра-
вильно формулювати задачі керування економічною системою. 

Постановка проблеми. Вплив науково-технічного прогресу на 
характер зростання в економічній системі виявляється в різних фор-
мах, зокрема при дослідженні неавтономних систем, тобто змінних у 
часі макровиробничих функцій. У даній статті побудовано і дослі-
джено економіко-математична модель, де вплив наукових досліджень 
на виробництво запрограмований в самій системі, тобто в моделі з 
внутрішнім (ендогенним) врахуванням науково-технічного прогресу 
у вигляді динаміки руху. Тому актуальним, як у теоретичному, так 
практичному плані є вплив наукових досліджень на виробництво в 
самій ендогенній системі, тобто з урахуванням впливу науково-
технічного прогресу на економічну систему у вигляді динаміки руху. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У праці [1] запропо-
нована модель однопродуктової економіки зростання з ендогенним 
врахуванням науково-технічного прогресу без інвестиційного запіз-
нення. Проте в ній не враховано споживання та дослідження прове-
дено з використанням необхідних умов оптимальності (принципу 
Понтрягіна), а в роботі [2] побудовано модель однопродуктової еко-
номіки зростання з ендогенним врахуванням науково-технічного про-
гресу з урахуванням споживання без інвестиційного запізнення та 
проведено дослідження з допомогою достатніх умов оптимальності. 

Постановка завдання. Запропонувати модель однопродуктової 
макроекономіки зростання з ендогенним науково-технічним прогре-
сом із врахуванням споживання та інвестиційного запізнення і дослі-
дити її з використанням достатніх умов оптимальності. 

Виклад основного матеріалу. Спочатку формалізуємо економі-
ко-математичну модель однопродуктової макроекономіки зростання 
із інвестиційним запізненням. 

Математична модель. Сформулюємо основні припущення для 
побудови економіко-математичної моделі. 

Припущення 1. Робоча сила (трудові ресурси) підпорядковані екс-

поненціальному закону    0

0
n t tL t L e      у момент часу t   

( 0,t t T  , T  — горизонт планування) із відомим сталим темпом зрос-

тання робочої сили 0n   та початковим станом робочої сили 0 0L  . 

Припущення 2. Валова (проміжна) продукція X  у момент часу 
t   розпадається на кінцевий випуск продукції Y  і виробниче спо-
живання W  [3, с. 27–29]: 
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      X t Y t W t       , 0 ,t t T   . (1) 

Припущення 3. Нехай виробниче споживання W  прямо пропо-
рційне валовій продукції X  із сталим коефіцієнтом  0;1a : 

    W t aX t    , 0 ,t t T   . (2) 

Тоді кінцевий випуск продукції Y  прямо пропорційний валовій 
продукції X  із коефіцієнтом  1 а : 

      1Y t a X t     , 0 ,t t T   . (3) 

Припущення 4. Кінцевий випуск продукції Y  розпадається на 
невиробниче споживання (споживання) С , на taxCost  капіталовкла-
дення (валові інвестиції) в розширення основних фондів (нагрома-
дження капіталу) acI , на покращення виробництва при науково-

технічному прогресі як ефективність затрат «на науку» sI , на опода-

ткування taxCost , на урядові витрати expGov , на сальдо (експорт мі-

нус імпорт) S  та на ліквідацію забруднення P  [3, с. 27–29]: 

 
         

     exp 0, , .

ac s taxY t C t I t І t Cost t

Gov t S t P t t t T

    

  

         

        
 (4) 

Припущення 5. Нехай сумарні витрати на оподаткування 
,taxCost на урядові витрати expGov , на сальдо S  та на ліквідацію за-

бруднення P  прямо пропорційні кінцевому випуску продукції Y  із 
сталим коефіцієнтом  0;1b : 

         exptaxCost t Gov t S t P t bY t             , 0 ,t t T   . (5) 

Тоді на сумарні затрати на споживання С , на нагромадження 
капіталу (інвестиції) acI  та на ефективність витрат «на науку» (інвес-

тиції «в науку») sI  припадає: 

 
         

     0

1

1 1 , , .

ac sI t I t С t b Y t

a b X t t t T

   



        

      
 (6) 

Припущення 6. Нехай інвестиції на нагромадження капіталу 

acI  прямо пропорційні частині кінцевої продукції  1 b Y  із змінним 

у часі t  коефіцієнтом  0;1u : 

 
      

       0

1

1 1 , , .

acI t u t b Y t

a b u t X t t t T

  

 

     

       
 (7) 

Тоді на сумарні затрати на споживання та інвестиції в науку sI  
припадає:  
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        

       0

1 1

1 1 1 , , .

sI t С t u b Y t

a b u t X t t t T

  

 

       

          
 (8) 

Припущення 7. Нехай споживання С  прямо пропорційно час-
тині кінцевої продукції   1 1b u Y   із відомим коефіцієнтом (нор-

мою споживання) кусково-диференційованим на 0t t   0;1s  зале-

жним від часу t  : 

 
         

         0

1 1

1 1 1 , , .

C t s t u t b Y t

a b s t u t X t t t T

   

  

         
           

 (9) 

Тоді на інвестиції в науку припадає: 

 
         

         0

1 1 1

1 1 1 1 , , .

sI t b s t u t Y t

a b s t u t X t t t T

   

  

              
                

 (10) 

Припущення 8. Динаміка руху капіталу описується диференці-
альною моделлю: 

      acK t K t I t     , 0 ,t t T   . (11) 

при початковій умові з передісторією: 
    0K y K y , 0 0,y t t    ,  (12) 

де  0;1  — норма амортизації (амортизаційних відрахувань) капі-

талу, /K dK dt  — чисті інвестиції — прибуток, 0K  — кусково-

диференційована на 0 0,t t    функція. 

Припущення 9. Величина валової продукції X  визначається: 
    ,X A Q F K L , (13) 

де  ,F K L  — неокласична макровиробнича (виробнича) функція, 

яка залежить від капіталу K  і робочої сили L .  
Функція (13) має такі властивості: двічі неперервно-

диференційована по 0K   і 0L  ; монотонно зростаюча по 0K   і по 
0L   ( 0KF   , 0LF   ); увігнута по 0K   і 0L   ( 2 0KF   , 2 0LF   ), 

   0,0 0,0F F K    0, 0 0F L   ,  lim ,
K

F K L


 ,  lim ,
L

F K L


 , 

 
0

lim ,K
K

F K L


   ,  lim , 0K
K

F K L


  ,  
0

lim ,L
L

F K L


   ,  lim , 0L
L

F K L


  ; 

однорідна степеня  0;2  :      , / ,1F K L L F K L L f k   , 

/k K L  — фондомісткість, а  0 0f k    — питома макровиробнича 

функція — двічі неперервно-диференційована, монотонно зростаюча 
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(  0 0f k   ), увігнута (  0 0f k   ) i  0 0f   [3, с. 6-7]; Q  — 

загальний обсяг інвестицій у науково-технічний прогрес;  A Q  — му-

льтиплікатор науково-технічного прогресу, величина якого свідчить про 
ефективність затрат «на науку» та задовольняє умови:  0 0A Q    — 

двічі неперервно-диференційована, монотонно зростаюча  0 0A Q   , 

увігнута  0 0A Q   ,  
0

lim
Q

A Q


   ,  lim 0
Q

A Q


   [1, c. 263]. 

Припущення 10. Вважатимемо, що приріст загального обсягу 
інвестицій у науково-технічний прогрес рівний інвестиціям в науку: 

 

           
      

        0

1 1 1

1 1 1 1

, ,

sQ t I t b s t u t Y t

a b s t u t

A Q t L t f k t t t T

   

 

  

               
             

       



 (14) 

із відомою початковою умовою з передісторією  
    0Q y Q y , 0 0,y t t    ,  (15) 

0Q  — кусково-диференційована на 0 0,t t    функція. 

Припущення 11. На кінцевий стан капіталу K  при невідомому 
часі T  накладається обмеження   TK T K .  

На основі припущень 1–11 рівняння динаміки капіталу K  та за-
гального обсягу інвестицій у науково-технічний прогрес Q  набува-
ють вигляду: 

 

             
        

       

1 1 ,

1 1 1 1

K t K t a b u t L t f k t

Q t a b s t u t

A Q t L t f k t





   

 

  

        
               

   



  (16) 

із початковими умовами з передісторіями 
    0K y K y ,    0Q y Q y , 0 0,y t t     (17) 

та обмеженням на керування за нормою нагромадження капіталу 
  0 1u t    , 0 ,t t T   . (18) 

Динамічну систему (16)–(17) запишемо в питомих показниках: 
k K L , q Q L , 0 0 0k K L , 0 0 0q Q L , 0T Tk K L ,  ,F K L   

   ,1L F K L L f k   .  

Із використанням рівностей K L k nk  , Q L q nq    

2K L L K L K L   
    

   

  
,  2/ ,Q L L QL QL L nL  

    
  

     одержимо: 
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              
     

     

           
         
         

 

0

0

0

11
0

0

11
0

0 0 0

0 0

1 1

,

,

1 1 1 1

,

0 1, , , ,

, , .

n t t n

n t t

n t t n

T

k t n k t a b L e u t

A Q t f k t

Q t L q t e

q t nq t a b s t u t

L e A Q t f k t

u t t t k y k y q y q y

y t t k T k

  



  

 

 

 

 

 





   

 

   

        

  


  
                 

  


     

    









 (19) 

Задача полягає в тому, щоб знайти оптимальне керування за нор-
мою нагромадження капіталу  опu t   та відповідні оптимальні траєк-

торії за питомим капіталом  опk t  і питомим обcягом інвестицій в тех-

нічний прогрес  опq t , 0 ,t t T   , які б мінімізували найменший час: 

 
0

0 min
T

u
t

T t dt     (20) 

та задовольняли обмеження (19), де T  — шуканий кінцевий момент 
часу.  

Зауважимо, що в цій задачі оптимального керування на швидко-
дію керуванням виступає норма накопичення капіталу u , а фазовими 
траєкторіями — фондомісткість (питомий капітал) k  і питомий обсяг 
інвестицій у науково-технічний прогрес. 

Дослідження економіко-математичної моделі. Для досліджен-
ня задачі оптимального керування на швидкодію (19)-(20) використа-
ємо достатні умови оптимальності [4, с. 117–119, с. 158] без випадко-
вих процесів (при   0b   ), за якими запишемо рівняння Беллмана (з 

незалежними змінними) та з крайовою умовою  

          
    

            

          
       

0

0

1 2

1
0

1
2 2 1

11
0 2 1

1 2 0

inf , , , , , ,

inf 1 1

1 1

1 1 1 0,

, , ,

u

u

n t t n

n t t n

R t k t t q t t u t

t k n k a b L

A u f e q nq a b

L A f s u e

t k t t q t t t



  

  

   

  

   

 

   



   

   

  

             
           
      


    

 (21) 
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       1 2, , , , 0TV T k q T T T   ,   1 0T  ,  2 0T  . (22) 

де шукана функція  1 2, , , ,V t k q    — неперервно-диференційована 

один раз по t  та двічі по k  і q  при всіх кусково-неперервних на 

0t t  функціях  1 0t  ,  2 0t  , причому в рівнянні Беллмана 1  

та 2  виступають деякими параметрами. 
Оптимізуємо функцію R . 
Функція R  лінійна за керуванням u  та найменшого значення 

отримує 

  
 
 
   

1, якщо , , 0,

0, якщо , , 0,

довільне з 0;1 , якщо , , 0,

край

t k q

u t t k q

t k q



 



 
  




 (23) 

де    , , 1t k q V k s t V q           , причому V k   характе-

ризує норму нагромадження капіталу, а  1 s t V q       — норму 

ефективності капіталовкладень у науково-технічний прогрес. Неві-
дому функцію V  будемо шукати у вигляді 

        2 2 2 2
1 2, , , , T TV t k q k q l k q k q T l k q T            , 0t t , (24) 

де стала l  підлягає визначенню (вибору). 
Підставимо (24) в рівняння Беллмана (22) і функцію  , ,t k q . 

Зауважимо, що  
      , , 2 2 1 0t k q k s t q ls t           , 0t t  (25) 

є особливим випадком і в площині kOq  характеризує особливу пря-

му лінію (особлива пряма). Під особливою прямою  , , 0t k q   ке-

рування за нормою нагромадження капіталу   1крайu t   , 0t t  

(  , , 0t k q  ), а над особливою прямою (  , , 0t k q  ) керування 

  0,крайu t    0t t . 

Розглянемо особливий випадок (особлива пряма)  , , 0t k q  . 

Запишемо рівняння Беллмана (22) при    1 t k t    і 

     0

2 0
n t tt L q t e    : 

             
            

       

0 0
1 1

0 0

0 0 0 0 0

2 2 1 1

1 1 0,

, , , ,

t t n n t t

k t l n k t q t l nq t a b

L s t e f k t A L q t e

t t k y k y q y q y y t t

    



  



      

               

        

      

 (26) 
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Одержимо систему нелінійних алгебраїчних рівнянь (25)–(26) 
для визначення кусково-диференційованих на 0t t  оптимізаційних 

величин  k t  і  q t , 0t t  та яку можна розв’язати сумісним вико-

ристанням методу кроків [5, c. 17] та одного з числових методів 
розв’язання системи нелінійних рівнянь [6]. 

Суть методу кроків: за  0k t  і  0q t , 0 0,t t t     із системи 

(25)–(26) знаходимо  1k t  і  1q t , 0 0,t t t     , а за  1k t  і  1q t , 

0 0,t t t      визначаємо  2k t  і  2q t , 0 0, 2t t t       і т.д. Тоді 

розв’язком системи (25)–(65) є: 

 
 
 

1 0 0

2 0 0

при , ,

при , 2 ,

...

k t t t t

k t k t t t t



 

          



   
 
 

1 0 0

2 0 0

при , ,

при , 2 ,

...

q t t t t

q t q t t t t



 

          



  

За знайденими оптимізаційними величинами  k t  і  q t , 0t t  

визначаємо кусково-неперервні на 0t t  магістральні керування за 

нормою нагромадження капіталу    1
магu t   і    2

магu t   із динамік 

питомого капіталу та питомого обсягу інвестицій у науково-
технічний прогрес (19): 

 із рівняння динаміки питомого капіталу: 
                 

       

0

0

1 1 11 1
0

1 1
0 0

1 1

, ;

n t t n
маг

n t t

u t k t n k t a b L e

A L q t e f k t t t

  



 

 

     

  

         

   

 


 (27) 

 із рівняння динаміки питомого обсягу інвестицій у науково-
технічний прогрес: 

             
           0 0

11 12 1
0

1 1 1
0 0 0

1 1 1 1

, .

маг

n t t n n t t

u t q t nq t a b s t L

e A L q t e f k t t t



   

 

 

  

      

             

   

 


 (28) 

Вибором сталої l  можна домогтися того, щоб    1 0;1магu   і 

   2 0;1магu  . Відповідні кусково-диференційовані на 0t t  крайові 

   i
крайk t  та    i

крайq t , 0t t , 1,2i   та кусково-диференційовані на 

0t t  магістральні траєкторії визначаються методом Рунге-Кутта [7, 
c. 167–181] із відповідних початкових задач із предісторіями (19) при 
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     i
крайu t u t     та      i

магu t u t    , 0t t . Причому, 

   1 0крайu t    та    2 1крайu t   , 0t t . Таким чином, отримали два 

крайових               0, , ,
i i i i
край край край крайП k t q t u t t t   , 1, 2i   та два 

магістральних               0, , ,i i i i
маг маг маг магП k t q t u t t t   , 1, 2i   

процеси для вибору пріоритетного із них на початковій стадії проті-
кання економічного процесу, тобто отримали чотири економічних 
режими: два крайових і два магістральних. 

Алгоритм побудови оптимального процесу при виборі економіч-
ного режиму серед крайових процесів на початковій стадії 

1. Виберемо один із двох крайових режимів  

      0, , ,край край край крайП k t q t u t t t   : 

 при  

         , , 2 2 0край край край крайt k q k t s t q t ls t        , 0 0,t t t      

крайове керування   1,крайu t    0t t ; 

 при  , , 0край крайt k q  , 0 0,t t t     крайове керування 

  0,крайu t    0t t . 

2. Для вибраного крайового режиму крайП  при крайовому керу-

ванні  крайu t  , 0t t  економічна система буде рухатися по крайо-

вим траєкторіям  крайk t  і  крайq t , 0t t  до зустрічі з особливою 

прямою  , , 0t k q  , 0t t . Момент часу 1t   зустрічі з особливою 

прямою буде моментом перемикання керування та визначається 1  із 
рівняння одним із числових методів [7, c. 29–40; 8, c.17–75]: 

       2 2 0край крайk t s t q t ls t      , 0t t . 

У цей момент 1t   система сходить із крайових траєкторій і по-
чинає рухатися по вибраному магістральному режимі (процесу) 

      0, , ,маг маг маг магП k t q t u t t t   , де кусково-диференційова-

ні на 1t   магістральні траєкторії магk  і магq  є розв’язками динамік 
питомого капіталу і питомого обcягу інвестицій у прогрес системи (19) 
при початкових умовах із передісторіями    крайk y k y  і  q y   

 крайq y ,  1 1,y     . Цю початкову задачу із передісторіями мо-
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жна розв’язати сумісним використанням методу кроків [5, c. 167–181]. 
Рух по магістральним траєкторіям (по особливій прямій) означає, що 
лише на особливій прямій  , , 0t k q   норма ефективності накопичен-

ня капіталу дорівнює нормі ефективності капіталовкладень у науку. Ко-
ли рух по особливій прямій  , , 0t k q   (по магістралях) закінчується, 

тобто сходить із особливої прямої, то цей момент 2  (як крайній правий 
момент) є моментом перемикання керування та визначається з рівняння 
одним із числових методів [7, c. 29–40; 8, c. 17–75, 6]: 

       2 2 0маг магk t s t q t ls t      , 1t  . 

Відзначимо, що на часовому відрізку  1 2,   це рівняння перет-

ворюється в тотожність. Можливий випадок, коли цей відрізок є точ-
кою, тобто 1 2  . 

3. При сходженні з особливої прямої  , , 0t k q   у момент 2  

(з магістральних траєкторій) система дальше рухається по новому 

крайовому режимі             2, , 1,
н н н
край край край крайП k t q t u t t     , 

де кусково-диференційовані на 2t   крайові траєкторії н
магk  і н

магq  є 

розв’язками рівнянь динамік питомого капіталу k  і питомого обсягу 
інвестицій у науково-технічний прогрес q  при  u t    

  1крайu t    , 2t   та початковий умовах із передісторіями 

   магk y k y  і    магq y q y ,  2 2,y     . Рух по цим крайо-

вим траєкторіям відбувається до кінцевого моменту часу T , який є 

розв’язком нелінійного рівняння    н
край Tk T k  та який можна визна-

чити одним із числових методів [7, c. 29-40; 8, c.17-75, 6]. 

4. Оптимальним процесом       , , ,оп оп оп опП k t q t u t    

0 ,t t T   згідно з результатами [4, c. 117–119, 158; 9, c. 185–192] є 

склейка у момент перемикання керування 1  вибраного крайового про-

цесу       0 1, , 1, ,край край край крайП k t q t u t t t        із вибра-

ним магістральним процесом       , , ,маг маг маг магП k t q t u t    

 1 2,t    та склейка у момент перемикання керування 2  цього магі-

стрального процесу з новим крайовим процесом 
              2, , 1, ,
н н н
край край край крайП k t q t u t t T     ,  

тобто  
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 0 ,t t T   . 

Причому, оптимальне керування за нормою накопичення капі-
талу опu  є кусково-неперервною функцією на 0 ,t T   , а оптимальні 

траєкторії за питомим капіталом опk  і за питомим обсягом інвестицій 

у науково-технічний прогрес опq  — кусково-диференційованими 

функціями на 0 ,t T   . Вихід із алгоритму.  

Алгоритм побудови оптимального процесу при виборі економіч-
ного режиму серед магістральних процесів на початковій стадії 

1. Виберемо магістральний режим (процес)  

      0, , ,маг маг маг магП k t q t u t t t    

серед двох магістральних режимів. При цьому економічна система 
рухається по особливій прямій  , , 0t k q  . 

2. Момент  , коли економічна система сходить із особливої 

прямої  , , 0t k q  , є моментом перемикання керування як правий 

крайній момент знаходження економічної системи на особливій пря-
мій  , , 0t k q  . Визначається   із нелінійного рівняння 

       2 2 0маг магk t s t q t ls t      , 0t t  та є найбільшим 

розв’язком цього рівняння.  
3. Після сходження (тобто при t  ) економічна система рухаєть-

ся по новим крайовим траєкторіям крайового режиму  н
крайП   

          , , 1,
н н
край край крайk t q t u t t      при крайовому керуванні 

  1крайu t   , t  , де крайові траєкторії    н
крайk t  і    н

крайq t , t   є 

кусково-диференційованими на t   розв’язками рівнянь динамік пи-

томого капіталу k  і питомого обсягу інвестицій у науково-технічний 
прогрес q  системи (19) при крайовому керуванні   1крайu t   , t   
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та початкових умовах із передісторіями    магk y k y  і 

   магq y q y ,  ,y     . Економічна система рухається до моме-

нту часу T , яке є розв’язком нелінійного рівняння  край Tk T k  та яке 

можна розв’язати одним із числових методів [7, c. 29–40; 8, c.17–75, 6]. 
4. Оптимальним процесом       , , ,оп оп оп опП k t q t u t    

0 ,t t T   згідно з результатами є склейка у момент перемикання ке-

рування   вибраного магістрального процесу магП  і нового крайо-

вого процесу  н
крайП , тобто  

 
 
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0при , ,
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k t t t
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k t t T
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 0 ,t t T   . 

Причому, оптимальне керування за нормою накопичення капі-
талу опu  є кусково-неперервною функцією на 0 ,t T   , а оптимальні 

траєкторії за питомим капіталом опk  і за питомим обсягом інвестицій 

у науково-технічний прогрес опq  — кусково-диференційованими 

функціями на 0 ,t T   . Вихід із алгоритму.  

Вище описане сформулюємо у вигляді теореми. 

Теорема. Нехай економічні показники економіко-математичної 
моделі (19)–(20) задовольняють умови: 

1)  0;1a ,  0;1b ,  0;2 ,   0n  , 0 0t  , 0T t , 0  , 

 0;1  , 0 0L   — сталі; 

2) функції:  0;1s  — кусково-диференційована на 0t t , a 0k  і 

0q  — кусково-диференційовані на 0 0,t t   ; 

3) макровиробнича функція  0 0f k    — двічі неперервно-

диференційована, монотонна зростаюча, вгнута та  
0

lim
k

f k


   , 

 lim 0
k

f k


  . 

4) мультиплікатор науково-технічного прогресу  0 0A Q    як 

функція двічі неперервно-диференційована, монотоння зростаю-
ча, вгнута та  

0
lim
Q

A Q


    i  lim 0
Q

A Q


  . 
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Тоді економіко-математична модель (19)–(20) має два оптима-
льних процеси, що дорівнює кількості (двом) магістральним проце-
сів. Причому, оптимальне керування за нормою нагромадження капі-
талу є кусково-неперервною функцією на 0t t , а оптимальні траєк-
торії з питомим капіталом і за питомим обсягом інвестицій в науко-
вий прогрес — кусково-диференційовані на 0t t  функції. 

Зауваження. Вище описана методика має місце для кусково-
лінійних функцій  f k  i  A Q . 

Висновки. 
1. Запропонована модель однопродуктової макроекономіки зростан-

ня з ендогенним технічним прогресом із урахуванням споживання 
та інвестиційного запізнення та проведено дослідження. 

2. Запропонована економіко-математична модель має два оптимальних 
процеси, у яких оптимальні керування за нормою нагромадження ка-
піталу є кусково-неперервними функціями, а оптимальні траєкторії 
за питомим капіталом і за питомим обсягом інвестицій у науково-
технічний прогрес — кусково-диференційовані функції. 

3. Для запропонованої економіко-математичної моделі проведено 
опис структури оптимальних процесів. 

4. Запропонована методика дослідження моделі однопродуктової 
макроекономіки зростання з ендогенним технічним прогресом із 
урахуванням споживання та інвестиційного запізнення доповнює 
методи математичного моделювання, дає можливість підвищити 
адекватність планування норм ефективності нагромадження капі-
талу і обсягу інвестицій у науково-технічний прогрес та відповід-
но прийняття рішень для таких економічних процесів і систем. 
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A single-component macroeconomic growth model with endogenous tech-
nological progress taking into account consumption and investment delay was 
proposed. In the mathematical model it was taken into account the impact on 
the final output of consumption, investment in fixed assets expand, improve 
production efficiency, taking into account expenses on science, taxation, gov-
ernment spending, balance and eliminate pollution in the investment delay. The 
proposed model uses sufficient conditions for optimality late to study. 
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КОНФЛІКТНИЙ ПЕРЕРОЗПОДІЛ РЕСУРСНОГО  
ПРОСТОРУ: ОЦІНКА ШВИДКОСТІ ЗБІЖНОСТІ МІР 

ЗАХОПЛЕНИХ ТЕРИТОРІЙ  

Досліджується модель про конфліктний перерозподіл ресурс-
ного простору (території) між парою опонентів у випадку нескін-
ченого фрактального подрібнення простору. Доведено існування 
граничних значень мір Лебега захоплених опонентами територій, 
дано оцінку цих мір за допомогою функції розподілу стандартно-
го нормального розподілу. Встановлено зв’язок між кроком под-
рібнення та заданою точністю наближення мір захоплених тери-
торій до своїх граничних значень. За допомогою комп’ютерного 
моделювання одержано графіки, що демонструють поведінку мір 
захоплених територій із збільшенням кроку подрібнення. 

Ключові слова: динамічна система конфлікту, конфлікт-
ний перерозподіл ресурсного простору, стратегії опонентів, 
самоподібні міри. 

Вступ. Теорія динамічних систем конфлікту (ДСК), розвинута у [1–
3], застосовується до задачі про перерозподіл ресурсного простору. У [4] 
розв’язання цієї задачі запропоновано для випадку, коли початковий 
поділ ресурсного простору відбувається на два регіони, тобто при 2n  , 

© І. В. Веригіна, О. М. Бузинний, 2016



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




